DM 17. un corrigé

Probléeme 1 : un anneau principal

Partie I

1°) a) Supposons que /n est un rationnel.
Il existe p € Z et ¢ € N* tels que \/_:§etp/\q: 1.
Ainsi, ¢°n = p?, donc ¢ | p?, mais ¢ A p?> = 1, donc d’apres le théoreme de Gauss, ¢ | 1,
or ¢ € N*, donc g = 1, puis n = p? ce qui contredit les hypotheses de I’énoncé. Ainsi,
vn ¢ Q.
b) Soit o € Q[v/n]. Supposons qu'il existe a,b,a’, b’ € Q tels que
a+by/n=a=ad+V\n. Alors (a’ —a)+ /n(b —b) =0.

!/
Sib# VY, alors /n = a

b —b
a=ad.

2°) a) Soit «, 5 € Q[/n]. l existe a,b,a’, v’ € Q tels que a = a+by/net f =a’ +b'/n.
— 1=1+4+0yn€Q[yn]:
—a—B=(a—d)+(b-V)/neQn|;
— aff = (ad’ +nbb') + /n(ba’ + b'a) € Q[\/n].

Ainsi, Q[v/n] est un sous-anneau de R.

Supposons que a # 0. Si a*> — nb?* = 0, alors |b|y/n = |al, donc d’apres 'unicité de la

€ Q, ce qui est faux, donc b = ¥/, puis @' — a = 0, donc

question précédente, |a] = |b] = 0, donc @ = 0 ce qui est faux. Ainsi, a* — nb* # 0 et
1 a—byn a b
I'on peut écrire : — = = — n e n|.
P a a?—nb?2  a?-—nb?2 a?—nb? Vn € Qv

Ainsi, Q[y/n] est bien un sous-corps de R.

b) Soit «, B € Z[\/n]. 1l existe a,b,a’, b’ € Z tels que a = a + by/n et §=d +b\/n.
— 1=1+0yn € Z[/n]:
—a=f=(a—d)+(b-V)VneZ\n];
— aff = (ad' + nbb') + y/n(ba’ + b'a) € Z[\/n].

Or, Z[\/n] C Q[y/n], donc Z[/n] est un sous-anneau de Q[y/n].

3°) a) Posons v Q[\/ﬁg : ;Q[\/ﬁ]
Soit a, € Q[v/n]. Il existe a,b,a’, b’ € Q tels que « = a + by/n et §=d +V\/n.
pla+B)=p((a+d)+ (b+)yn)=(a+d) = (b+)yn



et (a) +¢(B) = a—by/n+d —b/n, donc p(a+ B) = p(a) + ¢(B). Ainsi ¢ est un
morphisme de groupes. De plus,

— p(1) =1;

— p(apf) = p((ad’ + nbt') + /n(ab + ba’)) = (aa’ + nbb') — \/n(ab’ + ba’)

et p(a)p(B) = (a = v/nb)(a' — V/nb') = (aa’ + nbb') — v/n(ab’ + ba') = p(ap).

Ainsi ¢ est un morphisme d’anneaux.
De plus, pour tout @ = a + /nb, p(p(a)) = pla — /nb) = a + /nb = «, donc
@ o = Idg|m. Ainsi ¢ est une involution, donc en particulier une bijection.
On a bien montré que ¢ est un automorphisme involutif d’anneaux.
b) ¢ Soit z € Q[\/n] . N(z) =0 <= 2z =0, or R est integre,
donc N(z) =0<= (2 =0) V(2 =0).
Cependant Z=0= ¢(Z) =0 =2 =0, donc N(z) =0 <= 2 =0.
o Soit z,2' € Q[\/n]. N(22') = (22')(22') = 22'Z 2/ car p est un morphisme d’anneaux,
donc N(z2') = (22)(2'2) = N(2)N ().
c) Soit z € Z[/n].
Supposons que z est inversible dans Z[y/n] : il existe 2’ € Z[y/n] tel que zz' = 1. Alors
1 = N(1) = N(z22/) = N(2)N(2'), mais N(z), N(z') € Z, donc N(z) est un entier
relatif inversible dans I'anneau Z. On sait alors que |[N(z)| = 1.

Réciproquement, supposons que N(z) = ¢ € {—1,1}. On a vu que z est inversible dans
z

Q[v/n] avec 271 = NG = ¢z. Ainsi, 27! € Z[\/n] et z est inversible dans Z[/n].
2

Partie 11

4°) a) Soit a € Q. Posons a = |+ 3| € Z.

Onaa§a+%<a+1, donc —%Sa—aﬁ%,done law — al S%.

b) Soit z = a + /nf € Q[y/n]. D’apres la question précédente, il existe a,b € Z tels
que |a —al < 1 et |3 —b] < 1. Posons q=a+ by/n € Z[\/n].
N(z—q)=N((a—a)++/n(B-0) =(a—a)*—n(B—0)% Or0 <
-3 < —2 < —n(f —b)* < 0, donc en sommant ces encadrements, —%
Ainsi, [N(z — q)| < 1.

5°) a) Soit z,y € Z[y/n] avec y # 0. Posons z = % € Q[y/n]. D’apreés la question
précédente, il existe ¢ € Z[/n] tel que N(E—q) <1

Posons r =z — qy € Z[Vn]. IN(r)] = IN(y(5 — )| = IN(W)| IN(5 —q)| < N(y), car
y étant non nul, N(y) # 0.

On a bien montré qu'il existe q,r € Z[y/n] tels que x = qy + 7 et |[N(r)| < |N(y)|.

b) Le couple (q,r) n’est pas unique, comme le montre le contre-exemple suivant :
prenons x = 1 et y = 2. On peut écrire x = 0.y + 1 et 1 = |N(1)] < |[N(y)| = 2, mais
aussiz =ly—1let 1 =|N(-1)| < |N(y)|

6°) o Posons I = agA et montrons que [ est un idéal.
0=uagx0€l,donc I #0.
Soit z,y € I. Il existe a,b € A tels que © = aga et y = apb. Alors z —y = ag(a —b) € I.
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Ainsi [ est un sous-groupe de A.

Soit a € A et x € I. Il existe b € A tel que © = agh. Alors ax = ag(ab), car 'anneau
est commutatif, donc ax € I.

Ainsi [ est un idéal de A, qui contient ay.

o Si J est un second idéal contenant ag, alors pour tout x € A, J étant un idéal,
apr € J. Ainsi J contient agA.

On a bien prouvé que agA est le plus petit idéal de A contenant ag.

7°) a) I contient {0} en tant que sous-groupe, mais I # {0}, donc il existe zo € I\ {0}.

Alors |N(zo)| € {IN(2)|/z € I\ {0}}, donc cet ensemble est une partie non vide de N

et a ce titre il possede un minimum.

b) y € I, donc d’apres la question précédente, yA C I, ou A = Z[\/n].

Réciproquement, soit x € I. y # 0, donc d’apres la question 5.a, il existe q,r € Z[y/n]

tels que o = qy + 7 et [N(r)| < |N(y)|.

r=x—qy,or x,y €I et I est un idéal donc r € I.

Sir #0, |N(r)| € {|N(2)|/z € I\ {0}} mais ce n’est pas compatible avec le fait que

NG| < NG| = ko

Ainsi, r = 0 puis x = qy € yA. Ceci montre que I C yA.

En conclusion, I = yA.

p: Z[\/n] —
a++/nb — b

phisme de groupes, bien défini d’apres la question 1.b, donc p(A) est un sous-groupe
de Z. D’apres le cours, il existe k € N tel que p(A) = kZ.

1 € A car A est un sous-anneau.

k € p(A), donc il existe a € A tel que k = p(«). Ainsi, il existe a € Z tels que
a = a+ ky/n. Alors, kv/n = (a + ky/n) —a € A.

Ainsi, {1,ky/n} C A, donc A contient le sous-groupe engendré par {1, ky/n}, c’est-a-
dire B =7 + ky/nZ = {a + kby/n/a,b € Z}.

Réciproquement, si a € A, p(a) € p(A) = kZ, donc il existe a,b € Z tels que

a = a+ kby/n, donc a € B.

On a ainsi montré que si A est un sous-anneau de Z[/n|, alors il existe k € N tel que
A=Z+kynL.

Réciproquement, si k € N, posons A = Z + ky/nZ. 1 € A et si o, 8 € A, on vérifie
que o — 3 € A et que aff € A : en effet, lorsque o = a + kby/n et 8 = d' + kb/'\/n,
af = (ad' + k*bb'n) + ky/n(ab’ + bd’).

Ainsi, Z + kv/nZ est un sous-anneau de Z[\/n].

En conclusion, les sous-anneaux de Z[y/n] sont exactement les Z + ky/nZ, ou k € N.

¢) Soit A un sous-anneau de Z[y/n]. L’application est un mor-
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Probleme 2 : une intégrale dépendant d’un parametre

1°) a) Soit z,y € R¥ tels que z < y.
Pour tout t € [0, 1],

< , donc par croissance de l'intégrale,
B+t+y - B+t+w

1 1
d dx
F(y) = / _ Y < / ——— ce qui montre que F' est décroissante.
0 0

Bttty Jo Btttz
1
b) Pour tout t € [0,1], 3+t + 2 > x, donc 0 < ———— < —, puis
) tB3+t+ax "z
0< F(z) < — —+> 0, donc d’apres le principe des gendarmes, F'(x) —+> 0.
€T T—+00 T—r+00
c) De plus, pour tout t € [0,1], 3+t + 2 <2+ =z,
1 1 1
donc < < —, puis <zF(x) <1, or — 1, donc d’apres
24 B +t+x " x 2+ 2+ 1 a—too
le principe des gendarmes, zF'(x) —+> 1.
T—r+00
1
dt 1 11
2°) a) Soit a,z € RY. F,(z) = / = [—ln(at +x)] = —ln<a+ x)
o at +x a 0o a z

b) Soit x € R
Pour tout t € [0,1], 2 < 1, donc #3 < t. Ainsi t + o < 3+t + 2 < 2t + z, puis
1 1 1
Ty < s < ot donc en intégrant entre 0 et 1, Fy(x) < F(z) < Fi(z).
c) Fy(x) = %ln(2 + 1> — +00, donc F(x) — +00.
z z—0 z—0

d) Soit x € R7. 1
0§F1(x>—F(:r)=/0(

1 1 ! £ dt
— dt = .
t+x B4+t+x (t+z)(t3+t+x)
Or, pour tout ¢t € [0,1], (t +2)( +t+2x) > (t+2)(t+2) = (t +2)* > t?, donc
0< Fi(z) F()</1tdt L uiso< @ —Fl@) 1,
r)— F(z = —, pui
=t ~ Jo 2 P - —Inz ~ —2Ilnz 2-0
F(z) Fi(x) = F(z) In(l4+z)—Inz

Ainsi, = — + — 1.
—Inz —Inx —Inx z—0

~— N—

3°) a) Soit n € N*. En intégrant par parties,
1 1 tS t n+1 1 1 1 t3 t n+1 6t
I, —/ (B 4+1)(E+)" 3 dt = [( i) } / (" +?) dt,
0

0 3t2 + n+1 3t2+1lo n+1 (3t2+1)2
ont+l 1 6 1 t tS t n+1
Donc I,, = i + T /0 2315;_—1— )1)2 dt, ce qu’il fallait démontrer.

b) Pour tout ¢ € [0,1], £ + ¢ < 2t, donc

1 fhet® + )t 1 [re20)nt? L 2
/Ldtg—/ (2) dt:2/t"+2dt: — 0.
0 2“ 0 12 0 n—|—3nﬁ+oo

o o (32 +1)2
12 1 t t3 t n+1 on—1
c)Inx " = n + noZs Ldt—)l,donc]nw .
2=t n+1 n+12" [, B2+1)2  notoo n

4°) a) Soit u € R, et n € N*.
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n—1

1—(=w)"
—u # 1, donc d’apres le cours, )=
# p kE 0( ) T+ a
n—1 n—1
1 n,n 1 n
donc i, puis | — ) (—DFuF| < o<
1+u k:O 1+u 1+u — 14+u
: : e -t
b) Soit t € [0, 1], z € R et n € N*. Appliquons 'inégalité précédente avec u = :
x
’ — t3+t ‘< (3 + )
1+ t3+t —~ o
n—1
. e 1 EB+t)k B+t 2n
On divise cette inégalité par = : ‘m — E (—1)F i ’ < s
k=0

c) D’apres l'inégalité triangulaire relative aux intégrales

Lot — (t*+1)* (B
BT i -] AR
‘/0 r+t3+t g( )y /0 gkt / a:—l—t3+t g( ) xh+l

n—1

1 (3 +t)*
< _— E -1 k—)‘ dt
- <x+t3+t k:O( ) ahtl
1
2" 2"
< dt = .
, N
Pour tout k € {1,...,n}, posons a; = (—1)*"'I;_;, puis notons, pour tout =z € R,
n 2”
e(z) =" <F(x) - a_:) D’apres ce qui précede, |e(z)| < — — 0,
P} T x—>+oo
donc F(z) = — + a_; by ﬂ ou ¢ est une fonction telle que e(x) — 0.
T T xn il T—+00
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