Résumé de cours :
Semaine 12, du 2 au 6 décembre.

Les complexes (fin)

1 Arguments d’un complexe

Propriété. Siz=a+ib, out (a,b) € R?, e* = e?(cos(b) + isin(b)).

Définition. Pour tout z € C, il existe p, 0 € R tels que z = pe®®. On dit alors que (p, §) est un couple
de coordonnées polaires du point M(z) ('image du complexe z).

On peut imposer p > 0. Dans ce cas, p = |z|. On dit alors que 0 est un argument de z et 'on note
0 = arg(z).

Lorsque z # 0, on peut imposer p > 0 et 6 € [0, 2x[. Dans ce cas, le couple (p, ) est unique.

Définition. Un complexe z possede ainsi deux écritures usuelles :

— Décriture algébrique : z = a + ib avec a,b € R, ou bien z = Re(z) + iIm(z) ;

— D’écriture trigonométrique (ou exponentielle, ou polaire) : z = pe?, avec p € Ry et § € R.
Les relations suivantes font le lien entre ces deux écritures :
lorsque z = a + ib = pe'® avec a,b, p,0 € R et p > 0,

7p:1/a2+b2;

1 £0, cosf 9 et sing b
— lorsque z ,c080 = —— et sinfl = ——;
a 1/a2<+,62 ,/a2+b2
b
— Lorsque a # 0, tanf = —;
a

a
— Lorsque z # 0 et 8 € [0,7], 6 = arccos(7> ;
va?z + b2

T T — 1 b :
— Lorsque z #0 et 0 € [-5,5], 0 = arcsm(\/ﬁ) ’

b
— Lorsque a #0et 0 €] — 5, 5[, 0 = arctan(f) ;

a
— Lorsque z #0 et 0 €] —m, @[, 0 = 2arctan(

b
a+\/a2+b2)'

Il faut savoir le démontrer.

Propriétés de "argument : Si z, 21, zo sont trois complexes non nuls, alors
— arg(zllzz) = arg(z1) + arg(z2) [27];
— arg(f) = arg(z) = —arg(z) [27];
z

— arg(z—;) = arg(z1) — arg(zq) [27];

— pour tout n € Z, arg(z") = n arg(z) [27];
— arg(—=z) = arg(z) + 7 [27]; .

— (arg(z1) = arg(zq) [27]) <— i eR}.



Semaine 12 : Résumé de cours 4 Equations polynomiales

Remarque. Pour tout z € C, arg(e®) = Im(z) [27].

Interprétation géométrique du produit dans C : Fixons zg = ppe’®, ot pg € R, et 0y € R.

La multiplication par zj, c’est-a-dire 'application z — zzy est la composée de b : z — ppz avec
r : z+— ze%. h g'interpréte géométriquement comme une homothétie de centre O et de rapport pg
et r comme la rotation de centre O et d’angle 6.

Propriété. Soit (p,0) € R%. x R. Pour tout z € C, e* = pe'? < (3Ik € Z, z = In(p) + i0 + 2ikm).
— C

En particulier, 'application exponentielle e est surjective et 2im périodique.

Il faut savoir le démontrer.

Formule de Moivre : Pour tout n € Net t € R,

et = (cost + isin t)"‘ :

d
Propriété. Pour tout z € C, %(6“) = ze'.

s aps A
Définition. Pour tout a € C et x € R}, on note 2% = e¥nz,

Propriété. Pour tout a € C, a(to‘) =at* L

. . .o La— - —a e o —
Technique de I’angle moyen : e + ¢ = el%ﬁ(ei S, 2+6) = 2¢1°3” cos( 5 6)
et el — ¢if = %3 (ei%ﬁ - ei_a;ﬁ) = 2ie'"7" sin(a _ ﬂ)

Technique a connaitre.

2 Linéarisation

Définition. Linéariser une expression trigonométrique, c’est transformer un produit de quantités
en sin et cos en une somme de sin ou cos. Une méthode de linéarisation consiste a suivre les étapes
suivantes :
— On remplace chaque occurrence en cos ou sin par son expression issue des formules d’Euler ;
— On développe les différents produits qui apparaissent alors ;
— On regroupe les différents termes a I'aide des formules d’Euler pour faire apparaitre une somme
de cos et de sin.

3 Antilinéarisation

Exercice. Il faut savoir le démontrer.
Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, tel que, pour tout 6 € R,
T, (cosf) = cosnb. T,, est appelé le n-ieme polynéme de Tchebychev de premiere espece.

4 Equations polynomiales

4.1 Racines n-iemes d’un complexe

Les racines n-iemes de a € C* sont les solutions de I’équation z” = a en I'inconnue z € C*.

; 1 e L
Posons a = re*#. Alors, en notant zp = r=e'= on a 2§ = a. Ainsi,
n n n Z\" z 1 2kmie
=== = (—) =1l — €U, (Fke{0,...,n—1}, z=rne'”" n ).
20 20

a possede donc exactement n racines n-iemes, disposées selon un polygone régulier a n cotés, inscrit
1
dans le cercle de centre O et de rayon |a|=.
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4.2 Equations du second degré
4.2.1 Racines carrées
a = re'? (avec r > 0) posséde exactement deux racines carrées égales & +,/re'% .

Lorsque a = x+ iy avec x,y € R, on peut déterminer les racines carrées de a selon le procédé suivant :

x = a?-p?
Siz=a+if,alors 22 =a<= ¢ Va2 +y2 = o2 +p2.
sgn(y) = sgn(ap)

Technique a connaitre.

4.2.2 Racines d’un trindme
—-b+6

N

, ol

Formule : Soit a,b,c € C avec a # 0. Les solutions de I’équation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0 sont

est une racine carrée du discriminant A = b% — 4ac. )

Ces deux racines sont égales si et seulement si A = 0. Dans ce cas, 'unique racine vaut ;— On dit
a

que c’est une racine double.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a,b,c € C avec a # 0. Notons z1 et 25 les deux racines (éventuellement égales & une

racine double) du trindéme aX?+bX + c. Alors 21+ 29 = — et 2129 = € .
a a

Propriété. Soit s,p € C.

{ 212-1;2’2 :ps si et seulement si {21, 22} est 'ensemble des racines du trinome X2 — sX + p.
122 =

Propriété. Pour tout n € N avec n > 2,
n—1 n—1

Xn_ 1= H(X_em‘,:w)et Xn—1+_,._|_X+1: H(X_ezv:fw)'
k=0 k=1

5 Géométrie du plan complexe
5.1 Distances et angles

Propriété. Soit A, B, C trois points du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C.
— Le vecteur AB est d’affixe b — a;
— La distance AB entre A et B est égale a |b — al ;

— L’angle orienté (Cﬁl,@) vérifie (ﬁ,@) = arg(g) [27].
a—c

Il faut savoir démontrer la derniere propriété.
5.2 Orthogonalité et colinéarité

Propriété. Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls d’affixes v = a 4 ib et v = ¢ + id.
—w// Wﬁ%eR@Im(ﬂv)zoﬁad—bcé Z (Ci édet(ﬁ,?)zo.
det(7, ) est le déterminant (aussi appelé le produit mixte) des deux vecteurs u et ¥.
— ﬁL7<:>EEiR@Re(ﬂv):O(:»ac+bdé< w, T >=0.
<,V > estvle produit scalaire des deux vecteurs o et ¥.

©Fric Merle 3 MPSI2, LLG



Semaine 12 : Résumé de cours 5 Géométrie du plan complexe

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soit A, B, C trois points du plan usuel, d’affixes respectifs a,b,c € C.

— (A, B et C sont alignés) <= L—(l}) € R« Im((a — b)(c — b)) =0, c’est-a-dire
c—
C e (AB) <= arg(c—a) =arg(b—a) 1] <= (Tt € R, ¢c=(1—1t)a+1tb).
— (Le triangle ABC est rectangle en B) <= %_Z € iR < Re((a — b)(c — b)) = 0.

5.3 Equation d’un cercle

Notons C' le cercle de centre a = a + ib € C et de rayon r > 0. Alors
z=z+iyeC<=|z—a|l=r<= (z—-a)(z—a) =r*> = 22 +y? — 2ax — 2by = r* — a® — V°.
Réciproquement, un ensemble admettant une équation cartésienne de la forme

22 + 3% — 2ax — 2by = ¢ est un cercle éventuellement réduit & un point ou & 'ensemble vide.

5.4 Les similitudes directes

Définition. Une application f : C — C est une isométrie si et seulement si elle conserve les
distances, c’est-a-dire si et seulement si , pour tout z,z’ € C, |f(z) — f(z")] = |z — 2/|.

Définition. La translation de vecteur b € C est la transformation t, : z — z+b. Elle est bijective,
d’application réciproque t_y, elle ne possede aucun point fixe lorsque b # 0, c’est une isométrie.

Définition. La rotation de centre 2y € C et d’angle 6 € R est la transformation
T20,0 @ 2+ €%z — z0) + zo. Elle est bijective, d’application réciproque T20,—6, €lle admet zyp comme
unique point fixe lorsque 0 ¢ 277, c’est une isométrie.

Définition. L’homothétie de centre zy € C et de rapport A € R* est la transformation
haox @ 2 Mz — 20) + 20. Elle est bijective, d’application réciproque h.,, 1, elle admet zy comme
unique point fixe lorsque A # 1.

Définition. La similitude directe de centre zy € C, d’angle # € R et de rapport A € R* est
520,00 = Rzg AOT20.0 = T25,00h 0\ = 2 — /\ew(z—zo)—&—zo. Elle est bijective, d’application réciproque
520,-0,15 elle admet zy comme unique point fixe lorsque Ae? # 1, elle conserve les proportions (pour
tout z,2" € C, en posant s = s,,.0.x, |$(2) — s(2")| = |A||z — 2’]), elle conserve les angles (pour tout

a,b, ¢ deux & deux distincts, (s(a)s(b), s(a)s(c)) = (%, a¢) : 11 faut savoir le démontrer.).

Définition. On dit que f est une similitude affine directe si et seulement si c¢’est une application de
C dans C de la forme z — az+ b, oua € C* et b € C.

Propriété. Soit f : z — az + b une similitude directe.

Lorsque a = 1, c’est une translation.

Lorsque a # 1, f posséde un unique point fixe zg € C et f est la similitude directe de centre zp,
d’angle arg(a) et de rapport |al.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. L’ensemble ST des similitudes affines directes est un sous-groupe de S(C).

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. L’application qui a la similitude z — az + b associe a (resp : |a|) est un morphisme de
groupes, dont le noyau est le sous-groupe des translations (resp : des rotations et des translations).

Corollaire. Une composée, quel que soit I'ordre, de translations, de rotations dont la somme des
angles est égale a € et d’homothéties dont le produit des rapports est égal a A est une similitude directe
de la forme z — Ae'?z + b.
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5.5 Les similitudes indirectes

. c: C — C , o . . s
Notation. Notons . - I'opérateur de conjugaison, qui correspond & la réflexion par

rapport a ’axe des x.

Définition. On note S™ = {soc/s€ ST} ={cos /se ST}
Les éléments de S~ sont appelés les similitudes indirectes.

5.6 Triangles semblables

Définition. On dit que deux triangles du plan complexe sont directement semblables si et seulement
si I'un est 'image de l'autre par une similitude directe.

Propriété. Soit a,b, ¢ trois complexes deux & deux distincts et o', b, ¢’ trois autres complexes deux
& deux distincts. Les deux triangles (a, b, ¢) et (a’,V’,¢’) sont directement semblables si et seulement
.c—a c—a

si o =V c’est-a-dire si et seulement si (en notant AB la distance entre deux points A et
—a —a
ac add |~
— = et bac =bad'c.
) ab  a'l
Propriété. Deux triangles non plats (a,b,c) et (a/,¥,¢’) du plan complexe sont directement sem-
blables si et seulement si ils ont les mémes angles.

La structure de groupe

6 Définitions

Définition. (G,.) est un groupe si et seulement si G est muni d’une loi interne “.” qui vérifie
— Dassociativité : pour tout x,y,z € G, x(yz) = (xy)z;
— l'existence d’un élément neutre 14 : pour tout z € G, lg.x =z.1lg =z :

— Dexistence, pour tout = € G, d’un symétrique 2! tel que : zz~! =z lz = 14.
Définition. Pour un groupe, “commutatif” et “abélien” sont synonymes.

Notation. On utilise principalement deux notations pour désigner la loi interne d’un groupe :

o Notation multiplicative : dans un groupe (G, .), ’élément neutre est noté 1 ou 1, le symétrique de
n

x€Gestnoté xletsizg,...,xn, €G,onnote x; X - - X Ty = Hmi, en convenant que ce produit
i=1
vaut 1¢g lorsque n = 0 (produit vide).

o Notation additive : dans un groupe abélien (G,+), I’élément neutre est noté 0 ou O¢, le symétrique
n

de x € G est noté —x et si x1,...,x, € G, on note 1 + -+ x, = E x;, en convenant que cette
i=1
somme vaut O¢g lorsque n = 0 (somme vide).

Définition. Si (G,.) est un groupe fini, le cardinal de G est appelé I'ordre de G.

7 Calculs dans un groupe

Propriété. Soit (G,.) un groupe et a € G. Alors a est régulier (ou simplifiable) & gauche et & droite,
c’est-a-dire que Vz,y € G, [ax = ay = xz =y] et [xra = ya = x = y].
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Propriété. Dans un groupe (G,.), (z1 X -+ x x,) ' =2,  x - x a7t
Propriété. Dans un groupe abélien (G, +), on pose = — y S+ (—y).
On dispose des formules : © — (y+z2)=z—y—2z et z—(y—2)=z—y+ 2.

8 Construction de groupes
8.1 Groupe produit

Définition. Le groupe produit des n groupes ((Gi,.,))ie1,...n} et (G,.), o0 G = Gy X -+ x G, et
ou la loi “.” est définie par : (z1,...,2n)-(Y1,---,Yn) = (T1,Y1, -+, T+, Yn)-

8.2 Le groupe symétrique

Propriété. Si E est un ensemble, alors ’ensemble des bijections de E dans E est un groupe pour la
loi de composition. On I'appelle le groupe symétrique de E et on le note S(E). Son élément neutre
est application identité Idg et, pour tout f € S(E), le symétrique de f est la bijection réciproque
de f, dont la notation f~! est en cohérence avec cette propriété.

9 Sous-groupes

9.1 Définition

Propriété et définition : Soit (G,.) un groupe et H une partie de G.
H est un groupe pour la restriction de la loi “.” a H x H, avec le méme élément neutre 15 si et
seulement si
— H#0;
— VY(x,y) € H?> , 2y € H (stabilité du produit) ;
— Vo € H , 7! € H (stabilité du symétrique).
Cet ensemble de conditions est équivalent a
— H#0;
— VY(z,y) € H?> , zy ' € H.
Dans ce cas, on dit que H est un sous-groupe de G.

Propriété de transitivité : Un sous-groupe d’un sous-groupe d’un groupe G est un sous-groupe
de G.

9.2 Produit fonctionnel

Définition. Soit (G,.) un groupe et A un ensemble quelconque. Pour tout f,g € G, on convient

que f.g est I'application de A dans G définie par : Va € A, (f.g)(a) = f(a).g(a).

Alors G4 est un groupe, dontll’élément neutre est 'application constante a — 1¢ et pour lequel le
. A — G

symétrique de f € G4 est ! _1-
ymétriaue de / @ @)

9.3 Groupe engendré par une partie

Propriété. Soit I un ensemble non vide, éventuellement infini. Soient G un groupe et (H;);ecr une
famille de sous-groupes de G. Alors 'intersection ﬂ H; est un sous-groupe de G.

iel
Il faut savoir le démontrer.
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Définition. Soit G un groupe et A une partie de G.
Notons S I'ensemble des sous-groupes de G contenant A. S est non vide car G € S.
Alors ﬂ H est un sous-groupe de G contenant A et, par construction, c’est le plus petit sous-groupe

Hes
contenant A. On le note Gr(A).

Propriété. Si A C B, alors Gr(A) C Gr(B).
Propriété. Soit (G,.) un groupe et A une partie de G. Notons A~ = {a7!/a € A}.

n

Alors Gr(A) = {Hai/n eN, Vie{l,...,n}, a; € AUA_l}.
i=1

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Si H et K sont deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +), on note
H+ K ={h+k/(h, k)€ Hx K}. Cest le groupe engendré par HU K.

Définition. Soit G un groupe et A une partie de G.
A est une partie génératrice de G si et seulement si Gr(A) = G.

9.4 Puissances d’un élément d’un groupe

Définition. Soit (G,.) un groupe et a € G. On définit la famille (a™), ¢z par les relations suivantes :
— Initialisation : a® = 15 (encore le produit vide) ;
— Ttération : pour tout n € N, a"*! = a.a™ (donc pour n € N*, a" =a x --- X a);
———
nfois

— Symétrique : pour tout n € Z avec n < 0, a” = (=)~ L.
Formules : pour tout n,m € Z, a"a™ = a"*™ et (a™)™ = a™™.
Si ab = ba (on dit que a et b commutent), pour tout n € Z, (ab)™ = a™b™.

Remarque. Sia et b commutent, alors pour tout n, k € Z, a™ et b* commutent également entre eux.
II faut savoir le démontrer.

En notation additive, dans le cadre des groupes commutatifs, ce qui précede devient :

Définition. soit (G, +) un groupe commutatif et a un élément de G. On définit la famille (na),ecz
par les relations suivantes :

— Initialisation : 0.a = Og ;

— Itération : pour tout n € N, (n+1).a = a + (n.a)

(donc pour n e N*, na=a+---+a);
—_——
nfois
— Symétrique : pour tout n € Z avec n < 0, n.a = —((—n).a).

Propriété. Soit (G,+) un groupe abélien et a,b € G. Pour tout n,m € Z,
(n.a) + (m.a) = (n +m).a, m.(n.a) = (nm).a et n.(a +b) = (na) + (nb).
Propriété. Soit (G,+) un groupe abélien et A une partie de G.

Alors Gr(A) = {Z Ng.a/(Ng)aca € Z(A)}.

a€A

P
Remarque. En particulier, Gr({z1,...,2p}) = {Z nixi/(ni)i1<i<p € Zp}.
i=1
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9.5 Groupe monogene

Propriété. Soit (G,.) un groupe et a € G. Alors le groupe engendré par la partie {a} est
Gr({a}) = {a™/n € Z}. On le note plus simplement Gr(a).

Propriété. Soit (G,+) un groupe abélien et a € G. Alors le groupe engendré par la partie {a} est
Gr({a}) = {na/n € Z}. On le note Gr(a). On peut donc écrire Gr(a) = Z.a.

Propriété. Les sous-groupes de (Z,+) sont les nZ, ou n € N.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit a un élément d’un groupe G. Lorsque Gr(a) est de cardinal fini, ce cardinal est
appelé 'ordre de a.

Définition. On dit qu'un groupe (G,.) est monogéne si et seulement si il existe a € G tel que
G = Gr(a). On dit alors que a est un générateur de G.

Remarque. Tout groupe monogene est abélien.
Définition. Un groupe G est dit cyclique si et seulement si G est monogene et fini.
Exemple. U, = {ezi”%/k‘ € {0,...,n— 1}} est un groupe cyclique.

Propriété. Soit (G,.) un groupe, a € G et n € N*,
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— 1) Gr(a) est cyclique de cardinal n.
— ii) {k € N*/a* = 1} est non vide et son minimum est égal & n.
— iii) Pour tout k € Z, [a* =1 <=k € nZ].
— iv) Les éléments de Gr(a) sont exactement 1,a,...,a
Dans ce cas, n est l'ordre de a et de Gr(a).
Il faut savoir le démontrer.

n—1 et ils sont deux & deux distincts.

9.6 Morphisme de groupes

Définition. Soient (G,A) et (H,V) deux groupes.
Une application f de G dans H est un morphisme (on dit aussi un homomorphisme) de groupes
si et seulement si

V(z,y) € G* f(zAy) = f(2)Vf(y)-
Un isomorphisme est un morphisme bijectif.
Un endomorphisme est un morphisme de G dans lui-méme.
Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
n

an est un morphisme de groupes.

Propriété. Si a est un élément de (G,.), alors

Propriété. Si f est un morphisme de (G,.) dans (H,.), alors
f(lg) = 1y et pour tout = € G, f(z)~t = f(z71).

Propriété. En notation additive, si f est un morphisme entre deux groupes abéliens (G, +) et (H, +),
alors f(0g) = O0g et, pour tout z € G, —f(x) = f(—=z).

Propriété. Soit ¢ un morphisme du groupe (G,.) vers le groupe (G',.).
n n

Alors, pour tout n € Net x4y,...,z, € G, @(H xz) = H o(x;).
i=1 i=1

De plus, pour tout n € Z et a € G, p(a™) = p(a)™.
Il faut savoir le démontrer.
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Propriété. Soit ¢ un morphisme du groupe abélien (G,+) vers le groupe abélien (G’,+). Alors,

n

n

pour tout n € Net zq,...,2, € G, @(Zml) = Zap(xl)
i=1 i=1
De plus, pour tout n € Z et a € G, p(na) = ny(a).

Propriété. La composée de deux morphismes de groupes est un morphisme de groupes.

Propriété. Si f : G — H est un isomorphisme de groupes, f~! est encore un isomorphisme de
groupes, de H dans G.

Propriété. Soit (G,.) un groupe. On note Aut(G) 'ensemble des automorphismes de G. C’est un
sous-groupe de S(G).

Définition. Soit ¢ : G — G un endomorphisme et H un sous-groupe de G. On peut définir o|&
si et seulement si H est stable par ¢, c’est-a-dire si et seulement si [Vx € H, (z) € H]. Dans ce cas,
©|H est aussi un endomorphisme, appelé 'endomorphisme induit par ¢ sur H, ou plus simplement
la restriction de ¢ & H (il y a bien siir ambiguité).

Propriété. Soit f un morphisme de G dans H, G’ un sous-groupe de G et H' un sous-groupe de H.
Alors f(G’) est un sous-groupe de H et f~1(H') est un sous-groupe de G.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soient (G,.) et (H,.) deux groupes, et f un morphisme de G dans H.
On appelle noyau de f le sous-groupe de G suivant :

[Ker(f) = ({1u}) = {v € G/f(x) = 1u}]
On appelle image de f le sous-groupe de H suivant :

[Im(f) = [(G) = {f(x)/z € G}.]

Remarque. En notation additive, Si f est un morphisme dont le groupe d’arrivée (H, +) est abélien,
alors Ker(f) = f~'({0n}) = {z € G/f(z) = 0n}.
Propriété. Soient (G,.) et (H,.) deux groupes, et f un morphisme de G dans H.

f est injective si et seulement si ~ Ker(f) = {lg},
f est surjective si et seulement si  Im(f) = H.

Propriété. Un groupe est monogene non cyclique si et seulement si il est isomorphe a (Z, +).
Il faut savoir le démontrer.

9.7 Groupe symétrique

Notation. Pour tout n € N, on pose N,, = {k € N/1 < k < n}. En particulier Ny = 0.

Définition. Soit n € N. S(N,,) s’appelle le groupe symétrique de degré n. Il est plus simplement
noté S,,. Ses éléments sont les bijections sur N,,, que 'on appelle aussi des permutations.

1 2 ... n
Notation. Si f € S, on note f = .
/ / <f(1) 1) f(n)>
Définition. Soient k € N,, et a1, as ...ar k éléments distincts de N,,.
On note (a1 az ... ax) la permutation f telle que : Vi € {1,...,k — 1} f(a;) = a1,
flax) = a1, les autres éléments de N,, étant invariants par f.
On dit que (a; ... ag) est un cycle de longueur k dont le support est {a1,...,ax}.

Définition. On appelle transposition tout cycle de longueur 2.
Sia,beN, avec a # b, la transposition (a b) échange a et b sans modifier les autres éléments de N,,.
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