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Notation. K désigne un corps quelconque.
Selon le programme, “en pratique, K est égal a R ou C”.

Notation. Symbole de Kronecker : Si ¢ et j sont deux objets mathématiques, on
convient que §; ; = 0 lorsque ¢ # j et 9;; = 1 lorsque 7 = j.

1 La structure d’espace vectoriel

1.1 Définition et exemples

Définition.
Un K-espace vectoriel est un triplet (F,+,.), ou E est un ensemble tel que

— (E,+) est un groupe abélien,
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. .. KxFE — FE
est une application
(a,x) +—>

domaine d’opérateurs externe K) tel que, pour tout z,y € F et o, 5 € K|
— a.(z+y) = (ax) + (ay),

— (a+B)a = (ax) + (Ba),

— (ax f)a=oa(f.x),

W (13X

. (on dit que est une loi sur £ a

Remarque. Lorsque E est un K-espace vectoriel, ses éléments seront appelés des
vecteurs et les éléments de K seront appelés des scalaires.

Exemples.

o K est un K-espace vectoriel .

o Soient F un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque.

Alors 'ensemble E' des familles (x;)ier d’éléments de F indexées par I est un
K-espace vectoriel si Pon convient que (;)ie; + (vi)ier = (7 + vi)ier €t, pour tout
a €K, a.z)ier = (.xy)ier-

De méme, 'ensemble F (I, E') des applications de I dans E est un K-espace vectoriel

si I'on convient que, pour tout f,g € F(I,E) et a € K, pour tout = € I,
N A

(f +9)(z) = fz) + g(x) et (a.f)(z) = a.(f(2)).

¢ En particulier, pour tout n € N*, R™ est un R-espace vectoriel.

o SilL est un sous-corps de K, alors K est un LL-espace vectoriel.

¢ Pour tout n € N*, C" est un C-espace vectoriel, mais aussi un R-espace vectoriel et
un Q-espace vectoriel.

o L’ensemble KV des suites de scalaires est un K-espace vectoriel.

o K[X] est un K-espace vectoriel en convenant que, pour tout a € K et P € K[X],
a.P = a x P, le dernier produit étant au sens du produit de deux polynomes.

o L’ensemble F([0, 1], R) est un R-espace vectoriel.

Propriété. Soit £ un K-espace vectoriel.
Soit x,ye Fet \,ueK:

- O]K.JZ = OE et /\OE = OE;

— (—1lg).x = —w;

— A=z =z — px;

— =0 (A=0)V(z=0);

— (M =M)ANAF£0) =z =y;

— (A =px) AN (x#0) = X =pu.
Démonstration.

— Pour z fixé dans F, L

donc Og.x = Og.

K — FE :

Vs est un morphisme de groupe,

—

— AT

— ¢ étant un morphisme de groupes additifs, p(—1x) = —p(1k),
donc (—1g).z = —(1x.x) = —u.

Pour ) fixé dans K, i est un morphisme de groupe, donc A\.0g = Og.
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— A== r+ (—p)x =+ ((-1lg)p)z = Az + (—1k).(ux) = Az — p.x.
— SiA£0, A =0= N)"'A)=0=2=0,
donc A\t =0 = (A=0)V (z=0).
m

Définition. Soient n € N* et ((E;, +,.))icq1,...n} une famille de n K-espaces vectoriels.
On structure £ = F; X --- X E, en un K-espace vectoriel en convenant que
— Ve =(x1,...,2,) €EE, Yy=(y1,...,yn) €E, v+y=(r1+v1,---,Tn+ Yn),
— VYaeK, Vo= (z1,...,2,) € E, a.x = (a.z1,...,0.2,).

1.2 Sous-espaces vectoriels

Propriété et définition : Soit F un K-espace vectoriel et F' une partie de E.
F est un K-espace vectoriel pour les restrictions des lois “+7 (& F?) et “.” (A K x F),
avec le méme élément neutre Og si et seulement si

— F#0;

— Y(z,y) € F? , z+y € F (stabilité de la somme de deux vecteurs) ;

— V(a,z) e KX F | a.x € F (stabilité du produit externe).
Cet ensemble de conditions est équivalent a

— F#£0;

— V(a,z,y) e Kx F x F |, ax+y e F (stabilité par combinaison linéaire).
Dans ce cas, on dit que F' est un sous-espace vectoriel de F.

Démonstration.
Exercice, en s’inspirant du cours sur les groupes. 0O

Exemple. {0z} est le plus petit sous-espace vectoriel de E (au sens de l'inclusion) et
E est le plus grand sous-espace vectoriel de E.

Remarque. En particulier, un sous-espace vectoriel F' d'un K-espace vectoriel E est
un sous-groupe additif de £, donc

on a toujours que Og € F' : Og est appelé le vecteur nul.

Ainsi, pour tout sous-espace vectoriel F' de E, l'inclusion {0} C F est garantie. En
pratique, pour montrer qu’'un sous-espace vectoriel F' est égal a {0}, on se contente de
montrer que F' C {0}, sans méme mentionner I'inclusion réciproque.

Méthode : pour montrer qu’un ensemble F' est un K-espace vectoriel, il est pratique
lorsque c’est possible, de trouver un ensemble E, que l'on sait déja étre un K-espace
vectoriel, qui contient F'. Il suffit alors de montrer que F' est un sous-espace vectoriel
de F, ce qui évite de vérifier les nombreux axiomes d’espaces vectoriels.

Propriété de transitivité : Un sous-espace vectoriel d'un sous-espace vectoriel d'un
K-espace vectoriel E est un sous-espace vectoriel de FE.

Exemples.
— R est un R-sous-espace vectoriel du R-espace vectoriel C.
— Si L est un sous-corps de K, alors IL est un IL-sous-espace vectoriel du LL-espace
vectoriel K.
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x
— y | /x+y+2=0} est un sous-espace vectoriel de R3.
z
— Plus généralement, pour tout n € N* pour tout (ay,...,a,) € K"\ {0},

{(l’i)lgign / Z o = O} est un sous-espace vectoriel de K™,
i=1
— K, [X] est un sous-espace vectoriel de K[X], pour tout n € N.
— Pour tout A € K[X], I'idéal engendré par A dans K[X], i.e AK[X], est un
sous-espace vectoriel de K[X].
— L’ensemble C?(]0, 1], C) des applications de classe C? de [0, 1] dans C, ou p € N,
est un sous-espace vectoriel de F([0, 1], C).
— L’ensemble des solutions de ’équation différentielle y” = vy’ + 2y est un sous-
espace vectoriel de D?(R,R), lequel est un sous-espace vectoriel de F(R, R).
— L’ensemble I'(C) = {(an)nen / Y. an ACV} est un sous-espace vectoriel de CN.

Définition. Soient E' un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque.

Soit (z;)se; une famille de EZ. On dit que c’est une famille presque nulle si et seulement
si {i € I/x; # 0} est un ensemble fini.

On note EY) I'ensemble des familles presque nulles de E'.

Propriété. Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque.
EWU est un sous-espace vectoriel de E'.

Démonstration.

La famille nulle appartient & E), donc EU) £ (.

Soit ((as), (b;), a, B) € ED x BED x K x K.

Soit 1 € I. Si a; = 0 et b; = 0, alors aa; + fb; = 0. La contraposée de cette implication
est : Vi € I [aa; + Bb; # 0= (a; # 0 ou b; # 0)], donc

{i € I/aa;+ pb; #0} C ({i € [/a; # 0} U {i € 1/b; # 0}), ainsi {i € I /aa; + pb; # 0}
est fini, ce qui prouve que a(a;) + B(b;) € EY). O

1.3 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Propriété. Soit I un ensemble non vide, éventuellement infini. Soient £ un K-espace
vectoriel et (F;);er une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors 'intersection ﬂ F;

iel
est un sous-espace vectoriel de FE.

Démonstration.
Notons F' = ﬂFZ Pour tout ¢ € I, Og € F;, donc O € F. Ainsi, F # ().
iel
Soit x,y € F et a € K. Soit i € [ : x,y € F; et F; est un sous-espace vectoriel, donc
ax +y € F;. C’est vrai pour tout ¢ € I, donc ax +y € F.
Ceci démontre que F' est bien un sous-espace vectoriel de F. O

Exercice. Qu’en est-t-il avec la réunion ?

©Eric Merle 4 MPSI2, LLG



Les espaces vectoriels 1 La structure d’espace vectoriel

Définition. Soit E un K-espace vectoriel et A une partie de E.

Notons & 'ensemble des sous-espaces vectoriels de E contenant A.

S est non vide car F € S.

Alors ﬂ F' est un sous-espace vectoriel de E/ contenant A et, par construction, c’est

Fes
le plus petit sous-espace vectoriel contenant A. On le note Vect(A).

Exemple. Vect(()) = {0}, puisque {0} est le plus petit sous-espace vectoriel de F.
Si F' est un sous-espace vectoriel d'un K-espace vectoriel F, Vect(F) = F.

Propriété. Soient E un K-espace vectoriel et A et B deux parties de F.

Si A C B, alors Vect(A) C Vect(B).

Démonstration.
Vect(B) est un sous-espace vectoriel contenant A, donc il est plus grand (au sens de
I'inclusion) que Vect(A). O

Définition. Soit (z;);c; une famille de vecteurs de E. On appelle combinaison
linéaire de vecteurs de cette famille tout vecteur s’écrivant sous la forme

E a;T;, o (;)ser est une famille presque nulle de scalaires,
el

¢’est-a-dire un élément de K@),

Remarque. La précision “presque nulle” est inutile lorsque I est fini, mais lorsque
est infini, c¢’est elle qui garantit que I’expression Z o;x; a bien un sens.
iel
Propriété. Soient F un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors
Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires de vecteurs de A, i.e :

Vect(A) = {Z a0/ (g)aca € K(A)} :

acA
Démonstration.
Notons B = Zaaa/(aa)aeA € ]K(A)}.
acA

¢ Montrons que B est un espace vectoriel.

B # 0, car K possede au moins la famille identiquement nulle, pour laquelle la
combinaison linéaire associée est le vecteur nul.

Siz = Zaaa et y = Za;a sont deux éléments de B, pour tout (c,d) € K2,

acA acA
cx + dy = Z(C% +dal)a et (cay + dal)aca = c(g)aea + d(a)eea € KA car KW
acA

est un K-espace vectoriel. Ainsi, cx + dy € B, ce qui prouve que B est un sous-espace
vectoriel de F.
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Osia+#b

lsiazb [c’est le symbole de

¢ De plus, A C B. En effet, en convenant que 9, = {

Kronecker], pour tout b € A, b = Z 0o € B.

acA
¢ Soit maintenant C' un sous-espace vectoriel de E contenant A. Alors il contient

toutes les combinaisons linéaires d’éléments de A, donc il contient B. Ainsi, B est bien
le plus petit sous-espace vectoriel contenant A. O

Notation. Si (z;)ics est une famille d’'un K-espace vectoriel £,
on note Vect(x;);e; = Vect({z; /i € I}).

Remarque. En particulier, lorsque A est fini, en notant A = {x1,...,z,},
Vect(A) = {Z ax; [ ag,...,a € K}
i=1

Notamment, si u € E avec u # 0, Vect({u}) = {au/a € K} est appelé la droite
vectorielle engendrée par le vecteur u, que I'on note aussi Vect(u) et Ku.

Exemple. Notons [ = {( ) € R? / x+3y = 0}. On vérifie que c’est un sous-espace

x
Yy
vectoriel de R2. \
= x -3
_3)\ <— d)\ e R, (y) _A( 1 ),

Z)€H<:>3)\€R, {

<

xr =
donc H = Vect({(_13)}) 2 Vect <_13
T+ 2y
Exemple. Notons F={| z+y | /z,y € R}
x
1 2 1 2
F={z|1|+y[1]| /x,yeR}y=Vect([ 1], 1]).
1 0 1 0

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel, x,y € E et A une partie de E.

Si x € Vect(A), alors Vect(A U {z}) = Vect(A).

S’il existe A € K* et a € Vect(A) tels que z = Ay + a,

alors Vect(A U {z}) = Vect(A U {y}).

Démonstration.

o Supposons que = € Vect(A). A C AU {z}, donc Vect(A U {x}) D Vect(A).

De plus AU {z} C Vect(A), donc Vect(AU {x}) C Vect(Vect(A)) = Vect(A).

o On suppose que = = \y + a, avec A € K* et a € Vect(A).

x € Vect(AU{y}), donc AU{x} C Vect(AU{y}), puis Vect(AU{z}) C Vect(AU{y}).

De plus y — %(x _ a) € Vect(A U {z}), donc AU {y} C Vect(AU {}),
puis Vect(AU {y}) C Vect(AU {z}). O

Propriété. Soit (x;);c; une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Alors
Vect(z;);er n’est pas modifié si 'on effectue I'une des opérations élémentaires suivantes :
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— échanger x;, et x;,, ol 19,11 € I avec iy # i1 ;

— multiplier x;, par a € K avec o # 0;

— ajouter a I'un des z; une combinaison linéaire des autres x;.
Démonstration.

On a vu que Vect(x;)ier = {Za x; | ()ier € KW }, donc les deux premieres

i€l
affirmations sont simples a vérifer.

La derniere affirmation résulte de la propriété précédente; en effet, soit ig € I et

Yy = Z Biz; une combinaison linéaire des vecteurs (z;);c; différents de x;,. En
i€I\{io}

posant A ={x; /i€ l} et B={x; /i€ I\ {io}}, d’apres la propriété précédente,

Vect(B U {z, + y}) = Vect(B U {z;,}) = Vect(A). 0

Définition. Soit E, ..., E, p sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.

OnnoteE1+---+Epé{x1+--~+zp/Vz’e{l,...,p}, a:iGEi}:ZEi.

p p
Propriété. Avec les notations précédentes, Z E; = Vect < U EZ>
i=1 i=1

Définition. Ainsi, avec les notations précédentes, lorsque x € F,
p

[EGZEZ'<:>E|($1,...,ZL'Z))€E1X"'XEp,Q?ZZZL’Z'.
=1 =1
p

On dit que la somme Z E; est directe si et seulement si, pour tout x € F,
i=1

P P
xGZEi:)EI!(xl,...,xp)GElx---pr, ZL‘:in.
i=1

=1

p
Dans ce cas, la somme est notée Fy @ --- @ E, ou bien EB E;.
i=1
La somme est directe si et seulement si pour tout (z1,...,2,) € By X --- X E,

in:O@VieNP, z; = 0.
i=1

Démonstration.

cf le chapitre d’algebre linéaire. O

Propriété. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel F.
Alors F' 4 G est une somme directe si et seulement si F' NG = {0}.

Démonstration.
cf le chapitre d’algebre linéaire. O
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1.4 Les applications linéaires

Définition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels.
Une application f de E dans F est une application linéaire (on dit aussi un morphisme
ou un homomorphisme de K-espaces vectoriels) si et seulement si

V(a,z,y) EKX E X E f(ox+y) =af(z)+ f(y),
ce qui est équivalent a

VaeK, Yo,y e B, f(x+y) = fx)+ fy) et flar) = af(z).

Un zsomorphisme est un morphisme bijectif.

Un endomorphisme est un morphisme de E dans lui-méme.

Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.

Une forme linéaire est une application linéaire a valeurs dans K.

Exemple.
— L’application constante x — 0p d’un K-espace vectoriel £ dans lui-méme est
un endomorphisme.
— Idg est un automorphisme du K-espace vectoriel E.
— L’application z — Z est un automorphisme involutif sur le R-espace vectoriel
C, mais ce n’est pas un endomorphisme de C-espace vectoriel . Ce n’est pas une
forme linéaire.

. .. FRC) — C o
— L’application ’ est une forme linéaire.
PP fo— fQ)
B . .. FRR) — FRR) )
L’application f - Fla+1)] est un automorphisme, dont le

morphisme réciproque est f — (x — f(x —1)).

c([-1,1,R) — Rl
f — f)* dt

1
— Pour tout A € C[X], CP;] : S[;(]

D*([0,1,R) — F([0,1],R)

— est linéaire.

est une forme linéaire.

est un endomorphisme.

f — f//
I'c) — C
— (an)nen  — Z a, €st une forme linéaire.
neN

Définition. Les homothéties (vectorielles) du K-espace vectoriel E sont les applica-
tions de la forme A\.Idg, ou A € K. Ce sont des endomorphismes.

Notation.
— On note L(FE, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'.

— On pose L(E) £ L(E, E).
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— On pose L(E,K) = E*;
c’est ’ensemble des formes linéaires, appelé le dual de E.
Propriété. Soit n € N*. Les formes linéaires sur K" sont exactement les applications
K" — Kn
de la forme (@)1cicn  —> Z&iﬂfi’ ol (ay,...,a,) € K™
i=1
Démonstration.

On vérifie que ces applications sont bien des formes linéaires. Réciproquement, si f est
L1

une forme linéaire sur K", alors on peut écrire, pour tout : e K",
xn
T

fl1:1= f(i%(@,j)lg@) = ixiai avec oy = f<<5i7j>1§j§n). O
Ty, i=1 i=1

Propriété. Soient n € N* et (E;)1<;<, une famille de n K-espaces vectoriels. On pose

E:El><---><En.801t2€Nn,onnotep )
(X1, ..y Tp) — @

p; s’appelle la i®™¢ projection. C’est un morphisme surjectif d’espaces vectoriels.
Propriété. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels, u € L(E, F) et (z;);e; € EL.

Alors, V(;)ier € KU (Z a; xz> = Za,u(wz)

i€l
Démonstration.
e Soit n € N*. Notons R(n) l'assertion suivante :

n
pour tout (z1,...,x,) € E" et (aq,...,q,) € K" u (Z oczxz> = Z au(z;).
i=1

o Pour n =1, R(1) est claire.
o Pour n > 1, supposons R(n).

Soient (x1,...,Z,11) € E™ et (al, e, Q) € KL
n+1 n
(Za $Z> = U (Oén+1xn+1 + Zoz xl> = anﬂu(xnﬂ) +u (Z aixZ-), car u est
i=1
linéaire.
n+1 n
Ainsi, en utilisant R(n (Z azxz> = apu(Tpe) + Zaiu(xi), ce qui prouve
i=1
R(n+1).

D’apres le principe de récurrence, R(n) est vraie pour tout n € N.

e Soient (7);cr € E' et (a;)ier € KU, Notons J = {i € I/a; # 0}. J est de cardinal
fini.

Premier cas. Supposons que J = ().

D’apres les conventions du cours sur les groupes,
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u (Z aixi> =u (Z (xixi) =u(0)=0= Z au(x;) = Z a;u(z;).
i€l i€ €0 i€l

Deuzxieme cas. Supposons que J # () et posons n = card(J). n € N*, donc on peut
appliquer R(n), ce qui permet de conclure. O

Propriété. Soit u € L(E, F) et (z;)ic; € E'. Alors u(Vect(xZ-)ig> = Vect(u(x;))ier.

Démonstration.

Vect(u(z))ie; = { Zaiu<l’i>/<ai)iel € K(I)}

el

= {U(Z aiz;) [(u)ier € K(I)} - u<veCt(xi>i€I).

Propriété. La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

O

Propriété. Si f: E — F est un isomorphisme, f~! est encore un isomorphisme.

Démonstration.

Soit (2,y') € F? et o € K. Notons z = f~1(z/) et y = f1(v/).

flax +y) =af(z) + f(y) = a2’ + ¢/,

done af~}(a') + /() = az +y = {7 (Flax +)) = f~(aa’ + /). 0

Propriété. Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, alors
L(E, F) est un K-espace vectoriel .

Démonstration.
L(E,F) #10.
Soit « € K et u,v € L(E, F). Pour tout f € Ket z,y € E,
(au+v)(Bz+y) =afu(Bz+y)]+v(Bz+y)
= afu(z) + au(y) + Bo(z) + v(y)
= Blau+v)(z) + (au +v)(y),
donc au+v € L(E, F).

Ainsi, L(E, F') est un sous-espace vectoriel de F(E, F). O

Propriété. Soit ¢ une application linéaire. Alors ¢ reste linéaire si on la restreint ou
si on la corestreint a des sous-espaces vectoriels. Plus précisément, en supposant que ¢
est un morphisme entre les K-espaces vectoriels E et F', alors

pour tout sous-espace vectoriel £’ de E, ¢|g est un morphisme de E’ vers F' et

pour tout sous-espace vectoriel F/ de F, ’si Vo € E, p(z) € F'|, alors ¢|F est un
morphisme de E vers F’.

Définition. Soient F un K-espace vectoriel, u € L(E) et F' un sous-espace vectoriel

de E. On dit que F est stable par u, ou que u stabilise F si et seulement si u(F') C F.
v: ' — F

C’est un élément de L(F'), que par abus, on note souvent u|z et que l'on appelle la
restriction de w a F' (il y a bien str ambiguité).

Dans ce cas, I’endomorphisme induit par u sur F est

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, £/ un sous-espace vectoriel de
E et F' un sous-espace vectoriel de F'. Soit f un morphisme de E dans F.
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Alors f(E') est un sous-espace vectoriel de F' et f~1(F’) est un sous-espace vectoriel
de L.

Démonstration.

o E' #10, donc f(E') # 0.

Soit (2',y') € f(E')? et o € K. Il existe (x,y) € E” tel que 2/ = f(z) et v/ = f(y).
ax' +y = flax +y) € f(F'), car, E' étant un sous-espace vectoriel, ax +y € E'.

o f(0)=0¢€ F', car F’ est un sous-espace vectoriel, donc 0 € f~(F").

Ainsi, f~1(F') # 0.

Soit (z,y) € [fH(F)]? et @ € K. flax +y) = af(z) + f(y) € F', car f(x) € F,
f(y) € F' et F’ est un sous-espace vectoriel. Ainsi, ax +y € f~1(F’). O

Remarque. Si f est une application linéaire, c’est en particulier un morphisme de
groupes additifs, donc on dispose de Ker(f) = f~1{0} et de Im(f).
D’apres la propriété précédente, ce sont des K-espaces vectoriels. De plus,

Propriété. Soit f une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels E et F.
Alors f est injective si et seulement si Ker(f) = {0} et
f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Remarque. Une forme linéaire non nulle est toujours surjective.

Démonstration.
Soit f € L(F,K)\ {0}. Im(f) est un sous-espace vectoriel non nul de K, donc il existe
x € K* tel que x € Im(f). Alors Vect(z) C Im(f), or Vect(z) = {Az/A € K} =K. o

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel et (u,v) € L(E)%.

Si u et v commutent, alors I'm(u) et Ker(u) sont stables par v.
Démonstration.

e Soit z € v(Im(u)).

Il existe y € Im(u) tel que x = v(y) et il existe z € E tel que y = u(z2).
Ainsi, x = vou(z) = u(v(z)) € Im(u). On a montré que I'm(u) est stable par v.
o Soit x € v(Ker(u)). Il existe y € Ker(u) tel que x = v(y).

Ainsi u(x) = u(v(y)) = v(u(y)) = v(0) = 0 car y € Ker(u).

Donc x € Ker(u). On a montré que Ker(u) est stable par v. O

Propriété. Soit u,v € L(FE). Alors uv = 0 <= Im(v) C Ker(u).
Démonstration.

En effet, v =0 <= [Vz € E, u(v(z)) =0] <= [Vy € Im(v), u(y) =0].O

Définition. Soit £ et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E,F). Soit y € F.
L’équation (E) : f(z) =y en I'inconnue x € E est appelée une équation linéaire.

Exemples.
— L’équation différentielle (F) : 2z’ + zsint = cost est une équation linéaire, en
posant E = DYR,R), FF =R® y = (t —> cost) et f : z+—— 2’ + 2.sin.
— L’équation aux différences finies (E) : w12 = 3up11 — 2u, + 3 est une équation
linéaire, en posant £ = RN = F y = (3)penet f 1 (un) — (Uppo—3Upi1+2uy).
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Les espaces vectoriels 1 La structure d’espace vectoriel

— Lorsque A, B € K[X], I"équation de Bezout (E) : UA+V B = 1 est une équation
linéaire, en posant F = K[X]*, F=K[X]|,y=1et f : (U,V)— UA+ VB.

Propriété. Avec les notations précédentes, I’équation sans second membre associée
a (E) est 'équation (H) : f(x) =0, dont 'ensemble des solutions est Sy = Ker(f) :
notamment ’ensemble des solutions de ’équation homogene est un K-espace vectoriel.
L’équation (E) est compatible, c’est-a-dire qu’elle possede au moins une solution

xo € E, si et seulement si y € Im(f).

Dans ce cas, Sg = x¢ + Sg : la solution générale de (E) s’obtient en ajoutant a une
solution particuliere de (F) la solution générale de (H).

Exemple. Pour résoudre I'équation linéaire (E) : P(X +1) — P(X) = 2X + 1,
en l'inconnue P € R[X], on résout d’abord (H) : P(X +1)— P(X)=0:Si P est
solution de (H), pour tout n € N, P(n) — P(0) = 0, donc par rigidité des polynomes,
P(X) — P(0) = 0, ainsi, la réciproque étant claire, Sy = R.

On cherche ensuite une solution particuliere, ou bien on la devine.

Ainsi Sp = {X?*+ ¢/ ceR}.

1.5 Dessiner des vecteurs

Introduction : Un espace vectoriel possede un élément particulier, le vecteur nul, donc
il ne présente pas la propriété d’homogénéité de notre espace physique. Pour modéliser
ce dernier a partir de la notion d’espace vectoriel, il faut donc trouver le moyen de
faire du vecteur nul un élément indiscernable des autres vecteurs. C’est pourquoi nous
compliquons la structure d’espace vectoriel pour définir la notion d’espace affine. C’est
indispensable si nous voulons utiliser ’espace physique (le tableau ou votre feuille)
pour dessiner des vecteurs.

Définition. On appelle K-espace affine tout triplet (€, E, +,), ou € est un ensemble
non vide, £ est un K-espace vectoriel (dont la loi additive sera notée + ) et ot 4, est
EXE — €&

une application (M,z) — M+, 2 vérifiant les propriétés suivantes.
) &

— &
— M+,
i) V(M,z,y) eEXEXE (M+,2)+,y=M+, (z+, y).

Les éléments de £ sont appelés des points et E est appelé la direction de €.

i) Pour tout M € &, Iapplication est une bijection.
x

Remarque. Soit £ un espace affine de direction F.

. L Ex& — &
Le groupe (E, +) opere sur £ selon 'action (5. M) — Mz

De plus, pour tout M € &, lorbite de M pour cette action est £ en entier.

Démonstration.
& vérifie les propriétés i) et ii) de la définition d’un espace affine. En tenant compte de
ii), pour montrer que Exé — &

’ (¢, M) — M+zx
que, pour tout M € &, M+0 =M.

est une action de groupe, il reste a établir
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Les espaces vectoriels 1 La structure d’espace vectoriel

Soit M € £. D’apres i), © — M + z est une bijection de E dans &, donc il existe un
uniquexeitel queM—i—x_:> M. o

Ainsi M+ 0 =M+2)+ 0 =M+ (x+ 0)=M+z=M.

Soit M € &£. L'orbite de M est {M + z/x € E}, c’est-a-dire £ d’apres la surjectivité
— &

, . .. K
de I'application v o M4z ]

Remarque. Par la suite, pour signifier que le triplet (€, E,+,) est un espace affine,
on écrira que “£ est un espace affine de direction E”.

De plus, lorsque le contexte permet de connaitre la direction sans ambiguité, on se
contentera d’écrire que “£ est un espace affine”.

Notation. Soient £ un espace affine de direction F et (A4, B) € £2.
D’apres i), il existe un unique vecteur z tel que A+, z = B. On note x = 1@ ou
encore x = B —,_ A.

Remarque. Cette derniere notation est souvent commode car on peut établir que les
regles de calcul relatives aux opérations “+,” (point+,vecteur) et “—,” (point—,point)
sont formellement les mémes que celles que vérifient I’addition et la soustraction sur
R.

Prenons I'exemple de la relation de Chasles

si (A, B,C) e & AL+ BC = (B-A)+(C-B)=C—-A= AC. Ce nest cependant
pas une preuve de la relation de Chasles. En voici une : d’apres la propriété ii),
A+(B+B-C“) = (AJHE?)M@, donc A+(E+BT“) —B+BC=C=A+AC,

or 'application — £
pp r — A4z

donc@%—m:@.

Remarque. Laloi “+,” du triplet (€, F, +,) est différente de la loi “4_” qui structure
E comme un groupe abélien. Cependant il est pratique de les désigner par le méme
symbole. La propriété ii) devient alors naturelle, car elle ressemble a une propriété
d’associativité.

Par la suite, nous désignerons donc “+,.” et “4,” par le méme symbole additif “+”.

est injective d’apres la propriété i),

Définition. Soient £ un espace affine de direction F et (A, B, C, D) quatre points de
E. ABCD est un parallélogramme si et seulement si AB = DC.

Remarque. Dans les propriétés i) et ii) définissant un espace affine, lorsqu’un point
M de & intervient, c’est toujours quantifié de la maniere suivante : “VM € £ ...”.
Ainsi, dans un espace affine, tous les points ont la méme importance. C’est bien un
espace homogene, contrairement aux espaces vectoriels.

En fait, les propriétés qui suivent montrent que cette différence entre la notion de
K-espace vectoriel et celle de K-espace affine est la seule qui soit vraiment pertinente.

Propriété. Soient (£, F, +) un K-espace affine et A un point de £. On peut structurer
& comme un espace vectoriel sur K en définissant les lois “4+” et “.” suivantes :
pour tout (M, N,a) € € x € x K,
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o M+ N =A+ (AM + AN),
° a.M:A—i—(a.m).

L — B
Dans ce cas, I'application

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
M — AM\ P P

Remarque. Cette propriété montre que tout K-espace affine est assimilable a un
K-espace vectoriel des lors que 'on a choisi un point A, qui jouera le role de vecteur
nul. Bien str, si 'on change de point origine, on change la structure d’espace vectoriel,
puisque les lois “4” et “.” dépendent de A. Cet espace vectoriel s’appelle le vectorialisé

de £ d’origine A.

Propriété réciproque. Soit E un K-espace vectoriel. Le triplet (F, E,+), ou “+”
est la loi qui structure E en un groupe abélien, est un K-espace affine. Ainsi, £ peut
étre muni d’une structure d’espace affine, que ’on dit canoniquement associé a ’espace
vectoriel E.

Remarque. La propriété précédente, dont la démonstration est simple, mérite quelques
commentaires.

Une structure algébrique sur un ensemble A peut étre interprétée comme un mode
d’interaction entre ses éléments. Si un ensemble possede plusieurs structures, c¢’est que
les interactions entre ses éléments peuvent étre classifiées selon plusieurs modes.

La propriété précédente affirme que tout espace vectoriel E peut étre naturellement
structuré comme un espace affine. Les éléments peuvent donc interagir de plusieurs
fagons selon que l'on privilégie la structure d’espace vectoriel (les éléments sont vus
comme des vecteurs) ou la structure d’espace affine (les éléments sont vus comme des
points).

Par exemple, si (z,y) € E?, la quantité x + y admet deux interprétations différentes.
C’est la somme de deux vecteurs, ou bien c¢’est la somme d’un vecteur et d'un point.
On peut vérifier que le résultat est le méme quelle que soit l'interprétation, mais dans
le premier cas, x + y sera interprété comme un vecteur et dans le second cas comme
un point.

De la méme fagon, si (A, B) € E?, la quantité A — B peut étre interprétée comme
la somme du vecteur A avec I'opposé du vecteur B, ou bien comme la différence des
deux points A et B. On peut également vérifier que le résultat ne dépend pas de
Iinterprétation, ce qui prouve que, avec d’autres notations :

Y(A,B) € B AB = B + (—A).

Convention. En accord avec le programme, les seuls espaces affines que nous utilise-
rons sont les espaces affines canoniquement associés a un espace vectoriel.

Remarque. Avant le XIX® siecle, les mathématiciens concevaient la géométrie
comme 'étude de 'espace physique et se fondaient sur une axiomatique datant d’FEu-
clide (315-255 avant J.-C.), qui manipulait des notions mal définies (points, droites . ..).
Mais au X7X®" la lente apparition des géométries non euclidiennes (des géométries
fondées sur une axiomatique légerement différente de celle d’Euclide et néanmoins
cohérente) a montré qu’il est possible d’imaginer des géométries indépendamment de
I'univers dans lequel nous vivons.
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Le développement parallele des structures algébriques et de la logique formelle a permis
a la fin du X7X®® de donner des bases solides a la géométrie ... mais aussi de la
détacher completement de 'univers physique, auquel il n’est en effet jamais fait mention
dans la présentation actuelle.

Le modele d’espace affine euclidien de dimension 3 est en premiere approximation
cohérent avec les observations que 'on peut faire de notre univers, mais la nature de
cette cohérence n’est pas comprise.

Dieudonné écrit : “Il nous semble aujourd’hui que mathématique et réalité sont presque
completement indépendantes, et leurs contacts plus mystérieux que jamais.”

Dans ce contexte moderne, pour effectuer des figures et des schémas, nous devons
pourtant admettre que la feuille de papier peut étre vue comme un espace affine ou un
espace vectoriel. Il faut savoir représenter un vecteur (par une fleche) et un point (par
une croix), il faut savoir ajouter un point et un vecteur, ajouter deux vecteurs et faire
le produit d’un réel par un vecteur (cf figure).

On admettra que la feuille de papier munie de ces lois se comporte comme un plan
vectoriel (le point correspondant a O étant choisi arbitrairement).

En général, le vecteur AB est représenté par une fleche d’origine A et d’extrémité B,
mais il peut également étre représenté par une fleche d’origine C' et d’extrémité D,
lorsque ABDC' est un parallélogramme.

Les figures sont du domaine de I’espace physique. Elles ne peuvent donc constituer une
démonstration de propriétés propres a un espace mathématique abstrait. Cependant,
elles sont une illustration de la démonstration et un guide pour l'intuition.

Parfois, la transcription d’une figure en une démonstration rigoureuse est une évidence.
Dans ce cas, on considere que la figure est en elle-méme une démonstration.

1.6 La structure d’algebre

Définition. (A, +,.,x) est une K-algébre si et seulement si

e (A, +,.) est un K-espace vectoriel ,
e (A, +,%) est un anneau,

o VY(\ab) €KxAxA Naxb)=(\a)xb=ax(\b).

On dit qu’elle est commutative (ou abélienne) si et seulement si la loi * est commutative.
On dit qu’elle est integre si et seulement si 'anneau (A, +, %) est un anneau integre.

Exemples.

(C,+,.,.) est une R-algebre,

(R, 4+, .,.) est une Q-algebre,

et plus généralement, si K’ est un sous-corps de K, K est une K’-algebre.
(K[X],+, ., X) est une K-algebre commutative et integre.

Soit I un ensemble quelconque.

Sur F(I,K), en posant pour tout f € F(I,K), g € F(I,K),a e Ket z € I,

(f +9)(x) = f(z) + g(z),
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(f % 9)(@) = F(@)g(a),
et (a.f)(z) = af(z).
on obtient une structure d’algebre commutative.
e De méme, on structure K/ comme une algebre, en posant,
pour tout (x;)ie; € KL, (y:)icr € Kl et a € K,
(23)ier + (Yi)ier = (@ + ¥i)ier,
(@i)ier X (Yi)ier = (XY )ier,
et a.(i)ier = (ax;)ier-
Propriété. Si E est un K-espace vectoriel, alors (L(E),+, .,0) est une K-algebre.
Le groupe des inversibles de L(E) est noté (GL(E), o).

Démonstration.

o Soit u,v,w € L(FE). Alors, pour tout z € E,

[(u 4+ v) ow](z) = (u+ v)(w(z)) = u(w(z)) + v(w(z)) = [uow + vowl(x), donc
(u+v)ow=uow+vow, et

[w o (u+ v)](z) = wu(zr) +v(z)) = wu(r)) + w(v(z)), car w est linéaire, donc
[wo (u+v)](x) =[wou+ wowv](x), ce qui montre que wo (u+v) =wou+wouv.
On a ainsi établi la distributivité de la composition par rapport a I'addition.

o Soit A € K et u,v € L(E). Alors, pour tout x € E,

A (uov)|(z) = Au(v(z)), [Au) ov](x) = (Au)(v(z)) = Au(v(x)) et

[uo (Av)](z) =u(Av(x)) = Au(v(x)), car u est linéaire,

donc A.(uowv) = (Au)ov=muo (Av).

¢ Les autres propriétés a vérifier sont immédiates. O

Remarque. Plus généralement, si E, F' et GG sont 3 K-espaces vectoriels, pour tout
a € K, pour tout f,g € L(F,G) et he€ L(E,F), (af+g)oh=afoh+goh et
pour tout f,g € L(E,F) et he€ L(F,G), ho(af+g) =aho f+hog.

Propriété. Soit (A,+,.,*) une K-algebre. B est une sous-algébre de (A, +, ., *) si
et seulement si B est un sous-anneau et un sous-espace vectoriel , donc si et seulement
si

14 € B.

V(z,y) € B> x+y€ B,
VA, z) e Kx B Are B,
V(z,y) € B> x%y € B.

Exemples.
— R est une sous-algebre de la Q-algebre C.
— L’ensemble des applications continues de [0, 1] dans R est une sous-algebre de
la R-algebre F([0, 1], R).
— L’ensemble des homothéties sur E est une sous-algebre de L(F).

Exemple. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Alors Lp = {u € L(E) / u(F) C F}
est une sous-algebre de L(E).

Définition. Soient (A+,., x) et (B, +,., X) deux K-algebres.

©Eric Merle 16 MPSI2, LLG



Les espaces vectoriels 2 Espaces vectoriels de dimensions finies

Une application f : A — B est un morphisme d’algébres si et seulement si

Ly — L(F)

est
— Ul

Exemple. En reprenant les notations de I'exemple précédent,

un morphisme d’algebres.
En effet, soit u,v € Lp, a e Ket z € F.
— (Idg)|r = Idp.
— (w+v)|p(z) = (u+0)(z) = uz) + o) = ulp(z) +vlr(z) = (ulr +olp)(2),
donc (u +v)|p = u|lp +v|p.
— (uov)|r(z) = (uov)(z) = u((v(z)) = ulr(v(z)) = ulp(v]r(z)) = (ulpov|r)(z),
donc (wov)|p = u|pov|p.
— (av)|p(z) = (aw)(z) = afv(z)] = alv|r(z)] = (av|r)(z), donc (aw)|F = av|p.
Exemple. Soit F un K-espace vectoriel et u € GL(F). Alors I'application
w — uwu ! est un automorphisme de I'algebre L(E). Ce type d’automorphisme est
appelé un automorphisme intérieur.

Propriété. Une composée de morphismes d’algebres est un morphisme d’algebre.
L’application réciproque d’un isomorphisme d’algebres est un isomorphisme d’algebres.
L’image directe ou réciproque d’une sous-algebre par un morphisme d’algebres est une
sous-algebre.

2 Espaces vectoriels de dimensions finies

Notation. Pour ce chapitre, on fixe un K-espace vectoriel E et un ensemble quelconque
I (éventuellement infini).

2.1 Familles libres et génératrices

Définition. Soit (x;);c; une famille de vecteurs de E.
e Elle est lzbre si et seulement si

V(ai)ier € KY (Z ar,=0= (Viel o; = 0)) .

el

e Elle est lz€e si et seulement si elle n’est pas libre, c¢’est-a-dire si et seulement si

Haw)ier € KDN{0} ) aym; = 0.

el
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e FElle est génératrice dans F si et seulement si

Ve e F EI(aHGIEK( Zaml—x

el

Ainsi (z;);er est toujours génératrice dans Vect(x;);e;.
e (est une base de E si et seulement si elle est libre et génératrice dans E.

Remarque. Dans la définition d’une famille liée, la condition “(«;);e; # 07 est essen-
tielle. En effet, si on I'oublie, comme 0 = Z 0.z;, toute famille serait liée.
iel
Remarque. Lorsque I = (), on dit que (z;);cs est la famille vide.
La famille vide est libre, car la propriété “Vi € ) a; = 07 est vraie.
D’apres les conventions du cours sur les groupes, I'unique combinaison linéaire de cette
famille est 0, donc la famille vide n’est pas génératrice dans E, sauf si £ = {0}.
En particulier, on remarquera que la famille vide est I'unique base de {0}.

Exemple. Dans K[X], la famille (1, X + 1, X — 1) est liée.

Dans RE, la famille (cos, sin) est libre, car si asin +/3 cos = 0,

alors 0 = asin(0) + Bcos(0) = B et 0 = asin(§) + fcos(§) = .

Définition. Deux vecteurs z et y d'un K-espace vectoriel F sont colinéaires si et
seulement si la famille (z,y) est liée.

Propriété. Soit e = (e;);c; une famille de vecteurs de E.
e est une base de F si et seulement si

Vee F EI(aZZeIEK Z@Zel—x

el

Dans ce cas, pour z € E, on appelle coordonnées de x dans la base (e;);e; 1'unique

famille presque nulle de scalaire (o );c; telle que x = Z ;65
iel

2.2 Dimension d’un espace vectoriel

Définition. F est de dimension finie si et seulement s’il admet une famille génératrice
contenant un nombre fini d’éléments. Sinon, on dit qu’il est de dimension infinie.

Remarque. On dira qu'un espace vectoriel est de “dimension quelconque” lorsqu’il
est de dimension finie ou de dimension infinie.

Exemple.
R? = {z(1,0) + y(0,1) / (z,y) € R*} = Vect((1,0), (0,1)) est de dimension finie.
K, [X] = Vect(1, X, ..., X™) est de dimension finie.

Lemme : Soit n € Net ey,...,e, € E.
Toute famille (z1,...,2,11) de n + 1 vecteurs de Vect(ey, ..., e,) est liée.
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Démonstration.
Soit n € N. On note R(n) l'assertion : pour tout ey, . .., e, € E, toute famille (z1,...,2,41)
de n + 1 vecteurs de Vect(ey, ..., e,) est liée.

o Pour n =0, si x; € Vect() = {0}, 21 est nul, donc (1) est une famille liée.
o Supposons que n > 1 et que R(n — 1) est vraie.
Soit ey, ...,e, € E et (x1,...,7,11) une famille de n + 1 vecteurs de Vect(ey, ..., e,).

Pour tout j € {1,...,n+ 1}, il existe (o ;)1<i<n € K" tel que z; = Z Q; j€;.
i=1

Premier cas : si, pour tout j € {1,...,n + 1}, a,; = 0, alors (zy,...,2,) est une
famille de n vecteurs de Vect(es,...,e,_1), donc d’apres R(n — 1) elle est liée. Alors
(21, ..., Tpy1) est aussi liée.

Second cas : supposons maintenant qu’il existe jo € {1,...,n + 1} tel que oy, j, # 0 :
nous allons 'utiliser comme un pivot. Quitte a réordonner les vecteurs x1, ..., 2,1, on
peut supposer que jo = n + 1. Ainsi, o, 41 7# 0.

Pour tout j € {1,...,n}, posons y; = x; — aaw Tpi1 ¢ y; € Vect(er, ..., e,1), donc

n,n+1

d’aprés R(n — 1), la famille (yy,...,yn,) est liée. Ainsi, il existe (f1,...,53,) € K™\ {0}
tel que 0 = Z Biy; = Z Bixj+ATnt1, ot A € K. La famille de scalaires (51, ..., 85, A)
j=1

— j=1
est non nulle, donc (z1,...,%,.1) est liée. O

Corollaire. Si (ey,...,e,) est une famille génératrice de F, alors toute famille libre
de E est de cardinal inférieur ou égal a n.

Théoreme de la base incomplete : Soient F un K-espace vectoriel de dimension
finie et (e;);e; une famille génératrice de E (on ne suppose pas qu’elle contient un
nombre fini d’éléments). Soit J C I tel que (e;);c;s est une famille libre.

Alors il existe un ensemble L avec J C L C I tel que (e;);er est une base de E.

Cela signifie que toute famille libre f de F peut étre complétée en une base de E a

'aide de vecteurs d’une famille génératrice de E ( qui contient f).

Démonstration.

On note D l'ensemble des cardinaux des familles libres (e;);cx, ou J C K C 1.

D est une partie non vide de N. De plus, F est de dimension finie, donc il possede une
famille génératrice finie. Notons n son cardinal. Alors d’apres le corollaire précédent,
D est majorée par n. D possede donc un plus grand élément, noté m et il existe une
famille libre b = (e;);er, avec J C L C I tel que |L| = m.

Supposons que, pour tout ig € I\ L, e;, € Vect(b). Alors pour tout i € I, e; € Vect(b),
donc E = Vect(e;);er C Vect(b), donc b est génératrice et libre, ce qui prouve que c’est
une base de E. Il suffit donc de montrer que pour tout iy € I \ L, e;, € Vect(b).
Raisonnons par I'absurde en supposant qu'’il existe iqg € I \ L tel que e;, ¢ Vect(b).
Posons L' = L U {ip}. Montrons que ¥ = (e;)icrui,} est libre, ce qui contredira la

définition de m. Soit (a;)icrugi,) une famille de scalaires telle que Z oe; = 0.
iELU{io}
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1
Si a;, # 0, on peut écrire e;, = —— Z a,e;, ce qui est exclu car e;, ¢ Vect(b).
W el
Ainsi, oy, = 0, donc Z aze; = 0, or b est libre, donc pour tout ¢ € L, o; = 0. O
i€l

Remarque. En adaptant la démonstration, on a également prouvé les propriétés
suivantes, en dimension quelconque :

Propriété. Soit (e;);c; une famille libre de vecteurs de E. Soit e; € E, o j ¢ 1.

La famille (e;);ciug;y est libre si et seulement si e; ¢ Vect(e;)ier.

Propriété.

Soient £ un K-espace vectoriel et g = (e;);cr une famille génératrice de E.

On dit qu'une sous-famille libre (e;);c; de g est maximale dans g si et seulement si
pour tout 7o € I\ J, la famille (e;);c.juqiy} est liée.

Si (e;);e est libre maximale dans g, alors ¢’est une base de E.

Corollaire. Une famille libre de vecteurs de E est maximale si et seulement si en lui
ajoutant un vecteur elle devient liée.
Toute famille libre maximale de vecteurs de E est une base de E.

Corollaire. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de E.

Démonstration.
On applique le théoreme de la base incomplete en prenant comme famille génératrice
de E' la famille (z),ep de tous les vecteurs de F. O

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
E admet au moins une base. Toutes les bases de E sont finies et ont méme cardinal.
Ce cardinal est appelé la dimension de E et est noté dim(E) ou dimg(F).

Démonstration.

La famille vide est libre et d’apres le corollaire précédent, on peut la compléter en une
base.

Soit b et b’ deux bases de E, de cardinaux n et n/'.

b est génératrice de E et V' est libre, donc n' = |b'| < |b] = n.

De méme on montre que n < n'. O

Propriété. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n et soit e une
famille de E. Les propriétés suivantes sont équivalentes.

1. e est une base de E.
2. e est libre et de cardinal n.

3. e est génératrice et de cardinal n.
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Démonstration.

1 = 2 et 1 = 3 sont claires.

2 = 1 : supposons que e est libre et de cardinal n. On peut la compléter en une base
b de E, mais b est alors de cardinal n, donc e = b et e est bien une base de F.

3 = 1 : supposons que e est génératrice et de cardinal n. On peut en extraire une
base b de E/, mais b est alors de cardinal n, donc e = b et e est bien une base de E. O

Propriété. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n.
Toute famille libre de E a au plus n éléments et
toute famille génératrice de F a au moins n éléments.

Remarque. Tout espace de dimension finie possede donc au moins une base. C’est
aussi le cas pour les espaces vectoriels de dimension infinie, si 'on accepte ’axiome
du choix. Cependant, on peut construire des modeles de ZF dans lesquels R n’admet
aucune base en tant que Q-espace vectoriel.

Exemples. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie ou infinie.

o {0} est un sous-espace vectoriel de E de dimension 0 car () est une base de {0}.

o Siu € E\ {0}, alors (u) est une base de Vect(u) = {Au/\ € K}, donc la droite
vectorielle Vect(u) est de dimension 1.

o Si (u,v) est une famille libre de vecteurs de E, Vect(u,v) = {au + fv/a, € K}
admet comme base (u,v), donc il est de dimension 2. On dit que Vect(u,v) est le plan
vectoriel engendré par (u,v).

Théoreme. Soit E un K-espace vectoriel de dimension quelconque.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E avec G de dimension finie et F' C G.
Alors F' est de dimension finie avec dim(F") < dim(G).

De plus [F = G <= dim(F) = dim(G)].

Démonstration.

Toute famille libre de F' est une famille libre de G, donc elle est de cardinal inférieure a
dim(G). Ainsi, Uensemble D des cardinaux des familles libres de F' est une partie non
vide et majorée de N, donc elle possede un maximum noté m. Il existe une famille libre
de vecteurs de F' de cardinal m. Par construction c’est une famille libre maximale de
F, donc c’est une base de F. Ainsi F' est de dimension finie et dim(F) = m < n.
Supposons que dim(F') = dim(G). Alors la famille maximale précédente est une famille
libre de GG de cardinal égal a la dimension de GG, donc c’est aussi une base de G. Alors
cette famille engendre a la fois F' et GG, donc F' = G. O

Remarque. Ainsi, en dimension finie, pour montrer que deux sous-espaces vectoriels
sont égaux, il suffit de montrer une inclusion et I’'égalité des dimensions.

Propriété. C est un R-espace vectoriel de dimension 2, dont (1,7) est une base.

Démonstration.

Pour tout z € C, il existe x,y € R tel que z = x + 1y, donc la famille de complexes
(1,4) est une famille génératrice de C, vu comme un R-espace vectoriel .

De plus, si z + iy = 0 avec z,y € R, on sait alors que = y = 0, donc (1,7) est une
famille libre.
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Ainsi (1,4) est une base du R-espace vectoriel C. Ceci prouve que C est un R-espace
vectoriel de dimension finie et que dimg(C) = 2.

Dans la base (1,14), les coordonnées d’un complexe sont ses parties réelle et imaginaire.
O

Exemple. Prenons £ = R? et posons ¢; = (1,0) et ¢co = (0,1). Montrons que

¢ = (1, o) est une base de E.

Pour tout (a,b) € E, (a,b) = a(1,0) 4+ b(0, 1), donc ¢ est une famille génératrice de E.

De plus, si ac; 4+ bey = 0, avec a,b € R, alors 0 = ac; + bes = (a,b), donc a = b = 0.

Ainsi ¢ est une base de R?, que ’on appelle la base canonique de R2.

En particulier, on a montré que R? est de dimension finie et que dim(R?) = 2.

La forte ressemblance avec la démonstration précédente provient du fait que 'applica-
R? — C

a,b) — a+ib

On peut généraliser sans difficulté a K" :

tion ( est un isomorphisme de R-espace vectoriel.

2.3 Base canonique

Propriété. Soit n € N*. K" est un K-espace vectoriel de dimension n dont une base

est c = (c1,...,¢,), ot pour tout i € {1,...,n}, ¢; = (i) 1<j<n-

c est appelé la base canonique de K.

Pour tout x = (z1,...,x,) € K", les coordonnées de x dans la base ¢ sont exactement
ses composantes Ty, ..., Ty.

On peut encore généraliser :

Propriété. Soit I un ensemble quelconque.

Pour tout ¢ € I, on note ¢; = (8;)jer- Ainsi ¢ = (¢;);er est une famille de KO,

C’est une base de KUY) | appelée la base canonique de KU,

De plus, pour tout z = (a;);e; € KU, o = Z%’Ci- Ainsi, les coordonnées de x dans
iel

la base canonique sont exactement ses composantes.

Démonstration.
Soit (a;) € KU, Pour tout i € I, a; = Zémaj,
jel
done (aw)ier = () Gijas)ier = Y a;(6i5)ier.
jeI jel
Ainsi (Oéi)ie[ = Z a;Cj.
jel

Ceci prouve que ¢ est une famille génératrice de K.

De plus, si Zajcj =0, (a;)ier = 0, donc, pour tout i € I, oy; = 0, ce qui prouve que
jer

c est aussi une famille libre. O
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2.4 Exemples

Propriété. Dans K2, deux vecteurs u = (51 ) et v = (51 ) forment une base de K2
2 2

si et seulement si w;vy — Us¥; 2 det.(u,v) # 0.

Démonstration.

dim(K?) = 2, donc (u,v) est une base si et seulement si c’est une famille libre. Ainsi,
par contraposée, il s’agit de montrer que (u,v) est liée si et seulement si det.(u,v) = 0.
Si w = 0, alors (u,v) est lié et det.(u,v) = 0, donc I'équivalence est vraie. Supposons
maintenant que u # 0. Sans perte de généralité, on peut supposer que u; # 0. Alors
(u,v) ié <= INeK, v=2>Au

<— d\ € K, (Ul = )\Ul) N ('U2 = )\Ug)
<= Uy = <2>U2

Uy
< U1y — Uy = 0.

Exercice. Soit f un endomorphisme de E. Montrer que f est une homothétie
si et seulement si pour tout u € E, (u, f(u)) est lié.

Propriété. Toute sur-famille d'une famille génératrice est génératrice.
Toute sous-famille d’une famille libre est libre.

Propriété. Une famille de vecteurs est libre si et seulement si toute sous-famille finie

de cette famille est libre.

. : R — R

Exercice. Pour n € N, on pose In . n
r +—> sin(z")

est-elle libre ?

Solution : Supposons que Z anfn=0.
neN
Ainsi, pour tout z € R, (1) : Zanfn(x) =0

neN
[Pour montrer qu'une famille de fonctions est libre, il existe d’autres méthodes que celle consis-

. La famille (f,)nen

tant & substituer x par des valeurs bien choisies pour se ramener a un systeme linéaire dont
les inconnues sont les a,,. On peut en effet faire de 'analyse, c’est-a-dire dériver ou intégrer la
relation (1). On peut également faire un développement limité de (1) au voisinage d’un point
bien choisi.]

Pour tout n € N*, 2" — 0, donc f,,(x) = 2™ + o(x™).

Ainsi, 0 = o sin(1) + Z(anx” + o(z™)).
n>1
On suppose qu’il existe un «a,, # 0 avec n > 1.
Appelons k le plus petit n > 1 tel que «,, # 0.
Alors 0 = apsin(1) + apz® + o(z*). D’aprés 'unicité du développement limité (de
'application identiquement nulle), o = 0, ce qui est faux.
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Ainsi les a,, sont nuls pour n > 1. On en déduit que apsin(1) = 0, donc que ay
est aussi nul. La famille (f,,)nen est donc libre.

Théoreme. Si Ei,...,FE, sont n sous-espaces vectoriels de dimensions finies, alors
FE, x--- x E, est de dimension finie et

dim(E; x -+ x E,) = dim(Ey) + - - - + dim(E,,).

Démonstration.

Le cas général se déduit du cas ou n = 2 par récurrence car

Eyx - xE,=(F x-+xFE, 1) x E, (Ensembles et logique pages 7 et 8). Soit donc
E et F' deux espaces vectoriels de dimensions p et g. Notons e = (ey, ..., e,) une base
de E et f=(f1,...,[f;) une base de F.

p q
Pour tout (x,y) € E x F, avec x = Zwiei et y = Zyjfj’

i=1 j=1

(z,y) = (2,0) + (0,y) = <ixi€i70) + (O,iyjfj>, donc

p q
(x,y) = in(ei, 0) + Zyj((), fj) : ceci démontre que la concaténation des familles
i=1 j=1
((e1,0),...,(ep,0)) et ((0, f1),-..,(0, f,)) est une famille génératrice de E x F.

Notons ¢ cette famille.
p

q

Pour montrer qu’elle est libre, supposons que Za:i(ei,()) + Zyj((), fi) = 0, ou
i=1 j=1

(xi)1<i<p €t (Y;)1<j<q sont deux familles de scalaires. D’apres le calcul précédent,

P q

(x,y) = 0, ou z = inei et y = Zyjfj’ or e et f sont libres, donc pour tout
i=1 j=1

et j, x; = y; = 0. Ainsi g est une base de I x F'.

Alors dim(E x F) = |g| = p+ ¢ = dim(F) + dim(F). O

2.5 Application linéaire associée a une famille de vecteurs

v,: KUY — FE
Propriété. Soit x = (x;) € ET. Notons (a)ier — Z&ixi'
P, est une application linéaire. o
e 1 est une famille libre si et seulement si W, est injective.
e 1 est une famille génératrice si et seulement si W, est surjective.
e 1 est une base si et seulement si ¥, est un isomorphisme.
U, est appelée 'application linéaire associée a la famille de vecteurs x.
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Démonstration.
e Soit (), (8i)) € (KD)2.
U(() + (8) = U((ei + B:)) = (i + Bi)wi = U((ew)) + U((B)).

iel
Soit (), A) € KD x K. U(A(s)) = T((Aew)) = Y (Aew)w; = AT((v)).

el

Ainsi ¥, est une application linéaire.
e =z est libre si et seulement si la seule famille («;) presque nulle de scalaires vérifiant
U, ((a;)) = 0 est la famille nulle, donc si et seulement si le noyau de U, est réduit a
{0}.
e 1 est génératrice si et seulement si pour tout élément v de E, il existe (a;) € K
telle que v = U, ((«;)), donc si et seulement si ¥, est surjective. O

Remarque. Lorsque e = (e;);e; est une base de E, pour tout x € F,
’\Ife_l(x) est la famille des coordonnées de = dans la base e‘ :

Propriété. Soit x = (x;);c; une famille de vecteurs de E.
x est libre si et seulement si, pour tout y € Vect(x), il existe une unique famille presque
nulle de scalaires («;);es telle que y = Z oGT;.
icl

Démonstration.
x est libre si et seulement si ¥, est injective, donc si et seulement si, pour tout
y € Im(¥,), il existe un unique (a;)ier € KO tel que y = ¥, ((a)).
Or Im(¥,) = {)_ awi/(ai)ier € KD} = Vect(z). O

iel
Propriété. Sie = (e;);cr est une base de E, alors E est isomorphe & K.
Démonstration.
U, est en effet un isomorphisme de K¢) dans E. O

2.6 Image d’une famille par une application linéaire

Définition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels, u € L(E, F')

et © = (1;)ic; € EL. La famille (u(z;))ier est appelée l'image de la famille z par
I’application linéaire wu.

On notera (u(z;))ier = u(x). On remarquera que = € E' et que u(z) € F'.
Propriété. Avec les notations précédentes, W,y = uo W,.

Démonstration.
Soit () € KW).

Wy (i) = ) cwu(a) = u <Z aﬁ?z’) = (uoV;)((a)). O

iel iel
Théoreme.
e ['image d’une famille libre par une injection linéaire est une famille libre.
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e ['image d’'une famille génératrice par une surjection linéaire est génératrice.
e ['image d’une base par un isomorphisme est une base.

Démonstration.

Soient E et F deux K-espaces vectoriels , u € L(E, F) et © = (z;)ier € E'.

e Supposons que x est libre et que u est injective. Alors u et W, sont injectives, donc
WU, (z) est injective en tant que composée de deux applications injectives. Ainsi u(x) est
une famille libre.

e Supposons que x est génératrice et que u est surjective. Alors u et W, sont surjectives,
donc W, ;) est surjective en tant que composée de deux applications surjectives. Ainsi
u(x) est une famille génératrice. O

Théoreme. Deux espaces de dimensions finies ont la méme dimension si et seulement
si ils sont isomorphes.

Démonstration.
Soit E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies respectives n et m.
Suppose qu'’il existe un isomorphisme f de E dans F. Soit e = (eq, ..., e,) une base de

E. Alors (f(e1),. .., f(en)) est une base de F', donc dim(F') = n = dim(E).
Réciproquement, supposons que n = m. On sait que I'application ¥, est un isomor-
phisme de K" dans E. De méme on montre que I’ et K" sont isomorphes, donc E et
F' sont isomorphes. O

Remarque. On dispose ainsi de deux techniques importantes pour calculer la dimen-
sion d’'un espace vectoriel F : rechercher une base de E et calculer son cardinal ou bien
chercher un isomorphisme entre E et un espace de dimension connue.

Exercice. Montrer que le cardinal d'un corps fini est de la forme p™ ou p € P
et n € N*

Solution : Soit L un corps fini. Alors car(L) # 0, donc en posant p = car(LL),
p € P. Notons K le sous-corps premier de L. On sait que K est isomorphe a I,
donc il est de cardinal p.

L est un K-espace vectoriel , et (x),¢r, est une famille génératrice finie de L, donc
L est de dimension finie. Posons n = dimg(LL). Alors L est un K-espace vectoriel
isomorphe a K", donc |L| = p™.

Propriété. Soit E et F' deux espaces de dimensions finies et soit f € L(E, F).

Si f est injective, alors dim(£) < dim(F').

Si f est surjective, alors dim(F) > dim(F).

Propriété. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions quelconques. Soient
u € L(E, F) et G un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors

u(G) est de dimension finie et dim(u(G)) < dim(G), avec égalité lorsque u est injective.

Démonstration.
u]Z(G) est surjective. Elle est bijective lorsque u est injective. O

Propriété. L’image d’une famille génératrice par une application linéaire u est une
famille génératrice de I'm(u).
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Démonstration.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels , u € L(E, F) et x = (z;);e; € E' une famille
génératrice de F.

—  Im(u)
— u(y)
cette application, est une famille génératrice de Im(u). O

L’application est surjective, donc u(x), en tant qu'image de = par

Propriété. L’image d'une famille liée par une application linéaire est liée.
Démonstration.

Soient E et F' deux K-espaces vectoriels , u € L(E, F) et x = (z;);e; € E' une famille
liée de E. Ainsi il existe (a;)ier € KO\ {0} tel que Z a;x; = 0.

el
0= u( E a;x;) = g a;u(x;), donc u(z) est aussi une famille liée. O
iel iel
Théoreme.

On suppose que E est un K-espace vectoriel admettant une base e = (€;)e;s.
Soit f = (fi)ies une famille quelconque de vecteurs d’un second K-espace vectoriel F'.
Il existe une unique application linéaire u € L(E, F') telle que, Vi € I u(e;) = f;.

libre injective
De plus, (f;i)icr est génératrice si et seulement si u est surjective .
une base bijective

Démonstration.
Soit u € L(E, F).
(Viel ule)=f) <=V eKD Y oule) =) aifi
iel iel

<:>\I/u(€) :\I/f <:>uo\I/e:\I/f

= u=U;0U !
car e étant une base U, est un isomorphisme.
Ainsi il existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que Vi € I u(e;) = fi.
Il s’agit de u = Vo U L.
f est libre si et seulement si W, est injective, donc si et seulement si u = Wy o W ! est
injective.
[ est génératrice si et seulement si Wy est surjective, donc si et seulement si u = ¥, oW !
est, surjective. O

Remarque. Ce théoreme affirme notamment qu’une application linéaire u € L(E, F')
est injective (resp : surjective, bijective) si et seulement si I'image par u d’une base de
E est une famille libre (resp : une famille génératrice, une base) de F.

Corollaire.

Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies et soit v € L(E, F).

Si dim(£) = dim(F), alors u injective <= u surjective <= u bijective.
Démonstration.

Notons n = dim(E) = dim(F). Soit e une base de E. Alors u est injective si et
seulement si u(e) est libre dans F', or |u(e)| = n = dim(F'), donc u est injective si et
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seulement si u(e) est une base de F, c’est-a-dire si et seulement si u est bijective. On
raisonne de méme pour la surjectivité. O

Propriété. Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Alors
w inversible dans L(E) <= u inversible a droite dans L(F)

<= u inversible a gauche dans L(F)"
Démonstration.
Si u est inversible a droite, il existe v € L(F) tel que vu = Idg. Alors u est injectif, mais
E est de dimension finie, donc u est un isomorphisme, c’est-a-dire que u est inversible
dans L(E).

On raisonne de méme a gauche. O

Exercice. Soit A une K-algebre et B une sous-algebre de A de dimension finie.
Soit b € B. Montrer que si b est inversible dans A, alors b~! € B.
Solution : Notons B — B . u est linéaire. De plus, pour z € B,

r — bx
r € Ker(u) < br = 0 <= b 'bz = 0 & 2 = 0, donc u est injective. Or B
est de dimension finie, donc u est un isomorphisme. En particulier, 14 possede

un antécédent par u : il existe ¢ € B tel que be = 14. Alors b™! = ¢ € B.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel admettant une base (e;);e;s.
Alors L(E, F) est isomorphe a F.
Démonstration.
E,F) — F!

u — (ule))ier
précédent montre que toute famille (f;);c;r de F' admet un unique antécédent pour cette
application, donc qu’elle est bijective. Ainsi cette application est un isomorphisme. O

L’application est une application linéaire et le théoreme

Théoreme. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Démonstration.
Posons n = dim(E) et notons e = (e;)1<;<, une base de E. D’apres le précédent
corollaire, dim(L(E, F)) = dim(F{'") = dim(F") = n x dim(F). O
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