DS 4 : un corrigé

Baréeme

Exercice 1 : 3, Exercice 2 : 3, Exercice 3 : 3.
Probleme Partie I : 1, 2, 2, 4, 2, 3, 3.

Partie 2 : 2, 2, 4, 3, 2, 2, 3.

Partie 3 : 2, 4, 4, 4.

Exercices

Exercice 1 :

11 est un nombre premier et 7 # 0[11], donc

d’apres le petit théoréme de Fermat, 71° = 1[11].

De plus, modulo 10, 72 = 49 = —1, donc 7* = 1 puis 77 = 7* x 7?2 x 7 = 3. Ainsi, il
existe k € N tel que 77 = 3 + 10k. Alors, modulo 11,

7 =7 x (T =73 = (—4)> = —16 x 4 = —5 x 4.

Finalement, ‘le chiffre des unités de 77" en base 11 est égal & 2| .

Exercice 2 :

1
¢ Sia existe, en multipliant cette égalité par n on obtient que —— = a+ +—

n(n+1) n+1 n
puis en faisant tendre n vers +o00, on obtient 0 = o+ 1. Ainsi, si « existe, alors a = —1

On vérifie que, pour tout n € N*,

-1 1 1 1 1 —n+(n+1) 1
n  n+l n? n(n+1) n? n2(n + 1) n?(n+1)
N N 1 N 1 1
o Soit N € N*. ( )—( S)+ =1L
o nzn2n+ nzn2 ;rﬂ +N%—l
1 2
d —_ — — — 1
one ; n?(n+1) N+ 6
1 oo 1 2
Ceci prouve que la série ; m converge et que Z m =5 1] .




Exercice 3 :

Soit k € N. Notons R(k) I'assertion suivante : pour tout x € R

Pour k =0, fO(z) = f(z), d’ou R(0).
Pour k > 0, supposons R(k). Alors, pour tout z € RY,
FEHD () = i((_l)kk!> (=D (k + 1)!.
do \ phtl )
Ainsi, d’apres le principe de récurrence,

kol —1)kk!
pour tout k € Net z € RY, ﬂ<_) = %
x x

Alors, d’apres la formule de Leibniz, pour tout x € R,
£ () i n\ d* <1> dr* ()
x) = - e
— k) dxk \x/ dznF
- n (_1)kk‘ n—k _—x
=2 (k) (DT

. d” (1) _ (—1)’%!_

+ dr* \ ¢ rk+1

k=0
. " u n! 1
=e " (-1) Z (n — k)l zh+1
k=0
—1)"n!l < 1
En particulier, (1) = (=1)"n ( Ak puis en posant k = n — h, on obtient
e n—nh)!
h=0
—1)"n! - 1
(n) - ( —
k=0

Probléme : Formule d’inversion de Rota

1°) Soit z,y,z € E telsque z <y et y < z.

Alors x < y et y < z, donc par transitivité de la relation d’ordre <, x < z.

Supposons que x = z. Alors < y et y < x, donc par antisymétrie de <, x = y, ce qui
est faux. Ainsi, x # z et © < z, ce qui montre que x < z.

La relation binaire < est donc bien transitive.

2°) o Supposons qu’il existe une chaine de longueur p joignant x a lui-méme, notée
(xi)o<i<p- Pour tout ¢ € {0,...,p — 1}, x; < x;41. Par récurrence sur 4, a 'aide de la
question 1, on montre que, pour tout i € {0,...,p — 1}, 2y < z;41. En particulier,
pour i = p—1 (on a bien p—1 > 0, donc p — 1 € {0,...,p — 1}), on obtient que
r = x9 < x, = x, ce qui est faux. Ainsi, il n’existe aucune chaine de longueur p
joignant x a lui-méme, ce qui prouve que ¢,(z,z) = 0.

o Posons p = 0. Soit xy € E. L’ensemble {0,...,p — 1} est vide, donc (x) est une
chaine de longueur 0 joignant = a lui-méme si et seulement si z = 7y et y = x, = xo.
Ainsi (z) est 'unique chaine de longueur 0 joignant x a lui-méme et co(z, z) = 1.



3°) o ’On suppose que —(x < y)‘ )

En adaptant le premier point de la question précédente, on voit que s’il existe une
chaine de longueur p joignant x a y, avec p > 1, alors = < y, ce qui est faux. Ainsi,
’lorsque p>1, ¢x,y) = O‘ .

En adaptant le second point de la question précédente, lorsque p = 0, on voit qu’il
existe une chaine de longueur 0 joignant x a y si et seulement si z = y et que dans ce
cas elle est unique, donc ’co(x, x) =1 et ¢o(z,y) = 0 lorsque = # y.‘

o D’apres le point précédent, |lorsque =(z < y), ¢1(x,y) = 0].
Supposons maintenant que x < y. Soit zg,x; € FE. Alors (xg,z1) est une chaine de
longueur 1 joignant = a y si et seulement si g = x, 1 = y et * < y. Ainsi (z,y) est
I'unique chaine joignant z a y; |lorsque = <y, ¢1(x,y) = 1.‘

4°) o Posons D = U Cp(z, 2).

z€E tel que
rz<z<y
Lorsque (xg, ..., 2pt1) € Cpy1(x,y), posons f(zo,...,Tpr1) = (Toy ..., Tp).
Ty < Tpp1 =y, donc f(zo,...,2p11) € Cp(x,x,) C D. Ainsi, f est une application de

Cpt1(z,y) dans D.
Soit X € D.llexiste z € E avecz < z < y tel que X € C,(x, z). Alors X est de la forme

(g,...,xp) avec T = g < 1 < --- < x, = 2. On pose alors g(X) = (zo,...,2Tp,Y).
Clairement, g(X) € Cpi1(2z,y). Ainsi, g est une application de D dans Cpi1(z,y).
Il est clair que pour tout (zo,...,2p11) € Cpri(z,y),

(go f)(wo,...,xps1) = g(wo,...,2p) = (T0,...,Tpy1), donc go f = Idc,, (2, et de
méme on montre que f o g = Idp. Ceci démontre que f et g sont des bijections
réciproques 1'une de 'autre.

o Soit z,2" € Etelsquer < z <yetx <2 <y.Soit (zo,...,x,) € Cplx, 2)NCy(x, 2’).
Alors z = x, = #'. Ainsi, par contraposition, on a montré que, lorsque z # 2/, alors
Cyp(z,z) N Cp(z, 2') = 0. donc la famille (Cy(z, 2))y<.<y constitue une partition de D
(contenant éventuellement des ensembles vides). Or Cp11(x,y) et D sont en bijection,

donc ils ont le méme cardinal. Ainsi ¢,11(z,y) = |D| = E cp(, 2)
r<z<y
o Deméme, lorsque (zo, . .., 2p+1) € Cpr1(x,y), posons h(xo, ..., Tpr1) = (T1,. .., Tpt1).

En adaptant ce qui précede, on montre que h est une bijection de Cpi;(z,y) dans

U Cyp(#,y), qui est une réunion disjointe, donc en passant aux cardinaux, on

z€E tel que
r<z<y

obtient ¢,41(x,y) = Z (2, y).

r<z<y

5°) Soit z,y € E. Soit p € N. Supposons que Cy(z,y) est non vide.

Il existe donc (g, ...,z,) € E tels que zg < - -+ < x).
Soit 4,7 € {0,...,p} tel que i # j. Sans perte de généralité, on peut supposer que i < j.
Alors par transivité de la relation <, on a z; < z;, donc x; # x;. Ainsi, {x¢,...,z,}

est une partie de £ de cardinal p 4+ 1. Ceci montre que Cy(z,y) # 0 = p+1 < N.
Par contraposée, lorsque p > N, C,(x,y) =0 et ¢,(z,y) = 0.



6°) o Soit x € E. On a vu que ¢o(z,z) = 1 et que, pour tout p > 1, ¢,(x,x) = 0, donc

wlz,z) =1].

o 801131: yEEavec:B<y
N-1

DRCERED 3b S EIAEES S pRTre
z<2z<y z<z<y p=0 p=0 z<z<y
N—1
=2 (et 3 o),
p=0 <2<
N-1
donc d’apres la question 4, Z w, 2) =Y (=1)Pcy(z,y) — (=) ey (x,9)).
x<z<y p=0
Il's agit d’une somme télescopique, donc
Z pw(z, 2) = (=1)%q(z,y) — (=1)Nen(z,y) = 0, d’apres les questions 3 et 5.

r<z<y
¢ On effectue un calcul similaire, en utilisant cette fois la relation

Y alEy) =y + Y elzy):

a<z<y w<z<y
N-1

Do nzy) = D0 D (Welzy) =3 (-1 Y alzy)
z<z<y z<z<y p=0 p=0 z<z<y

N-1

=Ygy + Y o)
p=0 <2<y
N-1

((—1)pcp(£(:,y) - (—1)p+10p+1($,y)) =0.

7°) oSoitx € E. Y pu(yx)gy) =D Y wy.a)f(z)= > py.2)f(2).

S
Il

y<w y<z z<y (y,2)652<tel que
ZSYsT
En effet, {(y,2) € E* /| 2 <y <z} = |_| {y} x{z € £/ z <y}, donc I'égalité
yEeE tel que

y<w
précédente est un cas particulier de sommation par paquets. Mais on a également

{,2) e E* [ 2<y<a}= || {yeE/z<y<a}x{z},

z€FE tel que
z<z
done > uly,2)g(y) = > Y uly,2)f(z) = > f(2) Y uly,x). Or dapres la
y<z 2<z 2<y<z 2<ae 2<y<z

question précédente, pour tout z € E tel que z < z, Z p(y,x) = 0 et pour z = =z,

2<y<z
S ouly.x)= > ply.x) =plx,x) =1,donc Yy, z)g(y) = f(x), ce qu'il fallait
2<y<z r<y<z y<z
démontrer.

o Pour tout z,y € E, on convient (classiquement) que = > y si et seulement si y < x.
Alors > est également une relation d’ordre.



Pour tout z,y € E et p € E, il est clair que (xy,...,x,) est une chaine joignant = a y
pour < si et seulement si (x,,...,zo) est une chaine joignant y a x pour >.

Ainsi, en notant c,(y, x) le nombre de chaines de longueur p joignant y a 2 pour >, on
a c,(y,7) = ¢p(z,9y).

Notons ' la fonction de Mébius associée a >.

Alors, pour tout z,y € E, p(z,y) = Y _(=1)c)(z,y) = u(y, z).

peEN
On applique le point précédent en remplacant < par >. Il convient alors de remplacer

g par h et p par y, donc f(x) = Zu’(y,m)h(y) = Zu(w,y)h(y), ce qu’il fallait

Y2z y2x
démontrer.
Partie II : Applications
8°)
8.a : Pour construire une chaine (zo,...,,) de longueur p joignant ¢ a j, il suffit de
choisir z1,...,zp_1 tels que ¢ < 1 < 2y < -+ < 7p_; < J, c'est-a-dire qu’il suffit de

choisir une partie de p — 1 éléments {zy,...,2,—1} parmi {i +1,i+2,...,5 — 1} (qui
est de cardinal (j —1) — (i+ 1)+ 1 =j —i— 1) que 'on ordonne pour construire la

chaine (xy,...,2,_1). Ainsi, ¢,(4,7) = J ; ! _1 L
Remarquons que le raisonnement reste valable lorsque p > j — 7, mais dans ce cas il
n’existe aucune partie de p — 1 éléments parmi {i+1,i+2,...,j — 1}, donc on obtient
alors que ¢,(i,7) = 0.

n—1
8.b : o Soit i, j € N,,. Alors pu(i, j) = Y _(=1)P¢,(i, j).

p=0

Supposons d’abord que i > j. Alors pour tout p € N, ¢,(¢,5) = 0, donc p(7, j) = 0.
Supposons ensuite que ¢ = j. Alors d’apres la question 6, p(i,7) = 1.

Supposons que j = i + 1. Alors ¢o(i,i 4+ 1) = 0, ¢1(é,4 + 1) = 1 et pour tout p > 2,
cp(iyi+1) =0, donc p(i,i+1) = —1.

Enfin, supposons que j > i+ 1. Soit p € N*. On sait que ¢y(i, 7) = 0, donc d’apres 8.a,

Jj—t . . j—i=1 , . .

CoN j—i—1Y\ Jj—i—1 hooAc s 1 s

w(i,g) = Zl(—l)P < b1 ) — g ( b ) (—1)". Ainsi, d’apres la formule
p: =

du binome de Newton, u(i,j) = —(1 — 1)/~ 1 =0, car j—i—1> 0.

¢ Soit f une application de N,, dans C.

Pour tout ¢ € N,,, on pose g(i) = if(j) et h(i) = if(j).
j=1 J=t

Soit 7 € N,,. Alors la formule de Rota affirme que, f(i) = Z w(g,4)g(y) = Z w(i, j)h(y),
j=1 j=i

c’est-a-dire que ’f(z) =g(1) —g(i—1) = h(i) — h(i + 1)|, en convenant que




g(0) =0 = h(n+ 1). Ces relations sont évidentes . ..

9°) 9.a: ¢ Soit k € N. Notons R(k) 'assertion suivante :

Pour tout A, B € E telles que A C B et |B| — |A| =k, u(A, B) = (—1).

Supposons que k = 0. Soit A, B € E telles que A C B et |B| — |A| = 0. Alors d’apres
le cours, A = B, donc d’apres la question 6, u(A4, B) = u(A4,A) =1 = (-1)°, ce qui
prouve R(0).

Pour k£ € N, on suppose que R(h) est vraie pour tout h € {0,..., k}.

Soit A,B € E telles que A C B et |B|] — |A| = k+ 1. D’apres la question 6,

> (A D)=0,donc u(A,B)=— Y (A D).
DeE tel que DeE tel que
ACDCB ACDCB et D#B

Soit D € E tel que A C D C B avec D # B. Alors |D| — |A| < |B|—|A| = k+1, donc

|D| — |A| < k. Alors, d’aprés 'hypothese de récurrence forte, p(A, D) = (—1)IPI=H4l
|B]-1

On en déduit que p(A, B) Z Z (—1)F= Al = (—)IBIHAl _ (—1)lAl g,

k= ‘Al DEE tel que
ACDCB et |D|=k

|B| |B|
M=% 3 (—1)’“:Z(—l)k‘{DEE/ACDCBet ID| = k}|. or,
k=|A] DEE tel que k=|A|

ACDCB et |D|=k
si k est un entier compris entre |A| et |B|, pour choisir une partie D de cardinal & telle

que A C D C B, il suffit de choisir les k — |A| éléments de D \ A parmi B\ A, donc
’{DEE/ACDCBet |D|:k}‘: <\B!—|A|).

k—14]
|B] |B|—|A|
LG M — R (IBI=TALY gy Bl = 1Al (4 -
Ainsi, M = k_%A( 1) ( k-4 )~ (—1) hg_o b (—1)", donc d’apres

la formule du binéme de Newton, M = (—1)4(1—-1)IBI=14l = 0 car | B|—|A| = k+1 # 0.
Finalement, on a montré que (A, B) = (—1)**! ce qui prouve R(k + 1).
Ceci démontre la propriété de I’énoncé par récurrence forte.
¢ Soit f une application de E P(S) dans C.
Pour tout A € E, on pose g(A Z f(B) et h(A) = Z f(B
BeP(A ACB
Alors la formule de Rota affirme que,

pour tout A € E, f(A) = Y (=) Plg(B) =) (-1)/Pn(B).
BEP(A) ACB
9.b Soit n € N. On pose S =N, et E = P(S).
Pour tout A € E, posons f(A) = x4 et g(A) = ya.
|A] 4|
Soit A € E. g(A) = yja = Z (‘2’) T = Z Z 7|, donc par sommation

k=0 k=0 BeP(A) tel que
B|=k

|B|=
par paquets, g(A Z f(B). On peut donc appliquer la formule de Rota de la
BeP(A)



question précédente : Pour tout A € FE, f(A Z DIAFIBlg(B),

BeP(A)
|A| IA\

donc x4 = Z Z (_1)|A|—k‘y — <| |) |A| k

k=0 BEP(A) tel que

|Bi=k
En particulier, avec A = N,,, on obtient z,, = (—1)" Z <n) (—1) .

k=0

10°) © Soit u = (uy,...,uy) € E,v=(v1,...,0,) € Eet w= (wy,...,wy,) € E.
supp(u) C supp(u), donc u < u : la relation < est réflexive.
Supposons que u < v et v < w. Alors supp(u) = supp(v), donc pour tout i € N,
u; = 1 <= v; = 1 et par contraposition, u; = 0 <= v; = 0. Ainsi, pour tout 7 € N,,,
u; = v;, donc u = v. Ainsi la relation < est antisymétrique.
Supposons que u < v et v < w. Alors par transitivité de la relation d’inclusion,
supp(u) C supp(w), donc v < w. Ainsi, < est également transitive. C’est bien une
relation d’ordre.
o Soit p € Net u,v € E. Alors (wy, . .., w,) est un chemin de longueur p joignant u a v
si et seulement si dans P(N,,,) muni de la relation d’inclusion, (supp(wp), ..., supp(w,))
est un chemin de longueur p joignant supp(u) a supp(v) : en particulier le sens réciproque
est vrai car on a vu lors de 'antisymétrie que si supp(wg) = supp(u), alors wy = u et,
de méme, si supp(w,) = supp(v), alors w, = v.
De plus, pour tout U C N,,,, il existe un unique u € E tel que U = supp(u), donc I'appli-
cation qui a (wy, ..., w,) associe (supp(wy), ..., supp(w,)) est une bijection de C,(u,v)
dans Cp(supp(u), supp(v)) en utilisant la méme notation C, pour les deux relations
d’ordre sur E et sur P(N,,). On en déduit que ¢,(u,v) = c,(supp(u), supp(v)), puis
d’apres la définition de la fonction de Mobius que p(u, v) = p(supp(u), supp(v)). Alors,
d’apres la question précédente appliquée avec S = N,,, u(u,v) = (—1)lsurp@)=lsupp(w)],
Soit f une application de F dans C.
Pour tout u € F, on pose g(u Z f(v) et h(u Z f(v

v<u v>u

Soit u € E. Alors la formule de Rota affirme que

flu) = Z(_1)\Supp(U)\—lsuzm(v)\g(v) — Z(_1)\Supp(U)\—lsuzvp(v)\h(v) .

v<u v>Uu

11°) o Soit z,y € {0,1} : 2 Dy est vraie si et seulement si (z est vraie et y fausse) ou
(x est fausse et y est vraie), donc = @ y correspond au ”ou exclusif” appliqué a x et y.
o Pour tout x,y € {0,1}, x @y = = +y [2], donc pour tout x,y, z € {0, 1},
@y dz=a4+y+z=axd(ydz) 2,or (xdy) dzet xd (ydz) sont dans
{0,1}, donc ils sont égaux. Ceci prouve que la loi interne @ est associative. Elle admet
0 comme élément neutre, donc la notation @ f(v) est correctement définie.
v<u
Modulo 2, pour tout v € {0,1}™ = E, g(u) = Zf(v), donc d’apres la question

v<u



précédente, f(u) = Z(—1)‘Sul’p(“)‘_|5“pp(”)|g(v), or —1 = 1[2], donc modulo 2, on peut

écrire f(u) = Z g(v)_E @g(v), or a nouveau f(u) et @g(v) sont dans {0, 1}, donc

v<u v<u v<u
ils sont égaux.

12°) o Soit I € E. IlsufﬁtdemontrerqueﬂPi: |_| ((ﬂR)ﬂ( ﬂ (F\H)>>,

iel IcJ = ied i€Np\J
la formule de ’énoncé s’en déduit alors immédiatement en passant au cardinal.

Dans ce but, posons pour tout J € F, Q; = (ﬂR) ﬂ ( m (F\ R))

ieJ 1€EN,\J
Il est clair que, pour tout J € E tel que I C J, Q)5 C ﬂB, donc U Qs C ﬂB.
iel icJ iel
Réciproquement, soit x € ﬂB. Ainsi, pour tout i € I, x € P; (c’est également vrai
iel

lorsque I = (). Notons J ={i € N,, /x € P;}. Alors [ C J

otz €Qy = (ﬂB) ﬂ( N (F\E)). Amnsi, | @, > NP
ieJ 1€NR\J IcJ el

Soit maintenant .J, K € E. Supposons que Q; N Qx # 0. Il existe x € Q; N Q. Alors

J={ieN, /JzeP}=K.

Par contraposition, on a montré que J # K = Q; N Qx = 0.

Finalement on a bien montré que ﬂ P, = |_| Q@ s, ce qui conclut.

iel IcJ
o D’apres la seconde formule de Rota de la question 9.b,

pour tout I € E, f(I) = Z(—l)"”*mg({]).
icJ
En particulier avec I = (), on obtient que ‘ ﬂ (F\ F)

Y

— Z (_1)|J\‘ ﬂpl.

1<i<n JCN, ieJ
or d’apres les formules de Morgan, ﬂ (F\P)=F\ U P,
1<i<n 1<i<n
donc ‘ U P| = |F| — Z(—l)l‘” ﬂPZ) = Z(—l)k+1 Z g(J) : en effet,
1<i<n JCNp ieJ k=1 JCNy,
tel que |J|=k
lorsque |J| =0, J =0 et ‘ﬂPz = |F].
i€l

Partie III : La fonction de Mobius arithmétique

13°) o Soit p € N. Si (dy,...,d,) est une chaine de longueur p joignant r a s, alors
r = dy divise strictement d; qui divise strictement ds,. . ., qui divise strictement d,, = s.
Par transitivité, cf question 1, dy = r divise di, ds, ..., d, = s, donc

pour tout i € N, % eN,etl= Z—g divise strictement Z—; qui divise strictement j—i,. e

di

C e . dpy s As - s N ..
qui divise strictement =1 Ainsi, (1, R RRRE ?) est une chaine de longueur p joignant



14 2. On a donc construit une application de Cp(r, s) dans Cy(1, 2). C’est une bijection

dont la bijection réciproque est I’application qui & une chaine (1,k1,...,2) de Cy(1,2)
associe la chaine (7, kyr, ..., s).
o On en déduit en passant aux cardinaux que, pour tout p € N, ¢,(r,s) = ( ),

)
donc en utilisant la définition de I’application p, on obtient que u(r,s) = p(1,2

14°) o Lorsque s =1, on a p(1) =1 =m(1), d'ou R(1).
Soit s € N,, avec s > 2. Supposons que pour tout r € {1,...,s — 1}, u(r) = m(r).
D’apres la question 6, u(s) = — Z w(r).

rENp, tel que
r|s et r#s

Si r € N, vérifie r|s avec r # s, alors r < s, donc d’apres 'hypothese de récurrence,

p(r) =m(r). Ainsi, p(s) = — Z m(r).

r€Np, tel que
r|s et r#s

k
Ecrivons la décomposition de s en produit de nombre premiers sous la forme s = H i,
i=1
ou les py,...,pr sont kK nombres premiers deux a deux distincts et ou pour tout i € Ny,
v; € N*. Les diviseurs r de s pour lesquels m(r) # 0 sont exactement les nombres de
la forme r = sz- ou I C Ny.
iel
Premier cas : on suppose qu’il existe i € N, tel que v; > 2. Alors tous les diviseurs de
la forme précédente sont des diviseurs de s différents de s,

doncu(s):—zm<Hpi>=—Z Z G

ICNg iel h—0  IcNg
tel que |I|=h

k
puis u(s) = — 3 (Z) (—1)" = —(1—1)* = 0, car k > 1 (car s > 2).
h=0
Second cas : on suppose que, pour tout ¢ € N,,, v; = 1. Alors, lorsque I = Ny, sz- = s,
iel
donc ce n’est pas un diviseur strict de s.
Ainsi, p(s) = — Z m<Hpi> = Z (le> = (—1)*, d’apres
ICNg avec I#£Ng el ICNg i€l
le calcul du premier cas. Ceci démontre que p(s) = m(s) dans tous les cas.
o Soit f une application de N,, dans C. On pose, pour tout s € N,,, g(s) = Zf(d)
d|s
et h(s Z f(d). Alors la formule d’inversion de Rota devient :
s|d
S d

tout s € N, f(s) = (—) d) = (—) d).

pon ot < 8, 1) = ()0 = (ot

s s|



15°) o Lemme : Pour tout s € N,,, notons A, = {% / k€ {1,...,s}}.
d
AlorsA5:|_|{;/de{l,...,r}etd/\rzl}.

rls

Démonstration : Soit a = % € A, ou k € N,. L’écriture irréductible de « est de

la forme %, ou r|s avec d Ar = 1. De plus o €]0,1], donc d € {1,...,r}. Ainsi,

d
A, C U {; Jde{l,....r} et dAr = 1}. L’inclusion réciproque est claire et 1’écriture
r|s

sous forme irréductible de o étant unique, cette réunion est bien disjointe.
. d
o Pour tout r € N,,, posons f(r) = Z p2ime

de{1,..., r}
tel que dAr=1

Pour tout s € N,;, posons g(s) = Z f(s).
d

Alors d’apres la question précédente, pour tout r € N,,, f(r) = Z ,u(%)g(d).
d|r

Soit s € N,,. g(s) = Z Z 2™ Alors d’apres le lemme, par sommation par

rls  de{l,..r}
tel que dAr=1

. i k i
paquets, g(s) = 62”5, puis g(s) = <62T> . Lorsque s # 1, e # 1, donc en
k=1 k=0 5

TR 1—(e+)®

tant que somme d’une suite géométrique, g(s) = o= =0etg(1) =1.
— e?

Alors pour tout r € N,,, Z ¥ = f(r) = Z,u C%)g(al) = u(r)g(1) = u(r), ce

de{1,..., r} d|7"

tel que dAr=1
qu’il fallait démontrer.

16°) Pour tout r € N, notons ¢(r) le nombre d’entiers k de {1,...,7} tels que

kN1 =1 (p est I'indicatrice d’Euler). D’apres le lemme, pour tout s € N,,,

s = |As] = ng(r), donc d’apres la formule d’inversion, cf question 14, pour tout
rls

reN,, o(r) = Zu(%)d

d|r

D(r) — D(r)
d — 7

h est une involution sur D(r), donc en remplacant d par h(d) dans la somme précédente,

Notons D(r) ’ensemble des diviseurs de r et notons h 'application

d’apres la formule de changement de variable, on obtient ¢(r) = Z u(d)i.

de{1,..., r}
tel que d divise r

10



