DM 21 : un corrigé

Probleme 1 : Dénombrement et séries entieres

Partie I : Un résultat sur les séries entiéres

1°)
o Supposons que a, = 1 pour tout n € N. Soit = €] — 1,0].
N 1— .%’N_H 1
Pour tout N € N, M= — , donc la série a,x" est bien
nZ—O l—2 Notoo 1—x Z "
convergente et S(x) = . .
-
¢ On suppose maintenant que pour tout n € N, az, = 1 et agpi1 = agnie = 0.

Soit © €] — 1,0[. Soit N € N. En partitionnant la somme selon la valeur modulo 3
N 15] 155 1552
des indices, on a Zanx Za3nx3n + Z Agnp1 2" 4 Z Ugny22°" 2 donc

n=0 n=0 n=0 n=0
L5 1
Zan = " — ——— dapres le point précédent. Ainsi I'hypothese est
o N—4oo 1 — IS
1
bien vérifiée et dans ce cas, S(x) = =1
—x

1
¢ On suppose enfin que, pour tout n € N, a,, = e Soit 2 €] — 1,0[. Soit N € N.
n
N N N

Saw =Y L= (S rya=t [ w= i a )
apx" = = — =— ———dt=—In(1—2)+ry(z),
—~ n:0n~l—1 T Jo N\ xJo 11—t x N

1 tN+1
oury(zr) =— / dt. Or d’apres I'inégalité triangulaire, en tenant compte du fait

l‘ —

0 1 0 ‘x|N+1
que 1 —t>0et quez <0, |ry(x)] < —/ dt = |z|NIn(1 —2) — 0, donc
|$| T 1—t N—+oo

1
d’apres le principe des gendarmes, 7y (x) vy 0, puis E a,z” — ——In(1 —z).
—+00

g N—+o0 T
1

Ceci prouve que I'hypothese de ’énoncé est bien vérifiée et que S(z) = ——In(1 — z).
x

2°) Soit z €] — 1,0[. D’apres le cours, a,z" = 0, donc la suite (a,x™) est bornée.
n—-+00o



Plus en détail, a,z™ Zakx Zakx e S(x) — S(x) = 0, donc avec € = 1,

il existe N € N tel que pour tout n € N, |a,z"| < e = 1. Alors pour tout n € N,
lapz™| < M, ot M = max(1, max |apz"|).
0<k<N

3°) 1l existeye] —1,z]. Soit NGNettE [z,0].

) Z ant"| < Z lan|[t]" < Z la,||x|" = Z la,y™ |’ ‘ or d’apres la question précédente,

il ex1ste M e ]R+ tel que pour tout n € N |any | < M, donc

— g 1
’ Zant” < Z M‘— ] — < ]\41 —. Ce majorant ne dépend pas de
n=0 n=0 Yy o |§| o ‘§| 1
N, donc en faisant tendre N vers 400, on obtient |S(t)| < M |z| ce qui permet de
conclure, car ce majorant ne dépend pas de t.
N N-1
4°) Soit N € N: Z " —ag =1 Z a,z" =1z Z an412", donc en faisant tendre
n=0 n=1 n=0

N vers +00, on en déduit que la série g ap1x" converge

et que S(x) —ag ==z Z Qpirx”.

En particulier, on a montre que, pour tout = €] — 1,0][, la série ZanHI" converge,
donc on peut lui appliquer la question précédente : il existe M € R, tel que, pour

tout = € [—1, ‘ Zan+1x ‘ < M. Ainsi, |S(z) — ag| < |z|M — 0 et le principe des

gendarmes permet de conclure.

S(x) —S(0
5°) Soit €] — 1,0[. Posons R(z) = LO() : il s’agit de montrer que R(x)
x J—
possede une limite réelle lorsque z tend vers 0.

R(z) est la limite lorsque N tend vers +oo de Ry(z) = —(—ap + Z apx"),

N-1

N
or Ry(x g a, " g anx"” 5 ap12", done R(x 5 Apix".
n=1

Ainsi, la série Z ap1x" converge pour tout x €] —1,0], donc on peut lui appliquer la
question précédente : R(x) —

—
Ceci prouve que S est bien dérivable en 0 et que S’(0) = a;.

6°) Le sens indirect étant évident, supposons que pour tout x €] — 1,0[, S(x) = 0.
Pour n =0, 0 = S(x) — 0,
d



donc d’apres 'unicité de la limite et la question précédente, ag = 0.
Soit n € N*. On suppose que pour tout k € {0,...,n— 1}, ar = 0.
Alors, pour tout z €] — 1,0],

N

=50 = i St = S

h=0 N>n
N

=" lim E apz™™ = 2" lim E Ay

N —+oc0 N—+o00

N>n h=n N>n

+0o0
=" E Gpi T

h=0

Or 2" # 0, donc pour tout x €] — 1,0[, la série g aninx converge et sa somme, notée

h
R(x), est nulle. Mais d’apres la question précédente, R(z) — ns donc a, = 0.
T—

D’apres le principe de récurrence forte, on a montré que a,, = 0 pour tout n € N.

Partie II : Application au dénombrement

7°) On suppose que pg > n.

p
Supposons qu'il existe (ny,...,n,) € ([0,¢q] N N)? tel que Z n; = n.
i=1

p p
Alors n = Z n; < Z q = pq, ce qui est faux.

=1 i=1

Ainsi,{(nl,..., ) € ([0,q] NN an—n}:@etB(np)—O.

=1

8°) On suppose que ¢ > n et p > 1.

Posons A = {(nl,...,np) € ([0, NN)P / ini = n}

P
et B = {(nl’ ...,n,) € NP/ an = n} A est clairement inclus dans B, mais si

(n1,...,n,) € B, alors pour tout i € N, n; =n — Z n; <n < ¢, donc

1<j<p

i
(n1,...,n,) € A. Ainsi A = B et By(n,p) = |BJ|. On reconnait alors qu'il s’agit du
nombre de combinaisons de n éléments choisis parmi N, avec répétitions.
Sia = (ny,...,ny) € B,notons s, = (1,...,1,2,...,2,...,p,...,p). Alors 'application

—— —— ~—
ny fois no fois nyp fois

a — s, est une bijection de B dans 'ensemble S des suites croissantes (s;)1<i<n
constituées de n entiers entre 1 et p, dont 'application réciproque est

(sk)1<kzn — ({k €Ny, [ sk = i})1<icyp-



Mais I'application (s;)1<ij<n — (si+@—1)1<;<, est une bijection de S dans I'’ensemble
S’ des suites strictement croissantes constituées de n entiers entre 1 et n + p — 1.
Ainsi By(n,p) = |S’|. Or pour choisir un élément (s;)1<;<, dans S’, il suffit de choisir

) ) -1 . .
{s; / i € N,} dans N, 4,1, soit (n +£ ) choix, puis d’ordonner cet ensemble.

n+p—1)

Ceci démontre que By(n,p) = < o

q q q
9°) AP = ( Z X“) (Z X”) X - X ( Z Xip>, donc par distributivité généralisée,

1= i9=| ip=
A= Y XUXR. X

(i1,--,ip)€[0,q]?
puis par sommation par paquets, AP = Z Z X" = Z B,(n,p) X

n>0 (iy,..,ip)€[0,q]P n>0
i1+ tip=n

10°) " By(n.p+ X" = AP = (Z B,(m, p) Xm> (Z Xl)

n>0 m>0
done > By(n,p+1)X"= > By(m,p)X"" =" 3" By(m,p)X".
n>0 0<i<q n>0 0<i<q
m>0 m>0,m+i=n
Ainsi, Z B,(n,p+1)X Z ( Z B,( >X”, ce qui permet de conclure, par
n>0 n>0 szig

unicité des coefficients d’un polynome.

11°)
o Notons f cette application. Par récurrence sur n, on montre que pour tout n € N,
—1)!
. ) (g) = P FP—)!
R(n) : pour tout x € R\ {1}, f"(x) = DI =)
En effet, c’est clair pour n = 0 et si c’est vrai a 'ordre n € N, alors en dérivant R(n)
on obtient bien R(n + 1).
o Fixons z €]—1,0[. L’application f est de classe C°° Pour n € N, on peut donc appli-

ALY
quer I’égalité de Taylor avec reste intégral : f(x Z /o / M oty (t) dt.
0 n!

Ainsi, en posant M = sup | f("+1 ()|, par 1negal1te trlangulalre,
te[0,z]

f( :13 _ t) (t _ l,)n+1 0 |I|n+1
T e
(m+1D! 1z (n+1)!
0
En effet, x < 0 donc dans I'inégalité triangulaire, c’est bien qui intervient.
. (x —t)" .
De plus lorsque t € [z,0], | — t| = t — x, donc une primitive de ‘—' est bien
n!




(t — 2y
(n+1)!

|
Soit t € [0,z b+ n)!

F) = oo g 0 1t 2 L car @ <0, donc
(p+n)!

J
n+1) (p+n) ——— (en efte a borne
|FeHD ()] < 1) =1 ( ffet, la b

supérieure est le plus petit des majorants). On en déduit que

oD puis par passage au sup, M <

‘f (p+k’ D! | 2" (p+n)!
( —1)Ik! “(n+ 1) (p—1)
1 n+1
:(p_l)!m x(p+n)p+n—1)--(n+2)
1 n+1,_p—1
WSl D1

On a pour le moment peu parlé de cette notion d’équivalent pour des suites de réels.
Lorsque (z,,) et (y,) sont deux suites non nulles de réels, on dit que x,, est équivalent

N L . . L
a Yy, lorsque n tend vers +oo et on écrit x, ~ 1y, si et seulement si — — 1.
n—-+00 UYn n——+o0o

On va utiliser ensuite la propriété suivante : si , ~ ¥, et siy, — £ € R, alors
n—-+00 n—-+o0o

;. Ln
r, — L. En effet, dans ce cas, on peut écrire x,, = X Yp — L.
n—-+oo y n—-+o0o

D’apres les croissances comparées, sachant que |z| < 1, n?~ 1]95\”“ - 0, donc d’apres
“+00

le principe des gendarmes et nos considérations sur les equlvalents

n . | n B
flz) — Z ka — 0. Ainsi, Z (p—i—/; 1) z¥ — f(x). Ceci prouve

— (p—1)k! —+ — -4

que la série Z (p + Z -1 ) 2" converge et a pour somme f(x), ce qu'il fallait démontrer.

12°) Soit z €] — 1,1].

01— gttt

o D’apres le cours, A(z) = = = donc
-
i=0
(1 — zrtlyp
Ax)P = W, puis d’apres la question précédente et la formule du binome de
-
a P X (m +p—-1
_ _ g+ 1NR - m .

Newton, A(x)P = <§ (h) (—x7) > X (Z_O( . )x ), ce qui permet de

conclure.
o Par distributivité,



p —+o00
—1
A P — p _1 h (m + p ) h(q+1)+m
) h—0 (h>( ) mzzo p—1
u P al m+p—1
_ _1\h 7 - h(g+1)+m
_;(h)( Y NHQQZ( p—1 )
p N+h(g+1)
« h N—+oo p—1 ’

h= n=h(q+1)
en posant n = m + h(q + 1) Alinsi,

p OO p +oo
( e S (MR ) s 5 () O S
n=h(q+1) P h=0 n=0

en convenant que pour tout h € {0,...,p} et n € N, a,), = 0sin < h(g+1) et
(q+1)+p— )

Up b = lorsque n > h(g+1). Alors, en passant a nouveau aux

sommes partlelles
p

A = Jim 3 (4) <—1>h§;an,hxn

h=0 n=
N P P
_ : h n
= i (1) 1 o)
n=0 h=0
RS b h
=2 X (b))
n=0 0<h<p
tqg h(g+1)<n
oo min(p,[27))
X ( S w(n—h(g+1)+p—1 >n
— (—1) z".
h p—1
n=0 h=0 .

—h 1 -1
o Pour tout n € N, posons a,, = B,(n, p)— Z <p> (—1)" <n (g+1)+p )
h=0
On vient de montrer que, pour tout = €] — 1,0[, la série Z a,z" converge et
+00
Z a,x" = 0, donc d’apres la premiere partie, pour tout n € N, a,, = 0, ce qu’il fallait

n=0
démontrer.



Probleme 2 : Séries de Fourier

Partie 1 : Coefflicients de Fourier

1°) Soit n € N. Pour tout ¢ € [0,27], e~ = cos(nt) — isin(nt), donc

eulf) = D) e meme, e, (1) - an<f>+2zbn§{>. -
Réciproquement, d’apres les formules d’Euler, cos(nt) = e te ™
ot Sln(nt) _ in _22 —in ’ donc an(f) = Cn(f) + C—n(f) et bn(f) = @(cn(f) —_ C—n(f))~

2°) Soit n € N. les applications t — cos(nt)f(t) et t — sin(nt)f(t) sont 27-
périodiques, donc d’apres le cours, dans la définition de a,(f) et de b,(f), on peut
remplacer 'intervalle d’intégration par n’importe quel intervalle de longueur 2.

1
f est paire, donc pour tout n € N, b, f(t)sin(nt) dt = 0, en tant qu’intégrale

d’une fonction impaire sur un intervalle centre en 0.

2 s
Soit n € N*. t — f(t) cos(nt) étant paire, a,(f) = — / (t* — ) cos(nt)dt. Effectuons
T Jo

une double intégration par parties :

a, = %([(ﬁ_W?)SmT(m)K_/” sin(nt) o, dt) _ _i({_cos(nt)t]”_l_/7T cos(nt) dt).

n ™ n 0 n
Ainsi, pour tout n € N*, |q,, = (—1)"i2 )
n
2 (7 2 a3 T 2 3 472
D’autre part, ag = — t? — 2dt:—[—— 296] =2 (— —7%), donc gy = ——.
He P 0 7r/0 ( ™) L3 4 0 7r( 3 ™) 0 3
3°)

1 2m ) 1 2m

< — te ™| dt = — t)| dt:
<o [ roea= o [l

ce majorant ne dépend pas de n, donc la famille (¢, (f))nez est bornée. On raisonne de
méme pour les suites (a,(f))nen, (bn(f))nen-

1 )
o Soit n € Z. cu(g) = 2—/ f(t+a)e”™ dt, donc en posant u =t + a,
s

o Soit n € Z: par inégalité triangulaire, |c,(f)]

—T

ealg) = - / T e 9 du, donc ealg) = e (f).

27T —7m+a
4°) g étant C', on peut effectuer une intégration par parties :
b int-p b int inb __ ina : b
int € / € g(b) € g(a)e ¢ / —int
dt:[t , ]—/ NE— dt = —i o £)e=it gt
| atwer e = [a 5] 405 - = [ g
donc en utilisant plusieurs fois I’ megahte triangulaire,
’/ et dt‘ < lg®)l +lg(a)] + —/ |g'(t)] dt — 0. Le principe des gendarmes
n nJa n—+4o00

permet de conclure.




5°)
o Soit n € N.

1 2w )
cn(f) = o / f#)e™ dt — 0 d’apres la question précédente, étendue aux cas
T 0 n—-+4oo

des applications continues. En posant u = —t, on obtient que
1 2 ) -1 —27 )
cn(f) = — e ™ dt = — —t)e"™ dt — 0, toujours d’apres la ques-
(f) =5 i f(t) o |, f(=1) e j p q

tion précédente.
De plus ,(f) = ea(F) + c-o(f) —> 0 et bo() = ilea() = c-alf)) —> 0.
¢ Soit n € Z. En intégrant par parties,
1 21 ) 1 . 21 2 .
en(f) = o /. f'(t)e " dt = Py ([f(t)emt]o + i f(t)inemtdt) =inc,(f).
Alors, par récurrence sur k, on montre que, pour tout k € N, ¢,(f*) = (in)*c,(f).

Or d’apres la question précédente, c,(f*) —+> 0, donc nfe,(f) — 0.
n—-+0o0

n—-+o0o

Partie II : Le théoréme de Dirichlet

n 2n ;

) ) ) ) 1= €(2n+1)zt
6° Soit t € R\ 277, Dnt — ,—int i(k+n)t _ —int ikt _ —int : 7
) Soi \ 27 (t) =e kE_ne e kgo e I P

o + 1 t
. Ainsi, sin< "; t) — D,(t)sin (5)

. . 6'
car e # 1, donc D,,(t) = e "™ —
# () & sin(3)

t
et cette relation est encore vraie lorsque t € 2nZ, car dans ce cas 5 € 77, donc

2 1
sin( nt t>:0:sin<£>.
2 2

70) QWSn(f)(to) = Z QWCk(f)eikto — Z /TF f(t)eik(to—t)dt7

k=—n k=—n" "

ainsi 275, (f)(to) = / f(t)D,(ty — t)dt. Posons t =ty — u. On obtient

to

275, (f)(ty) = / f(to — u)Dy(u)(—du), mais f et D, sont 2m-périodiques, donc

to+m
218, (f)(to) = [ f(to — u)Dn(u)du.
Coupons cette intégrale en deux intégrales sur les intervalles [0, 7] et [—m, 0] et prati-
quons le changement de variable v = —u sur la seconde intégrale. On obtient

21Sn (f)(to) = /07r f(to — u)Dy(u)du + / f(to + v)D,(—v)(—dv). Or D, est paire,

donc 275, (f)(ts) = /0 (F(to — u) + f(to + u)) Dy ()dus.



o at) = (f(to i t;)f —ft) _ flto= ?t_ f(t0>> X smt(i) or f est dérivable en t; et

X sint ! 1 —
on sait que — 1, donc a(t) 2 2(f'(to) — f'(t0)) = 0.

Z / ikt qt, or, pour k € Z*,

k=—n""

¢ D, étant paire, 2/ D, (t)dt = / D, (t)
0 -7

™ ikt 4 1 ™
/ e*t dt = [e. ] = 0, donc 2/ D, (t)dt = 2m. On en déduit que
- 0

o ik
27(S, (1)t~ (t0) = [ (Fla=0)+Ftr =20 )P0 dt = [ a(pysin () Dute) ar
donc 27(S,(f)(to) — f(to)) = /07r a(t) sin(2n i 115) dt, puis en posant t = 2u,
z (2n+1)iu _ o~ (2n+1)iu

27(Sp(f)(to)—f(to)) = / 2a(2u) sin((2n+1)u) du = /2 2a(2u) %

0 0
or on peut utiliser le résultat admis apres la question 4 car u — 2a(2u) est prolon-

du,

n—-4o00

geable en une application continue sur [0, 7]. Ainsi, / 20(2u) etV dy —s

vl
NH

n—-+o0o

et de méme/ 20(2u)e @i gy, —/ et _dy) — 0,
0

0
donc on a bien montré que 27 (S,,(f)(to) — f(t )) — 0.

n—-+oo

9°) Soit t € Ret ne N. S,(f)(t) = co(f) + Z(ck(f) ke (f)e” .

k=1
Soit k£ € N,,. D’apres la question 1,

en(f)et + e_y(fe-it = B Z () e | Gl TS i
ikt 4 ikt pikt _ ikt

= a(f) —5— + bl —5—
donc ¢ (f)e + c_1(f)e™* = ar(f) cos(kt) + by (t) sin(kt).

De plus, bo(f) = % " f(t)sin(0.t) dt = 0, donc ¢o(f) = ao;f

~—

. Ainsi,
0
Sn(f) +Z (ak cos(kt)+by(f) Sin(k:t)) , or d’apres la question précédente,

Sa(f)(t) — f( ) donc la série Z(an(f) cos(nt) + b, (f) sin(nt)) converge,

n—-+00
et f(t) —i— Z(an cos(nt) + b, (f) sin(mf)).

10°) On ne peut pas appliquer directement le résultat de la question précédente,
car I'application f définie en question 2 n’est pas dérivable en les points de 7 + 27Z.
Cependant, si ty € ™+ 27Z, f admet une dérivée a droite et une dérivée a gauche. En



effet, pour t € [—7, 7], f(t) =t — 7%, donc f est dérivable & gauche en 7, la valeur de
fto —1) — f(to) o

—t t—0+
De méme, en étudiant le comportement de f a droite de —m, on montre que f est

f(to +1) — f(to) o

t t—0+
On en déduit, en reprenant la démonstration de la question 8, que «(t) possede encore

une limite lorsque t tend vers 07, cette fois non nulle. Cela permet tout de méme de
prolonger u — 2a(2u) en une application continue sur [0, 7]. La démonstration de la
question 8 et son résultat sont donc encore valables, ainsi que le résultat de la question

9. Alors, en utilisant les coefficients de Fourier calculés en question 2, on obtient
+oco

la dérivée a gauche étant 27 : ainsi, par 2m-périodicité de f,

dérivable a droite en %y, donc que

272 4
Ve eR f(z) = LI (=1)"—; cos(nzx).
3 ot n
En particulier, pour x = 7 et pour x = 0, on obtient que
o 2 SRR
BT DI LD D
271'2 +0o (_1)n+1 +0oo (_1)n+1 7T2
2 _ _ -
et —m°=— 5 4; 3 ,donc; =1

10



