Résumé de cours :
Semaine 14, du 16 décembre au 20

Les anneaux (fin)

1 L’indicatrice d’Euler

Définition. Pour tout n € N*, on pose p(n) = |U(Z/nZ)|.

Remarque. ¢(1) =1, car Z/1.Z est Panneau nul, pour lequel 0 est inversible.
Pour n > 2, p(n) =#{ke{l,...,n—1}/k An =1}

Propriété. (1) =1 et si p est un nombre premier, alors ¢(p) =p — 1.
Propriété. Si p est premier et si k € N*, alors ¢(p¥) = p*F — p*F~L.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a et b sont deux entiers supérieurs a 2. Si a A b = 1, alors ¢(ab) = ¢(a)p(b).
11 faut savoir le démontrer.
k
Corollaire. Soit n € N avec n > 2, de décomposition primaire n = H Pt
i=1

k
Alors p(n) = nH(l — pi>
i=1 ¢

Propriété. (hors programme) Vn € N*, n = Z o(d).
d|n
Il faut savoir le démontrer.

Propriété d’Euler-Fermat : Soit n € N avec n > 2 et k € Z. Si k An = 1, alors k¥(™) =1 [n].
11 faut savoir le démontrer.

Petit théoréeme de Fermat : Si p est un nombre premier, alors pour tout k € Z, k? = k [p].

2 Caractéristique d’un anneau

Notation. A désigne un anneau commutatif.

Définition. S’il existe n € N* tel que n.14 = 04, la caractéristique de A est

car(A) = min{n € N* / n.14 = 04}. Sinon, on convient que car(A) = 0.

Propriété. Soit A un anneau de caractéristique n : pour tout m € Z, m.14 = 04 < n|m.
Exemples. L’anneau nul est 'unique anneau de caractéristique 1, car(Z/nZ) = n, car(R) = 0.

Propriété. Deux anneaux isomorphes ont la méme caractéristique.
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Propriété. Z.1,, le plus petit sous-anneau de A, est isomorphe & Z lorsque car(4) = 0 et a Z/nZ
lorsque car(A) =n € N*.
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Un anneau de caractéristique nulle est de cardinal infini, la réciproque étant fausse.
Propriété. Si A est integre et car(A4) # 0, alors car(A) € P.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Sicar(A) =p e P, alors x — zP est un endomorphisme sur A, dit de Frobenius.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. La caractéristique d’un corps est ou bien nulle, ou bien un nombre premier.

Propriété. On appelle sous-corps premier d'un corps K le plus petit sous-corps de K.
— Si car(K) = p € P, le sous-corps premier de K est Z.1k, il est isomorphe & Z/pZ.
— Si car(K) = 0, le sous-corps premier de K est {(p.1x)(¢-1x) ! / p € Z,q € N*}. Il est isomorphe
a Q. En particulier, K est de cardinal infini.

Propriété. Si K est un corps fini de caractéristique p, '’endomorphisme de Frobenius z — 2P sur
K est un automorphisme de corps. Lorsque K = [F,,, c’est I'identité.

Les espaces vectoriels (début)

Notation. K désigne un corps quelconque.

Notation. Symbole de Kronecker : §; ; = 0 lorsque ¢ # j et §; ; = 1 lorsque ¢ = j.

3 La structure algébrique d’espace vectoriel
3.1 Définition et exemples

Définition.
Un K-espace vectoriel est un triplet (E, +,.), ot (E,+) est un groupe abélien et “.” est une application
KxFE — FE
(,2) — ax
— a.(z+y) = (ax)+ (ay),
— (a+p).x = (a.x) + (B.2),
— (ax B).x =a.(B.2),

— lg.x==x.

tel que, pour tout x,y € E et a, 5 € K,

Remarque. Lorsque E est un K-espace vectoriel, ses éléments seront appelés des vecteurs et les
éléments de K seront appelés des scalaires.

Exemples.

o Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque. Alors I'ensemble ET des familles
(z7)ier d’éléments de F indexées par I est un K-espace vectoriel si ’on convient que

(Ti)ier + (Wi)ier = (i + yi)ier et, pour tout a € K| a.(z;)ier = (@.2;)ier-

De méme, ’ensemble F(I, E) des applications de I dans E est un K-espace vectoriel si ’on convient
que, pour tout f,g € F(I,F) et a € K, pour tout = € I,

A A
(f +9)(x) = f(z) + g(x) et (a.f)(2) = a.(f(z)).
o En particulier, pour tout n € N*, R" est un R-espace vectoriel.
¢ Si L est un sous-corps de K, alors K est un LL-espace vectoriel.
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o L’ensemble KV des suites de scalaires est un K-espace vectoriel.
o K[X] est un K-espace vectoriel.

Propriété. Soit F un K-espace vectoriel. Soit z,y € Eet A\, u € K :
— Og.x =0g et A.Og =0g;
— (—1lg).z = —w;
— (A —p)x =z — po;
— =0« A=0)V(z=0);
— Qa= A AAA0) = o=y
— A =px) AN (x£0) = \=p.

Définition. Soient n € N* et ((Ej, +,.))ieq1,....ny une famille de n K-espaces vectoriels.
On structure £ = F; X --- X E, en un K-espace vectoriel en convenant que
— Vo= (3717---;3771) EE, vy: (y1>"'7yn) € E7 T+yY = ($1+y17"'7$n+yn)7
— VaeK, Vo= (x1,...,2,) € E, ax=(a.21,...,0.2p).

3.2 Sous-espaces vectoriels

Propriété et définition : Soit E un K-espace vectoriel et F' une partie de F.
F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si

— F#0;

— VY(z,y) € F? | z+y € F (stabilité de la somme de deux vecteurs);

— Y(a,z) e Kx F |, a.x € F (stabilité du produit externe).
Cet ensemble de conditions est équivalent &

— F#0;

— V(o,z,y) e Kx Fx F | a.x+y€ F (stabilité par combinaison linéaire).

Exemples.

— Pour tout n € N*| pour tout (a,...,a,) € K*\ {0}, {(l‘ihgign / Zaixi = O} est un
i=1

sous-espace vectoriel de K”. '

— K,,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X], pour tout n € N.

— L’ensemble C?([0,1],C) des applications de classe C? de [0,1] dans C, ou p € N, est un sous-
espace vectoriel de F([0, 1], C).

— L’ensemble I}(C) = {(an)nen / Y. an ACV} est un sous-espace vectoriel de CN.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soient E un K-espace vectoriel et I un ensemble quelconque. Soit (x;);er une famille de
ET. On dit que c’est une famille presque nulle si et seulement si {i € I/x; # 0} est un ensemble fini.
On note E(M) 'ensemble des familles presque nulles de E7. E() est un sous-espace vectoriel de ET.

3.3 Sous-espace vectoriel engendré par une partie

Propriété. Une intersection d’une famille de sous-espaces vectoriels est un sous-espace vectoriel.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit £ un K-espace vectoriel et A une partie de E. Notons S ’ensemble des sous-espaces

vectoriels de E contenant A. Alors ﬂ F est un sous-espace vectoriel de FE contenant A et, par

Fes
construction, c’est le plus petit sous-espace vectoriel contenant A. On le note Vect(A).

Exemple. Vect()) = {0}, puisque {0} est le plus petit sous-espace vectoriel de E.
Si F' est un sous-espace vectoriel d’un K-espace vectoriel E, Vect(F) = F.

Propriété. Si A C B, alors Vect(A) C Vect(B).
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Propriété. Soient E un K-espace vectoriel et A une partie de E. Alors Vect(A) est I'ensemble des

combinaisons linéaires de vecteurs de A : Vect(A) = {Z a0/ () aca € KA }

acA
Il faut savoir le démontrer.

Notation. Si (z;)ic; € B!, on note Vect(x;);cr = Vect({z; / i € I}).
En particulier, Vect(x1,...,x,) = {Z axi [ a,...,a, € K}
=1

Siu e E\ {0}, Vect(u) = {au/a € ]Ig} est appelé la droite vectorielle engendrée par le vecteur w.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel et A C E. Si z € Vect(A), Vect(A U {x}) = Vect(A).
Siz=Ay+aavec A € Ketae Vect(A), alors Vect(A U {z}) = Vect(A U {y}).

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit (z;);c; une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors Vect(x;);er n’est
pas modifié si I'on effectue I'une des opérations élémentaires suivantes :

— échanger z;, et x;,, oll 99,11 € I avec ig # i1 ;

— multiplier z;, par o € K avec o # 0;

— ajouter & I'un des z; une combinaison linéaire des autres x;.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soit p € N* et Ey,..., E, p sous-espaces vectoriels de E.
P

p
Ei+---+E, = Vect( U Ei). Cette somme est également notée Z E;.
i=1 i=1

P
On vérifie que Fy + -+ E, = {Zazi/we{l,...,p}, x; EEi}.
i=1

Définition. Ainsi, avec les notations précédentes, lorsque = € F,

P P
xEZEi<:>E|(x1,...,xp)EE1><~~><Ep,szxi.
i=1

i=1
P
On dit que la somme Z FE; est directe si et seulement si
i=1
P P
xEZEZ%:)H l'(x1,...,2p) € E1 X -+ X E, x:in.
i=1 1=1
P
Dans ce cas, la somme est notée 4 @ --- @ E, ou bien @ E;.
i=1
La somme est directe si et seulement si pour tout (z1,...,2,) € Eq x --- x Ep,

p
in:O@VieNl,, x; = 0.

i=1

Propriété. Soient I’ et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E.
Alors F + G est une somme directe si et seulement si F'N G = {0}.

3.4 Les applications linéaires

Définition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. Une application f de E dans F' est une
application linéaire (on dit aussi un morphisme ou un homomorphisme de K-espaces vectoriels) si et
seulement si V(a,z,y) EK x Ex E flax+y) =af(z)+ f(y).

Un isomorphisme est un morphisme bijectif.

Un endomorphisme est un morphisme de E dans lui-méme.
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Un automorphisme est un endomorphisme bijectif.
Une forme linéaire est une application linéaire & valeurs dans K.

Exemples.
c(-1,1,R) — R
1 o
— est une forme linéaire.
f — / f(t)t? at

D2([0,1],R (0,1, R

— (0, 1 } : ?/([O’ 1, )est linéaire.
H(Cc) — C
— (an)nen — Za” est une forme linéaire.
neN

Définition. Les homothéties (vectorielles) de E sont les applications de la forme A.Idg, ou A € K.
Notation.

— On note L(E, F) 'ensemble des applications linéaires de E dans F.

— On pose L(E) a L(E,E).

— On pose L(E,K) = E*; c’est ensemble des formes linéaires, appelé le dual de E.

K* — K
Propriété. Les formes linéaires sur K" sont exactement les (Ti)1<icn — Z 0 s
i=1

ou (aq,...,ap) € K™
I1 faut savoir le démontrer.

Propriété. Siuc L(E,F) et (v;)icr € E, V(i)ic; € KU w (Z ozimz-) = Z aiu(w;).
i€l iel
Propriété. Soit u € L(E,F) et (z;);cr € E'. Alors u(Vect(:ci)ie]) = Vect(u(x;))icr-

Il faut savoir le démontrer.
Propriété. La composée de deux applications linéaires est une application linéaire.
Propriété. Si f: E — F est un isomorphisme, f~! est encore un isomorphisme.

Propriété. Si E et F sont deux K-espaces vectoriels, alors L(E, F) est un K-espace vectoriel .
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soient F un K-espace vectoriel, v € L(E) et F un sous-espace vectoriel de E. On dit
que F est stable par u, ou que u stabilise F si et seulement si u(F) C F.
vi B B st un élément de

L(F), que par abus, on note souvent u|r et que 'on appelle la restriction de u & F.

Dans ce cas, I’endomorphisme induit par u sur F est

Propriété. Soient F et F deux K-espaces vectoriels, E/ un sous-espace vectoriel de E et F’ un
sous-espace vectoriel de F'. Soit f un morphisme de E dans F.

Alors f(E’) est un sous-espace vectoriel de F' et f~1(F”) est un sous-espace vectoriel de E.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit f une application linéaire entre deux K-espaces vectoriels E et F.
Alors f est injective si et seulement si Ker(f) = {0} et
f est surjective si et seulement si Im(f) = F.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel et (u,v) € L(E)2.
Si u et v commutent, alors Im(u) et Ker(u) sont stables par v.
11 faut savoir le démontrer.
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Propriété. Soit u,v € L(E). Alors uv = 0 <= Im(v) C Ker(u).
11 faut savoir le démontrer.

Définition. Soit E et F' deux K-espaces vectoriels et f € L(E, F). Soit y € F.
L’équation (E) : f(x) =y en l'inconnue x € E est appelée une équation linéaire.

Propriété. Avec les notations précédentes, I’équation sans second membre associée a (E) est
Iéquation (H) : f(z) = 0, dont 'ensemble des solutions est Sy = Ker(f) : notamment ’ensemble
des solutions de I’équation homogene est un K-espace vectoriel.

L’équation (E) est compatible, ¢’est-a-dire qu’elle posseéde au moins une solution xg € E, si et seule-
ment si y € Im(f). Dans ce cas, Sg = zo + Sy : la solution générale de (F) s’obtient en ajoutant a
une solution particuliere de (E) la solution générale de (H).

4 Espaces affines

Définition. On appelle K-espace affine tout triplet (€, E,+,), ou £ est un ensemble non vide,
E est un K-espace vectoriel (dont la loi additive sera notée +,) et o +, est une application
ExE — & telle que

(M,z) — M+,z d
— &

— M+,
i) VIM,z,y) EEXEXE M+, z)+,y=M+, (x 4+, y).

Les éléments de £ sont appelés des points et E est appelé la direction de £.

i) Pour tout M € &, application i est une bijection.

Notation. Soient £ un espace affine de direction E et (A, B) € £2.
D’apres 1), il existe un unique vecteur z tel que A+, x = B. On note z = AB ou encore z = B —. A

Remarque. On peut établir que les régles de calcul relatives aux opérations “+4,” (point+, vecteur) et
“—.” (point—, point) sont formellement les mémes que celles que vérifient ’addition et la soustraction
sur R. Par exemple, la relation de Chasles s’écrit : AB + BC = (B-A)+(C-B)=C-A= AC.

Définition. Si A, B,C, D sont quatre points de £, ABCD est un parallélogramme ssi AB = DC.

Remarque. Dans les propriétés i) et ii) définissant un espace affine, lorsqu’un point M de € intervient,
c’est toujours quantifié de la maniére suivante : “VM € £ ...”. Ainsi, dans un espace affine, tous les
points ont la méme importance. C’est un espace homogene, contrairement aux espaces vectoriels.
Les propriétés qui suivent montrent que cette différence entre la notion de K-espace vectoriel et celle
de K-espace affine est la seule qui soit vraiment pertinente.

Propriété. Soient (£, F,+) un K-espace affine et A un point de €. £ est un espace vectoriel en
convenant que, pour tout (M, N,a) € EXEXK, M+ N =A+ (AM +,U\/>') et a.M =A+ (a.m).

Remarque. Cette propriété montre que tout K-espace affine est assimilable a un K-espace vectoriel
des lors que l’on a choisi un point A, qui jouera le role de vecteur nul.

Propriété réciproque. Soit F un K-espace vectoriel. Le triplet (E, E, +) est un K-espace affine, que
P'on dit canoniquement associé a 1’espace vectoriel E.

Convention. En accord avec le programme, les seuls espaces affines que nous utiliserons sont les
espaces affines canoniquement associés a un espace vectoriel.
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5 La structure d’algebre

Définition. (A, +,.,%) est une K-algébre si et seulement si (A,+,.) est un K-espace vectoriel,
(A, +, %) est un anneau et si V(A a,b) e Kx Ax A A(axb) = (Aa)*b=ax*(\b).

On dit que A est commutative (ou abélienne) si et seulement si la loi x est commutative.

On dit que A est integre si et seulement si 'anneau (A, 4, ) est un anneau integre.

Exemples. (K[X],+,., x) est une K-algébre commutative et integre.
F(I,K) et K! sont des algebres.

Propriété. Si E est un K-espace vectoriel, alors (L(FE),+,.,0) est une K-algebre.
Le groupe des inversibles de L(E) est noté (GL(E), o).
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Plus généralement, si F, F' et G sont 3 K-espaces vectoriels, pour tout a € K, pour tout
frg€e L(F,G)et he L(E,F), (af +g)oh=afoh+gohet
pour tout f,g € L(E,F) et h € L(F,G), ho(af +g) =aho f+hog.

Propriété. Soit (A,+,.,x) une K-algebre. B est une sous-algébre de (A, +,.,%) si et seulement si
lp e Betpourtout z,y € Bet \e K, z+y,z*xy, \z € B.

Définition. Soient (A+,., x) et (B,+,., x) deux K-algebres. Une application f : A — B est un
morphisme d’algébres si et seulement si f(14) = 15 et pour tout z,y € A et o € K|

flz+y)=f@)+ fly), flz xy) = f(x) x f(y), flaz) =a.f().

Exemple. Soit F un K-espace vectoriel et v € GL(E). Alors application w +— uwu™" est un
automorphisme de lalgebre L(F). Ce type d’automorphisme est appelé un automorphisme intérieur.
Il faut savoir le démontrer.

1

Propriété. Une composée de morphismes d’algebres est un morphisme d’algebres.
L’application réciproque d’un isomorphisme d’algebres est un isomorphisme d’algebres.
L’image directe ou réciproque d’une sous-algebre par un morphisme d’algebres est une sous-algebre.

6 Théorie de la dimension
Notation. On fixe un K-espace vectoriel E et un ensemble quelconque I (éventuellement infini).

6.1 Familles libres et génératrices

Définition. Soit x = (x;);c; une famille de vecteurs de E.
x est libre ssi V(o )ier € K@, (Z ar;=0—= Viel «q= 0))

il
x est lide ssi I(ay)ier € KD\ {0}, Zaiwi =0.
i€l
x est génératrice dans E ssi Vo € E, J(ay)ier € KD, Zaixi =z.

i€l
x est une base de F si et seulement si elle est libre et génératrice dans F.

Définition. z,y € E sont colinéaires si et seulement si la famille (z,y) est liée.

Propriété. Soit e = (e;);er une famille de vecteurs de E. e est une base de E si et seulement si
Ve € B, I ay)ier € KD, Zaiei = z. Dans ce cas, pour z € E, on appelle coordonnées de x dans
iel
la base (e;);er P'unique famille presque nulle de scalaire («;);er telle que z = Z ;6.
iel
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6.2 Dimension d’un espace vectoriel

Définition. F est de dimension finie si et seulement si il posséde une famille génératrice finie.

Lemme : Soit n € Net eq,...,e, € E.
Toute famille (z1,...,2,41) de n + 1 vecteurs de Vect(eq,...,e,) est lide.
I1 faut savoir le démontrer.

Corollaire. Si (e1,...,e,) est une famille génératrice de E, alors toute famille libre de F est de
cardinal inférieur ou égal a n.

Théoréme de la base incompléte : Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et (e;);er
une famille génératrice de E. Soit J C I tel que (e;);ecs est une famille libre.

Alors il existe un ensemble L avec J C L C I tel que (e;);er, est une base de E.

II faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit (e;);c; une famille libre de vecteurs de E. Soit e; € E, ou j ¢ I.
La famille (e;);cruq;y est libre si et seulement si e; ¢ Vect(e;)ier-

Propriété.

Soient E un K-espace vectoriel et g = (e;);er une famille génératrice de E.

On dit qu’une sous-famille libre (¢;);cs de g est maximale dans g si et seulement si pour tout ig € I\ J,
la famille (e;);esugio) est liée.

Si (e;)iecs est libre maximale dans g, alors c’est une base de E.

Corollaire. Une famille libre de vecteurs de E est maximale si et seulement si en lui ajoutant un
vecteur elle devient liée.
Toute famille libre maximale de vecteurs de F est une base de FE.

Corollaire. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
Toute famille libre de E peut étre complétée en une base de FE.

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie.
FE admet au moins une base. Toutes les bases de E sont finies et ont méme cardinal. Ce cardinal est
appelé la dimension de E et est noté dim(E) ou dimg (F).

Propriété. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n et soit e une famille de F. e
est une base de F si et seulement si e est libre et de cardinal n, ou encore si et seulement si e est
génératrice et de cardinal n.

Il faut savoir le démontrer.
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