DM 25 : un corrigé

Partie I : Automorphismes de groupes

1°) Notons S(H) I’ensemble des bijections de H dans H. Muni de la loi de composition,
S(H) est un groupe d’apres le cours (en effet, la loi est bien interne, associative, Idy
est I'élément neutre et le symétrique de tout f € S(H) est sa bijection réciproque). 11
suffit donc de montrer que Aut(H) est un sous-groupe de S(H).

Or Idy est un automorphisme du groupe H, donc Aut(H) est non vide et, pour tout
f,g9 € Aut(H), fg~! est encore un automorphisme d’apres le cours. Ainsi Aut(H) est
bien un groupe pour la loi de composition.

2°) Notons f, 'application de Z/nZ dans lui-méme définie par f,(y) = zy.

Pour tout y,z € Z/nZ, f.(y + z) = xy + xz d’aprés la distributivité dans 1’anneau
Z/nZ, donc f.(y+ z) = f.(y) + fz(2), ce qui prouve que f, est un endomorphisme de
groupe.

Supposons que f, est bijectif. Alors 1 posséde un antécédent : il existe y € Z/nZ tel que
ry = 1, donc z est inversible. Réciproquement, si x est inversible dans I'anneau Z/nZ,
alors on peut considérer I'application f,-1 et il est clair que fyof,—1 = fy10f, = Idgnz,
donc f, est un automorphisme.

Ainsi f, € Aut(Z/nZ) si et seulement si x est inversible, c’est-a-dire en notant z = h
avec h € 7Z, si et seulement si h An = 1.

3°) Notons U le groupe des inversibles de 'anneau Z/nZ et

pv: U — Aut(Z/nZ)
T — fa

Pour tout x,y € U, pour tout z € Z/nZ,

e(zy)(2) = fay(2) = zyz et p(x) 0 p(y)(2) = fa(yz) = zyz, donc p(zy) = p(z)e(y).

Ainsi, ¢ est un morphisme de groupes.

Soit f € Aut(Z/nZ). Posons x = f(1). Alors, pour tout y = h € Z/nZ, avec h € Z,

f(y) = f(h) = f(h1) = hf(1), par propriété du morphisme de groupe f,

donc f(y) = hf(1) = yf(1) = vy = f.(y). Ainsi, f = f,. De plus, f = f, est un

automorphisme, donc d’apres la question 2, x € U. Ainsi, on peut écrire que f = p(z) :

 est surjective.

Soit x € Ker(y) : ¢(x) = Idgmz, donc pour tout y € Z/nZ, xy = f.(y) = y. En

particulier avec y = 1, on obtient x = 1, donc Ker(p) = {1} ce qui prouve I'injectivité

de ¢.

En conclusion, Aut(Z/nZ) est isomorphe au groupe des inversibles de Z/nZ.

notons . Montrons que ¢ est un isomorphisme de groupes.
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Partie 11

4°) Soit (h, k), (W, K, (W k") € H x K.

o Loi interne : p(k) € Aut(H), donc ¢(k)(h') € H. Ainsi, (h,k).(h', k") est bien défini
et c’est un élément de H x K. La loi “.” définie par ’énoncé est donc une loi interne
sur H x K.

o Associativité :

(h k). (W K).(R", k")) = (h, k).(R'o(K') ("), K'K")
= (ho(k)(Wo(K")(R")), kK'E")
= (ho(k)(h)p(kK)(R"), kK'K"), car @ est un morphisme.

D’autre part,

((h, k). (R K))(WY K") = (heo(R)(W)), kK').(R", k") = (hep(k) (R )p(KK')(B"), KK'E"), ce
qui prouve I’associativité.

o Elément neutre : (1,1).(h, k) = (1 p(1)(h), 1 k) = (h, k), car ¢(1) = LAut(my = Ldn
et (h,k).(1,1) = (hp(k)(1),k 1) = (h, k), car p(k) est un morphisme.

Ainsi, (1,1) est 'élément neutre de H x, K.

o Symétrique : (b, k).(p(k~1) (A1), k™) = (h @(k) (k™) (A1), kk~) = (h A1, 1),
car p(k)p(k™') = (1) = Idy, donc (h,k).(e(k~1) (A1), k71) = (1,1). De plus,
(o (kD) (k1) k)., k) = (k) (A ok )(h) 1’{?) (e(A7H)(1),1) = (1,1),
donc le symétrique de (h, k) est égal & (p(k~1) (A1), k71).

En conclusion, H x, K est bien un groupe.

5°) o Supposons que, H et K sont abéliens et que, pour tout k € K,

o(k) =Idy = 1 Aut(ary @ % est bien un morphisme.

Alors, pour tout (h, k), (W, k') € H x K, (h,k).(h', k") = (hh', kk"), donc H x, K est
le produit usuel des deux groupes H et K. Il est bien commutatif.

¢ Supposons que H X, K est commutatif.

Alors, pour tout (h,k), (R, k') € H x K, (h,k).(h',k") = (h',k').(h, k), c’est-a-dire
(hp(k)(R'),kK") = (W o(K')(h),k'k), donc kk' = K'k, ce qui prouve que K est abélien,
et (1) = ho(k)(h') = ho(k)(h).

En particulier, avec k = k' = 1x, hh/ = h’'h, donc H est aussi abélien.

Alors, Iégalité (1) avec h' = 1 et k = k' donne : ho(k)(1) = p(k)(h), c’est-a-dire
©(k)(h) = h, donc ¢(k) = Idy, pour tout k € K, ce qu’il fallait démontrer.

6°) Si ¢ est un morphisme du groupe Z/3Z dans Aut(Z/7Z) différent de x —— Idy 7z,
alors d’apres la question précédente, Z/7Z x,Z /37 est un groupe non commutatif dont
l'ordre est égal au cardinal de Z/7Z x Z/37Z, ¢’est-a-dire a 21. Il suffit donc de construire
un tel morphisme!.

D’apres la question 3, 'application x — f, est un automorphisme de
U(ZJTZ) = Z)7Z\ {0} dans Aut(Z/7Z).

1. On peut montrer que le seul morphisme de Z/7Z dans Aut(Z/3Z) (qui est de cardinal 2 d’apres
la question 3) est x — Idy/37, donc on ne peut pas permuter les roles joués par Z/77Z et Z/37.



Dans Z/7Z, ona§2:§,§3:6,§4:E:Z,§5:E:56t§

U(ZJTZ) = {? /i € Z} : il est cyclique d’ordre 6.

On en déduit que Aut(Z/7Z) = {y — 3y /i€ Z}.

v: Z/37 —> Aut(Z/?Z)
ko (y—3"y)

avec k = k' dans Z/37Z, alors il existe a € Z tel que k' = k + 3«, donc pour tout

y € Z)TZ, g%ly = 3%y3°* = 3%y, car on a vu que dans z)77,3 =1.

De plus, on vérifie que p(k + k') = p(k) o ¢(k’), donc ¢ est un morphisme du groupe

Z/3Z dans Aut(Z/7Z). 11 est différent de x — Idz7z car ¢(*1)("1) = 3% =72, donc

@(1) # Idg7z.

Ainsi, Z/77Z », 7Z/3Z est un groupe non commutatif d’ordre 21, dont la loi est définie

par : pour tout h,k,h', k' € Z,

B 58). (T3 = (ho(0) (). T = (R3°T0, °) = (R2¥To o),

soit. [ (. 5%).(, ) — (Tl 25, 5%k)|

Notons ¢ est correctement définie car, si k, k' € Z

7°)
— Soit (h,k) € ENF. (h,k) € E, donc k = 1. (h,k) € F, donc h = 1. Ainsi,
(h, k) = ( ,1) Réciproquement (1,1) € ENF, donc ENF = {1, 7}
— Smt (h,k) € Hx K. (h,1).(1,k) = (hp(1)(1),1 k) = (h, k) donc (h, k) € E.F.
AlIlSl, F = H x, K (en effet, 'ensemble sous-jacent du groupe H X, K est
K).
— (1 1) F, donc F # (. Soit (1,k) et (1, k") deux éléments de F.
(1,k)-(L, &) = (1 (k)(l),k/f’) = (1, kk') € F et
(L) = (p(k"H) (A7), k7Y = (L&) € F,
donc F' est un sous-groupe de H x, K et lapplication k —— (1,k) est un
isomorphisme de K dans F'.
— (1,1) € E, donc E # 0. Soit (h,1) et (h/,1) deux éléments de E.
(b, 1)-(, 1) = (hp(1)(7),1 1) = (Wl 1) € B
et (h,1)71 = (p(17)(h7),17) = ("1, 1) € E,
donc E est un sous-groupe de H X, K et l'application h —— (h,1) est un
isomorphisme de H dans FE. .
De plus, si (h, k) € H x, K et (B',1) € E, alors
(k-1 D) (R ) = (o (R) (W), R (o (k) (), )
= (hep(k) (W) p(k)(p(k~1)(h71)), 1)
= (h o(k)(W) h™11) € E,
donc E est bien un sous-groupe dlstmgue de H x, K.

)
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Partie III : construction réciproque

8°) ¢ E.F = G, donc p est surjective. Montrons qu’elle est également injective :

soit (e, f), (¢, f) € Ex F tels que ef = €/ f". Alors ¢ 'e = f'f~' € ENF = {1}, donc
e = f,f_l =1, donc (eaf) = (6/7 f/)

Ainsi, p est une bijection.

¢ Cherchons ¢ tel que p soit un isomorphisme de £ %, F' dans G, par analyse-synthese.

Si ¢ est solution, pour tout (e, f), (¢/, f') € E x F,

efe'f'=ple, f).p(e, f') = plep(f)(e), ff') = e p(f)(€) fF, donc o(f)(e') = fe'f~

Nous pouvons maintenant faire la synthese.

— E

—  fef "
définie car F est un sous-groupe distingué de G. On a bien, pour tout e,e’ € E,
o(f)ee) = fec' 1 = (Fef (S F) = p()(e) 9(f)(e), donc @(f) est un endo-
morphisme.

De plus, pour tout f, f' € F et ¢ € B, o(f) o p(f)(e) = fFef™ F = o(fF)(e)
donc (f) o o(f') = (f ).

En particulier, ¢(f) est un automorphisme dont I’automorphisme réciproque est ¢(f 1),
et donc ¢ est un morphisme de F' dans Aut(E).

Soit maintenant (e, f), (¢/, f') € E %, F.

p((e, f)-(e's 1) = plep(f)(€), ff') = ep(f)(e) [ = efe'f ' ff = efe'f, donc
p((e, f).(¢/, 1) = ple, f)p(€/, ) : p est bien un isomorphisme de £ x, F' dans G.

Pour tout f € F, notons o(f) l'application E ©(f) est correctement

9°) Par hypothese, il existe un isomorphisme fy de H dans H' et un isomorphisme
frx de K dans K’. Pour tout &' € K’, posons ¢' (k') = fu o @(fx'(K)) o fi'. Par
composition d’automorphisme, ¢’ (k') € Aut(H’).

Soit k, k' € K'. Alors o' (kk') = fuo(fr' (k) fx' () fg', or ¢ est un morphisme donc
AT ) F (F)) = (i (k) (Fic) (i), dome on vérifie aisément que

O'(kK") = ¢ (k)¢ (K'), ce qui montre que ¢’ est un morphisme de K’ dans Aut(H').
Pour tout (h,k) € H x, K, posons g(h, k) = (fu(h), fr(k)) et montrons que g est un
isomorphisme de H X, K dans H' x, K'.

Clairement, I'application de H' x, K’ dans H X, K définie par

(R, k') — (f' (R'), f" (k")) est Papplication réciproque de g, donc g est bijective.
Soit (h, k), (W', k') € H x, K.

g((h, k). k) = <<m<>%ﬁ (fu(h)[fi o p(k)I(R), fi(K) fx (K)) et
g(h, k).g(h' k') = (fu(h), fxc(k).(fu(R), fic(K'))
= (W)@ (fic (k) (Fr (1), frc (k) e (K')),
or ¢ (fx(R)(fu(h)) = fu o (k) o fg'(fu(h)) = fu o @(k)(h'), donc on a bien

g((h,k).(W, k")) = g(h,k).g(h', k') et g est un isomorphisme de H <, K dans H' x, K'.

(h
10°) a) On note S(C) I'ensemble des bijections de C dans C et S l'ensemble des
similitudes.
o Montrons que S est un sous-groupe de S(C).
Notons ¢ I'application de conjugaison de C dans C définie par ¢(z) = Z pour tout z € C.



Pour tout a € C* et b € C, notons s, I'application de C dans C définie par
Sap(2) = az + b pour tout z € C.
Ainsi, 'ensemble des similitudes directes est ST = {s,; / @ eCbe C}.

Soit a € C* et b € C. Pour tout z € C, s,p0c(2) =az+b= az+b= co s55(2). Ainsi,

Pensemble des similitudes indirectes est S~ = {cos /s € ST} ={soc /s € S*}.

Soit a,a € C* et b,b' € C. Pour tout z € C, s4p 0 sgrp(2) = a(a’z + b)) + b, donc

Sab © Sa’ b = Saa’,ab'+b € St

On en déduit que (cos,p) 08wy = COSaa’ ab+b € S, qUE Sar 0 (Sap0C) = Saar ar+50C € S

et que (Sgp0¢) o (o Swy) = Sap © Swry € ST. Ceci démontre que S est stable par

composition.

De plus, pour tout z,2" € C, sup(2) = 2/ <= 2z = 2(z/ = b), donc s,; € S(C) et

s_ll) =51 € S. De plus, ¢! = ¢, donc (cos,,) 7t = s;i oc € S. Ainsi, S est une

partie de S?C), stable par passage a l'inverse.

Enfin, S # (0, donc S est bien un sous-groupe de S(C).

¢ Montrons que D,, est un sous-groupe de S.

Idc € D,,, donc D,, # (.

Soit s, € D,. Alors ss'(U,) = s(s'(U,)) = U, donc ss’ € U,. De plus, s(U,) = U,,

donc en prenant 'image de cette égalité par s7', U, = s71(U,), ce qui prouve que
1 € U,. Ainsi D,, est bien un sous-groupe du groupe des similitudes.

10°) b) Posons w = e’ . Ainsi, U, est le groupe engendré par w.

De plus, Zx—Zw Lo , car w # 1, donch—O

zelU, zelU,
Soit s € D,. Alors S|Un est une bijection, donc par changement de variable dans une

somme finie, 0 = g T = E s(x

CCEUn ern
Supposons d’abord que s est une similitude directe : il existe a € C* et b € C tel que,

pour tout z € C, s(z) = az + b. Alors la relation précédente devient
0= Z(ax—l—b) = nb, donc s(0) = b= 0.

IEEUn
Si s est une similitude indirecte, il existe a € C* et b € C tel que, pour tout z € C,

s(z) = az + b. Alors on obtient 0 = Z (aT + b) = nb, donc on a encore s(0) = b = 0.

CEE‘UH

10°) c) Soit s € D,,.

o Supposons d’abord que s est une similitude directe. D’apres le b), il existe p € R%.
et 0 € (0,27 tels que, pour tout z € C, s(2) = pez.

1 € U,, donc pe? = s(1) € U,. Ainsi, p = 1 et il existe k € {0,...,n — 1} tel

que 0 = %TW Donc s est la rotation de centre 0 et d’angle %Tﬂ que l'on notera rg.

Réciproquement, si s est cette rotation, s(U,) = {ewﬂk)ﬁ / h € Z} = U,, donc

s € D,.



Ainsi, D,, N ST est le groupe Z,, constitué par les rotations de centre 0 et d’angle %Tﬂ’

avec k € 7Z. C’est le groupe cyclique d’ordre n engendré par la rotation, notée r, de
centre 0 et d’angle %’r Il est isomorphe a Z/nZ.

o Supposons maintenant que s est indirecte. Il existe p € R et 0 € [0,27] tels que,
pour tout z € C, s(z) = pe'?z.

1 € U,, donc pe?? = s(1) € U,,. Ainsi, p = 1 et il existe k € {0,...,n — 1} tel que

o _ 2ikn ,
0= %T’T Alors s est 'application z — Ze™» de C dans C, notée sy.
2ikw _ 2ihw

Réciproquement, pour k € {0,...,n — 1}, s,(U,) ={e™» e"» / he€ Z} =1T,, donc
sy € Dy,. Ainsi, | D, NS™ ={s / k€ {O,...,n—l}}‘.

10°) d) Posons E = Z, et F' = {Idc,sp}, ou conformément aux notations de la
question précédente, sg désigne 'application z — Z de C dans C.
— On sait déja que F est un sous-groupe de D,, isomorphe a Z/nZ. Montrons qu’il
est distingué :
Soit k € {0,...,n — 1} et s € D,,. Il s’agit de montrer que srys~! € E. Clest
évident lorsque s € F, car E est un groupe. Il reste a le vérifier lorsque
s = sp avec h € {0,...,n — 1}. Or, pour tout z € C,

_ 2ihm  2ikm  2ihm _ _ 2ikm _
shrkshl(z) =sprpsp(z) =en en en Z=¢e "n z, donc shrkshl =r_,€e k.

— s2 = Idc, donc F est un sous-groupe, cyclique d’ordre 2, donc isomorphe &
Z7]27.
— Clairement, ENF = {1p,}.
— Soit k € {0,...,n — 1}. Pour tout z € C, rso(z) = e n 2 = si(z), donc
E.F=FEU{rg.so /| k€ Z}=D,.
Alors, d’apres la question 8, D,, est isomorphe & un produit semi-direct de E par F,
puis d’apres la question 9, D,, est isomorphe & un produit semi-direct de Z/nZ par
7)27.
En reprenant les différentes constructions des questions précédentes, on peut vérifier
Z/nZ Ncp Z(é’z% : 71“21;67 ou QO(O) = Idz/nz et

que l'isomorphisme est



