DM 27
Groupes abéliens de types finis

Notation.
— Si FE est un ensemble fini, on note |E| son cardinal.
— Lorsque (G, +) est un groupe abélien, on note 0 son élément neutre.
— Lorsque A est une partie d'un groupe G,
on note Gr(A) le groupe engendré par A.
Si z € G, on note Gr(z) = Gr({z}).

Partie I : Groupes quotients

Soit (G, +) un groupe abélien et H un sous-groupe de G.
On définit sur G la relation binaire Ry par : Va,y € G, *Ryy <=y —x € H.

1°) Montrer que Ry est une relation d’équivalence.
Soit a € G. Déterminer la classe d’équivalence de a, que ’on notera a.

On note G /H Vensemble des classes d’équivalence et pour tout a,b € G, on convient
quea+b=a+b.

2°) Montrer que cette derniere égalité structure G/H comme un groupe abélien.
Montrer que, pour tout a € G et n € Z, na = na.
Quels sont les groupes de la forme Z/H ?

3°)  Lorsque G est de cardinal fini, montrer que |G| = |H| x |G/H|.

Partie II : Quelques définitions

Soit (G, +) un groupe abélien.
— On dit que G est de type fini si et seulement si il existe une partie finie A de G
telle que G est le groupe engendré par A.
— On dit que G est sans torsion si et seulement si, pour tout x € G \ {0}, = est
d’ordre infini.
— On dit que G est de torsion si et seulement si, pour tout x € G, x est d’ordre
fini.



4°) Si G et H sont deux groupes de types finis, montrer que G X H est de type fini.
En déduire que, pour tout k, ¢ € N*, pour tout (d;);<i<¢ € N*,
ZF x (Z)d\Z) x -+ x (Z]d,Z) est un groupe abélien de type fini.

5°) Pour chacun des groupes suivants, indiquer s’il est de torsion et s’il est sans
torsion : Z/nZ (oun € N*), Z, Z x (Z/nZ) (ou n € N*), C*, Q/Z.

6°) Montrer que G est de type fini et de torsion si et seulement si G est de cardinal
fini.

Partie 111 : Groupes abéliens finis

Dans cette partie, on suppose que (G, +) est un groupe abélien de cardinal fini.
Pour tout x € G, on note o(z) 'ordre de z.

7°)  Soit 2,y € G tels que o(z) et o(y) sont premiers entre eux.
Montrer que o(x + y) = o(z)o(y).

8°) Soit z,y € G. Montrer qu'il existe z € G tel que o(z) est égal au plus petit
commun multiple de o(x) et de o(y).

9°) Montrer qu’il existe xg € G tel que 'ordre de xy est maximal parmi les ordres
des éléments de G et montrer que, pour tout x € GG, I'ordre de x divise 'ordre de xq.

10°) On admet temporairement le résultat suivant : pour tout groupe (G’,+)
abélien et fini, si z{, est un élément de G’ d’ordre maximal, alors G’ est isomorphe a
H' x (G'JH"), ou H' est le groupe engendré par xj,.
Montrer qu’il existe £ € N* et dy,...,d, € N* tels que

— Pour tout i € {1,...,0 — 1}, d;4 divise d;;

— G est isomorphe a (Z/d1Z) x --- x (Z/d/Z).
Jusqu’a la fin de cette partie, on suppose que g est un élément de G d’ordre maximal
et on pose H = Gr(zy).

11°) Notons A I'ensemble des couples (K, f), ou K est un sous-groupe de G et ou
f est un morphisme de K dans H.

Si (K, f),(K', f") € A, on convient que (K, f) < (K, f’) si et seulement si K C K’ et
f'|x = f. Montrer que la relation binaire “<” est une relation d’ordre sur A.

Pour cette relation d’ordre, montrer que {(K, f) € A/ H C K et f|g = Idy} possede
un élément maximal.

On note maintenant (K, f) cet élément maximal.

Afin de montrer que K = (G, on raisonne par ’absurde : on suppose que K est stric-
tement inclus dans G. On choisit un élément y, dans G \ K et on note K’ le groupe
engendré par K U {yo}.

12°)  Construire un morphisme injectif g de H dans U, ou U = {z € C/|z| = 1}.
Prolonger g o f en un morphisme de K’ dans U.

En déduire une contradiction.

13°) Montrer la propriété admise au début de la question 10.



Partie IV : Sommes directes

Lorsque H; et Hy sont deux sous-groupes d'un groupe abélien (G, +),

on note H1 +H2 = {hl + hg / hl € H1 et hg € HQ}

On dit que la somme H; + H, est directe si et seulement si, pour tout x € H; + Ho, il
existe un unique couple (hy, hy) € Hy X Hj tel que x = hy + ho.

Dans ce cas, et uniquement dans ce cas, la somme H; + Hs est notée Hy & Hs.

14°)  a) Lorsque G = Z?, H; = Gr((2,1)) et Hy = Gr((0,2)),

la somme H; + Hs est-elle directe ?

b) Lorsque G = Z, H; = aZ et Hy = bZ ol a,b € N,

la somme H; + Hy est-elle directe ?

15°)  Soit H; et Hy deux sous-groupes d’un groupe abélien (G, +).

a) Montrer que Hy + Hy = Gr(H; U H,).

b) Lorsque la somme est directe, montrer que Hy & Hj est isomorphe a Hy x Hs.
16°)  Montrer que si Hy, Hy et Hy sont des sous-groupes d'un groupe abélien (G, +),
alors (Hl + HQ) + H3 = H1 + (HQ + H3)

Si 'on suppose que H; @ Hs est directe, ainsi que (Hy @ Hs) @ Hs, montrer que Hy+ H3
est une somme directe, ainsi que la somme H; + (Hy & Hj).

On peut donc écrire Hy + Hs + Hj au lieu de (Hy + Hs) + Hj

et Hy & Hy & Hj au lieu de (H, & Hy) & Hs.

Plus généralement, lorsque Hy, ..., H, sont n sous-groupes d’un groupe abélien (G, +),
on admettra que les quantités Hy +---+ H, et H; & --- & H, ne dépendent pas de la
facon dont elles sont parenthésées.

Partie V : Groupes abéliens de rangs finis

Lorsque I est un ensemble quelconque, Z) désigne 'ensemble des familles (n4)ier
d’entiers relatifs tels que {i € I / n; # 0} est fini.

Dans cette partie, on fixe un groupe abélien (G, +).

Soit B = (x;)iesr une famille d’éléments de G, ol I est un ensemble quelconque.
On dit que B est une base de G si et seulement si pour tout x € G, il existe une unique

famille (n;)ie; € Z0 telle que = = anzcl
iel
17°) S’il existe une base de GG, montrer que G est sans torsion.
On dit que G est de rang fini si et seulement si il possede une base de cardinal fini.
18°) Dans cette question, on suppose que G est de rang fini.
On note (xy,...,z,) une base de G de cardinal n € N.

a) Montrer que si (e;);er est une autre base de G, alors I est de cardinal fini.
b) On note H = {2z /x € G}.



Montrer que H est un sous-groupe de G tel que G/H est de cardinal 2.
En déduire que toutes les bases de GG sont de cardinal n.

Ainsi, lorsque G est un groupe de rang fini, toutes ses bases ont le méme cardinal, que
I’on appelle le rang de G.

19°) Dans cette question, on suppose que G est un groupe sans torsion de type fini.
Afin de montrer que G est de rang fini, on raisonne par ’absurde en supposant que G
ne possede aucune base de cardinal fini.

a) Pour toute partie génératrice finie X de G, montrer qu’on peut définir

mx = min ({ S el / (n)aex € ZX\ {0} et > npx = o})

zeX rzeX

b) On note n le cardinal minimal des parties finies génératrices de G. Montrer que n
est bien défini et qu’il existe une partie X, génératrice de G de cardinal n telle que,
pour toute autre partie génératrice X de cardinal n, mx, < mx.

I existe alors une famille (n,).cx, € Z*°\{0} telle que my, = Z |n.| et Z ngx = 0.
z€Xo z€Xo
c) Montrer que, pour tout x € X, |n,| # 1.

d) Montrer qu’il existe =,y € X, tels que 0 < |n,| < |n,| et |n,| ne divise pas |n,|.

e) En effectuant la division euclidienne de |n,| par |n,|, construire une partie génératrice
de G contredisant la minimalité de mx,.

20°) En déduire que G est un groupe sans torsion de type fini si et seulement si il
existe n € N tel que G est isomorphe a Z™ et que dans ce cas, n est unique.

Partie VI : Théoreme de structure des groupes de types finis

On fixe dans cette partie un groupe abélien (G, +) de type fini.
On note T'(G) lensemble des éléments de G dont l'ordre est fini.

21°) Montrer que T'(G) est un sous-groupe de G.

22°)  Montrer que G/T(G) est un groupe sans torsion de type fini.
23°) Montrer qu’il existe k € N, £ € N* et dy,...,d, € N*¥,
vérifiant que pour tout ¢ € {1,...,¢ — 1}, d;11 | d;, tels que

G est isomorphe & Z* x (Z/d\Z) x - -- x (Z/d,7Z.).



