Résumé de cours :
Semaine 15, du 6 janvier au 10

Les espaces vectoriels (fin)

Notation. K désigne un corps quelconque.

1 Dimension d’un espace vectoriel (fin)

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n. Toute famille libre de F a au
plus n éléments et toute famille génératrice de E a au moins n éléments.

Théoreme. Soit F un K-espace vectoriel de dimension quelconque.

Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels de E avec G de dimension finie et F' C G.
Alors F est de dimension finie avec dim(F') < dim(G).

De plus [F = G < dim(F') = dim(G)].

Il faut savoir le démontrer.

2 Base canonique

Propriété. Soit n € N*. K™ est un K-espace vectoriel de dimension n dont une base est
c=(c1,...,cn), ot pour tout i € {1,...,n}, ¢; = (§;;)1<j<n. € est la base canonique de K".
Les coordonnées de = € K™ dans la base ¢ sont les composantes de x.

Propriété. Soit I un ensemble quelconque. Pour tout ¢ € I, on note ¢; = (9; ) jer. Ainsi ¢ = (¢;)ier
est une famille de K(). C’est une base de K| appelée la base canonique de K(). De plus, pour tout
x = (a)ies € K@ : les coordonnées de = sont ses composantes.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. La base canonique de K[X] est la famille (X™),en.
3 Exemples

Propriété. Dans K2, deux vecteurs u = (Zl ) et v = (Zl ) forment une base de K2 si et seulement
2

si uqve — ugvq = det(u,v) # 0.

Propriété. Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.
Toute sous-famille d’'une famille libre est libre.
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Propriété. Une famille de vecteurs est libre si et seulement si toute sous-famille finie de cette famille
est libre.

Théoreme. dim(E; x --- X E,) = dim(Ey) + - - - + dim(E,,).
Il faut savoir le démontrer.

4 Application linéaire associée a une famille de vecteurs

v,: KO — F
Propriété. Soit x = (z;) € E!. Notons (vi)ier +— Zaixi.
iel

W, est une application linéaire.

e 1 est une famille libre si et seulement si ¥, est injective.

e 1 est une famille génératrice si et seulement si ¥, est surjective.

e 1 est une base si et seulement si ¥, est un isomorphisme.

W, est appelée 'application linéaire associée a la famille de vecteurs .
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit x = (z;);c; une famille de vecteurs de E. z est libre si et seulement si, pour tout
y € Vect(z), il existe une unique famille presque nulle de scalaires (a;);ecs telle que y = Z o;T;.
i€l

Propriété. Sie = (e;);cr est une base de E, alors F est isomorphe a K,

5 Image d’une famille par une application linéaire

Notation. Siu € L(E,F) et x = (z;);c; € B!, on notera (u(x;))ier = u(z).
Propriété. Avec cette notation, W, ;) = uo ¥,.

Théoréme.

e [’image d’une famille libre par une injection linéaire est une famille libre.

e [’image d’une famille génératrice par une surjection linéaire est génératrice.
e [’image d’une base par un isomorphisme est une base.

Il faut savoir le démontrer.

Théoréme. Deux espaces de dimensions finies ont la méme dimension si et seulement si ils sont
isomorphes.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit E et F' deux espaces de dimensions finies et soit f € L(E, F).

Si f est injective, alors dim(E) < dim(F).

Si f est surjective, alors dim(E) > dim(F).

Propriété. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions quelconques. Soient v € L(E, F)

et G un sous-espace vectoriel de E de dimension finie. Alors
u(G) est de dimension finie et dim(u(G)) < dim(G), avec égalité lorsque u est injective.

Propriété. L’image d’une famille génératrice par une application linéaire u engendre Im(u).

Propriété. L’image d’une famille liée par une application linéaire est liée.
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Théoréme.

On suppose que FE est un K-espace vectoriel admettant une base e = (€;);ey.

Soit f = (fi)ier une famille quelconque de vecteurs d’un second K-espace vectoriel F.
1l existe une unique application linéaire u € L(E, F) telle que, Vi € I u(e;) = f;.

libre injective
De plus, (f;)ier est génératrice si et seulement si u est surjective .
une base bijective

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire.
Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions finies et soit u € L(E, F).
Si dim(E) = dim(F), alors u injective <= u surjective <= u bijective.

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u € L(E). Alors
u inversible dans L(E) <= u inversible & droite dans L(E)
<= wu inversible & gauche dans L(E) "

Exercice. Soit A une K-algebre et B une sous-algebre de A de dimension finie. Soit b € B.
Montrer que si b est inversible dans A, alors b=! € B.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si E admet une base (e;)ic;, alors L(E, F) est isomorphe & F.
Il faut savoir le démontrer.

Théoréme. dim(L(E, F)) = dim(E) x dim(F).

Espaces vectoriels normés

6 Définition d’une norme

Définition. Soit E un K-espace vectoriel . On appelle norme sur E toute application ||.| : E — R
telle que, pour tout (z,y,A) € E x E x K,

o ||lz|| > 0 (positivité).

o |zl =0 =2 =0 (||.|| est définie),

o |[Az|| = [Mlllz|| (]]-|| est homogene), et

o |lz+ vyl < |lz|| + ||lyll, cette derniere propriété étant appelée I'inégalité triangulaire.
Si ||.|| est une norme sur E, le couple (E, ||.||) est appelé un espace vectoriel normé.

Remarque. Si E est un espace vectoriel normé , ||0|| = 0.

Corollaire de I’inégalité triangulaire. V(z,y) € E? |||z| — |ly||| < |z — v]-

11 faut savoir le démontrer.

Définition.

Soient E un espace vectoriel normé et v € E. u est unitaire si et seulement si |Jul| = 1.

Si u # 0, on appelle vecteur unitaire associé a u le vecteur —, qui est bien unitaire.

[l

Définition. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de FE.
La restriction a F' de la norme de E fait de F' un espace vectoriel normé.

Exemple. Sur R et sur C, |.| est une norme.

©Fric Merle 3 MPSI2, LLG



Semaine 15 : Résumé de cours 7 Les normes 1, 2 et co.

7 Les normes 1, 2 et oc.
7.1 Cas des sommes finies.

Propriété. Sur K", on dispose de trois normes classiques.

-0l : K" — Ry
n
= (T1,...,%,) +— |z = Z |z;]
i=1
s K" — R,
r=(21,...,2,) — |lz|]2=
Il - K" — Ry
r=(21,...,2n) — |2|lec = 11;1%)(n|x1\ :
11 faut savoir le démontrer pour ||.||; et [|.|2.
Propriété. (Hors programme) Soit p €]1, +o0.
-1l : K" — Ry )
Alors i » ? est une norme sur K”.
r= (w1, a) el = (Y |l
i=1
Remarque. Vz € K" ||z||, — |[z]|. Cela justifie la notation ||.||cc.
p——+o00
Propriété. Soient p € N* et Eq, ..., B, p K-espaces vectoriels munis de normes respectivement
notées |.||g,, ... ||.l|lg,. Alors E = E; x --- x E, est un espace vectoriel normé si on le munit de I'une

des normes classiques suivantes.

Ny : EFE — Ry
P
r=(T1,...,%p) +— Nl(:v):Z||xi|Ei’
=1
NQ : EFE — R+
P et
IE:(I'l, 7(Ep) — NQ(‘r): Z”x’b|%‘1’
=1
Noo : EFE — R+
x:(xl,...,mp) — Noo(x):lrglagxpnwi‘&'

7.2 Cas des intégrales sur un intervalle compact

Propriété. Soient (a,b) € R? avec a < b. Sur C([a, b],K), on dispose de trois normes classiques.
H”l : C([avb]7K) — IRJr b
o = [ If@lds’
[z C(la,b], K) — Ry

b , et
Foes = / f(a)2dz ©

oo s Ca,0],K)  — Ry
fo—= fllee = sup [f(z)]-

z€la,b]
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Il faut savoir le démontrer pour ||.|[1 et ||| co-

Propriété. (Hors programme) Soit p €]1, +o0].
”Hp : C([avaK) — R-i—

Alors b ’ est une norme sur C([a, b}, K).
fo— = [ WP d

8 Distance

Définition. Soit F un espace vectoriel normé .
E2 — R+

On appelle distance associée a la norme ||.|| de F, 'application .
I (@y) — oyl

Définition. Soient E un espace vectoriel normé dont la distance associée est notée d et A une partie
de E. La restriction de d & A? est appelée la distance induite par d sur A.

Propriété. Avec les notations précédentes, pour tout z,y,z € E,
— d(z,y) € Ry (positivité) ;
— d(z,y) =0 <= = =y (séparation) ;
7 (x,y) = ( Y, ) (bymetrle),
— d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).

Définition. On appelle espace métrique tout couple (E,d) olt E est un ensemble et o d : B2 — R
est une application telle que, pour tout z,y,z € E,

— d(z,y) =0 <= = =y (séparation) ;

— d(x,y) = d(y,x) (symétrie) ;

— d(z,2) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Les seuls espaces métriques qui sont au programme sont les (A,d4) ot A est une partie d’un espace
vectoriel normé E et ou d4 est la distance induite sur A par la distance associée a la norme de FE.

Propriété. Soit F un espace vectoriel normé dont la distance associée est notée d.
Alors V(z,y,2) € E® d(xz + z,y + 2) = d(z,y).
Cette propriété ne se généralise pas aux espaces métriques.

Propriété. Corollaire de I’inégalité triangulaire.
Soit F un espace vectoriel normé dont la distance associée est notée d.
Alors V(z,y, 2) € E3 |d(z,y) — d(y, 2)| < d(x, 2).

Définition. Soient E un espace vectoriel normé et (a,r) € E x RY.

La boule ouverte centrée en a de rayon r est Uensemble B,(a,r) = {z € E/d(a,x) < r}.
La boule fermée de centre a et de rayon r est I'ensemble By(a,r) = {z € E/d(a,z) < r}.
La sphere de centre a et de rayon r est ensemble S(a,r) = {x € E/d(a,z) =r}.

Définition. Dans un espace métrique, la boule unité est la boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

Propriété. (non généralisable aux espaces métriques)
Les boules d’un espace vectoriel normé sont des convexes.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. Soient E un espace métrique, A et B deux parties non vides de F et a € E.
On note d(a, A) = in£1 d(a,z). C'est la distance de a a A.
S

On note d(A4, B) = ( %nij Bd(x,y). C’est la distance de A & B.
x,Yy)EAX
On appelle diametre de A la quantité §(A) = sup d(z,y) € Ry U{+oo}.
(z,y)€A?

Propriété. Dans un espace métrique, §(Bjs(a,r)) < 2r.
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Propriété. (non généralisable aux espaces métriques)
Soient E un espace vectoriel normé non nul et (a,r) € E x R%.. Alors 6(By(a,r)) = 2r.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Dans un espace métriquue, si ) # A C B, alors §(A) < §(B).

Définition et propriété. Soient E un espace vectoriel normé et A une partie de E. Les propriétés
suivantes sont équivalentes.

i) {||z||/= € A} est borné.

ii)Pour tout zg € E, {||z — z¢||/xz € A} est borné.

iil) Pour tout zo € E, il existe R € Ry tel que A C By(xo, R).

iv) Il existe (zo, R) € E x Ry tel que A C By(zo, R).
Dans ce cas, on dit que A est bornée.

Définition. Soient A un ensemble, E un espace vectoriel normé et f : A — E une application.
On dit que f est bornée si et seulement si f(A) est une partie bornée de E.

Propriété. Soient A un ensemble non vide et E un espace vectoriel normé .
On note B(A, E) 'ensemble des applications bornées de A dans E.
Pour f € B(A, E), on note [|f]|oc = sup | f(a)]-

a€A

Alors (B(A, E), ||-|lc) est un espace vectoriel normé .
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit E un espace vectoriel normé . On note [*°(E) ’ensemble des suites bornées a valeurs
dans E. Si ()nen € I°°(E), on note [|(2,)|lcc = sup ||z, ]|
neN

Alors (I*°(E), ||.]lso) est un espace vectoriel normé .

9 Applications k-Lipschitziennes

Définition. Soient E et F' deux espaces métriques, k € Ry et f : E — F une fonction dont le
domaine de définition sera noté Dy.

f est k-lipschitzienne si et seulement si V(z,y) € D? d(f(x), f(y) < kd(z,y).

Lorsque k < 1, on dit que f est k-contractante.

On dit que f est lipschitzienne si et seulement si il existe k € Ry tel que f est k-lipschitzienne.

Propriété. Une composée d’applications lipschitziennes est lipschitzienne.
Propriété. Soit E un espace vectoriel normé . L’application ||.|| est 1-lipschitzienne.

Propriété. Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.
— R+
—  d(z, A)

Il faut savoir le démontrer.

L’application g est 1-lipschitzienne.

Propriété. Soient Fi, ..., E, p espaces vectoriels normés dont les normes sont notées Ny, ..., Np.
On note £ = E; X --- X Ep,.

= (T1,...,%p) > X
E est muni de 'une de ses trois normes classiques, ||.|]1, [|.]|2 ou ||.|lco-

Soit ¢ € N,. L’application M€ projection est 1-lipschitzienne lorsque

Remarque. Sur F =C([0,1],R), f — f(0) n’est pas lipschitzienne pour Nj.
Il faut savoir le démontrer.
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10 Normes équivalentes

Définition. Dans un espace vectoriel normé F, deux normes ||.||; et ||.||2 sont équivalentes si et
seulement s'il existe (o, 8) € (R%)? tel que Vz € E |z]j1 < allz|2 et [|z]2 < Bllz:.

Propriété. Avec les notations précédentes, ||.||1 et ||.]]2 sont équivalentes si et seulement si Idg
(B |I[) — (B I-ll2) et Idg : (E,].]l2) — (E,]|.]]1) sont lipschitziennes.

Exemple. Soient Ej, ..., E, p espaces vectoriels normés dont les normes sont notées Ny, ..., N,.

Sur £ = FE; x -+ x E,, les trois normes classiques, ||.||1, ||-|[2 et [|.||cc sont deux & deux équivalentes.
D 1) )

II faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit E un espace vectoriel normé. Sur ’ensemble des normes de FE, la relation “étre
équivalente a” est une relation d’équivalence.

Propriété. Soient E un K-espace vectoriel et ||.||; et ||.||2 deux normes équivalentes sur E.
Une partie A de E est bornée pour |[|.|[; si et seulement si elle est bornée pour ||.||2.

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que E (resp : F') est muni de deux
normes équivalentes, notées ||.||¥ et ||.|5 (vesp : ||.||¥ et ||.]|Z). Alors f : E — F est lipschitzienne
pour |l.|[¥ et ||.||f" si et seulement si elle est lipschitzienne pour ||| et |.||5".

11 faut savoir le démontrer.

11 limite d’une suite dans un espace métrique

Notation. On fixe un espace métrique noté (E, d).

Définition. Soient (z,,) € EN une suite de vecteurs de E et [ € E. La suite (z,,) converge vers [ si
et seulement si (1) : Ve € RY AN eN VneN (n> N = d(z,,1) <e).

Remarque. Dans (1), les deux dernieres inégalités peuvent étre choisies strictes ou larges.

Remarque. Pour tout ng € N, la propriété “z,, —+> £” ne dépend pas du choix de zg, ..., ZTn,-
n—-+0oo

Propriété. Unicité de la limite.

Si (z,,) converge vers [ et vers I, alors [ =1'. On note [ = lim =z, oux, — L.
n—-+oo n—-+4oo

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Une suite de vecteurs de E est convergente si et seulement s’il existe [ € E tel que

Ty, — (. Sinon, on dit que la suite est divergente.
n—-+oo

Propriété. Soient (z,) une suite de vecteurs de E et [ € E.
Six, — [, alors [|z,]| — [/I||, mais la réciproque est fausse.
n—-+00 n—-+oo

Zn — 0 sl et seulement si ||z,]| = 0.
n—-+0oo

n—-+oo
xn — 1 siet seulement si d(x,,l) — 0.
n—-+o0o n—-+4oo

Principe des gendarmes : Soit (z,,) € EN et £ € E.

S’il existe une suite de réels (g,,) telle que Vn € N, d(zp,1) < gn et g —> 0, alors z, — L.
n—+00 n—+00

Propriété. Soit N une seconde norme sur E, équivalente a ||.|.

Alors, pour toute suite (z,) de E et pour tout [ € E, x, Nyl — Tn M) l.

n—-+oo n—-+oo
Il faut savoir le démontrer.
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Remarque. Sur E = C([0,1],R), les ||.||l1, ||.]l2 et ||-|lcc sont deux & deux non équivalentes entre
elles, ou ces normes désignent respectivement la norme de la convergence en moyenne, celle de la
convergence en moyenne quadratique et la norme de la convergence uniforme.

Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Toute suite convergente est bornée.

12 Somme et produit de limites

Notation. On suppose que E est un espace vectoriel normé.
Les propriétés de ce paragraphe ne se généralisent pas aux espaces métriques.

Propriété. Soient (z,) et (y,) deux suites de E convergeant vers [ et I'.
Alors la suite (z,, + y) converge vers | + I’

Propriété. Si (x, + y,) converge, alors (z,) et (y,) ont la méme nature.

Propriété. Soient (a,) € KN et (z,,) € EN.

Si I'une des suites est bornée et si 'autre tend vers 0, alors «,z,, —+> 0.
n—-4+0oo

Propriété. Soient (I,,) une suite de E qui converge vers | € E et (a,) une suite de scalaires qui
converge vers «. Alors la suite (a,.l,,) converge vers a.l.
Il faut savoir le démontrer.
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