Séries de vecteurs
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Notation. K désigne R ou C.
Définition. Un espace de Banach est un K-espace vectoriel normé complet.

Notation. On fixe dans ce chapitre un espace de Banach noté E.

1 Définitions

1.1 Définition d’une série de vecteurs

n

Soit (a,)nen une suite de vecteurs de E. Alors (Z ar)nen €st une nouvelle suite de

k=0
vecteurs. Etudier la “série de terme général a,,”, c’est étudier cette nouvelle suite et

n
notamment s’intéresser a l'existence et a la valeur de lim E ay,.
n—-4o00 =0

1 — an+1

Exemple. Sia, =a"oua e C\ {1}, Zak =

k=0

, donc lorsque |a| < 1, la série

1

_a'

converge et a pour somme

Définition. Soit (a,),en une suite de vecteurs. On appelle série de terme général a,,,
n

et on note Y | a,, la suite de terme général (a,, Z a).
k=0
Ainsi, Y a, est une suite d’éléments de E2.
Remarque. L’intérét de cette définition un peu formelle est de distinguer les séries
de vecteurs des suites de vecteurs.

Propriété. L’ensemble des séries de vecteurs, noté S(F) est un K-espace vectoriel.
De plus, Y a,+a > b, = > (a,+aby,), lorsque > a, et > b, sont dans S(F) et lorsque
a e K.

Démonstration.

On vérifie que S(E) est un sous-espace vectoriel de I'ensemble des suites de E?, c’est-
a~dire qu’il est non vide et stable par combinaison linéaire. O

Notation. Soit (a,),en une suite de vecteurs.
n

Z ay, est appelée la somme partielle (des n + 1 premiers termes) de Y a,.
k=0

Propriété. Soit (A,) une suite de vecteurs. Il existe une unique série > a,, dont la
suite des sommes partielles est (A,,). Il s’agit de la série > (A, — A,,_1), en convenant
que A_; = 0. Cette série est appelée la série télescopique associée a la suite (A,).
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Démonstration.

e Pour tout n € N, posons a, = A,, — A,,_1.
n n—1

n
Z ap = Z A — Z Ay, = A, donc la suite des sommes partielles de > a,, est (4,).
k=0 k=0 k=—1
On a ainsi montré ’existence.

Formule. En généralisant le calcul précédent, on obtient les formules suivantes, appelées principe

max max
des dominos : E UL — Up—1 = Umax — Umin —1 €t E Uk — Uk+1 = Umin — Umax +1-
k=min k=min

e Soit Y b, une seconde série dont la suite des sommes partielles est (A4,).
Pour tout n € N, b, = A,, — A,_1 = a,, ce qui prouve 'unicité. O

méthode Cette propriété permet de ramener ’étude de la convergence d’une suite a celle de la

convergence d’une série. On profite ainsi au choix de la théorie des suites ou de la théorie des séries.
n

Attention ! Z
k=1

1
n’est pas une somme partielle de série car ’ dépend de n.

n -+
n
Plus généralement, une quantité de la forme Z ai, n'est pas une somme partielle de
k=0
série si ay,, dépend effectivement de n.

Définition. Soient ng € N* et (a,),>n, une suite de vecteurs.
Zan est la série > b, ou b, = 0sin < ng et b, = a, si n > ny.
n>ng

On dit que Z a, est une série tronquée a 'ordre nyg.

n>ng
1.2 Convergence d’une série de vecteurs

Définition. Soit ) a, une série de vecteurs.

On dit que Y a, converge si et seulement si la suite des sommes partielles de > a,
converge. Dans ce cas, la limite de la suite des sommes partielles est appelée la somme
de la série Y a,, et on note

+oo n

g a, = lim g ag.
n——+o00

n=0 k=0

Lorsque la suite des sommes partielles n’admet pas de limite, on dit que la série > a,
diverge.

. mm ur les suite natur une série, c’est sa convergence ou
Remarque. Comme pour le tes, la “nature” d’ série, c’est sa ¢ ce o
sa divergence.
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Propriété. Soient > a, une série de vecteurs et ng € N*.

Les séries > a,, et E a, sont de méme nature et en cas de convergence, si la somme

n>ng
+oo

de la série tronquée est notée g Qs

n=ng
+00 no—1 +00
(1) a, = E ay, + .
n=0 n=0 n=ng
Démonstration.
no—1 n n n
Posons C = g ap. Pour n > ng, E a, = C + E ay, donc les suites (E ag) et
k=0 k=0 k=no k=0

n
( E ai) ont la méme nature et lorsqu’elles convergent, en passant a la limite, on
k=ng

obtient (1). O

Définition. Soit ) a, une série convergente de vecteurs. Pour tout n € N, la quantité

“+oo
R, = Z a, est définie. On l'appelle le n-ieme reste de Cauchy de la série  a,. Il
k=n+1
vérifie R, — 0.
n—-+00
Démonstration.
e’} n —+00 —+00
anz&k—zaknjoo ak—Zak—OD
k=0 k=0 k=0 k=0

“+oo n
Remarque. Ainsi, une interprétation de 'écriture E ap = E ar + R, consiste a

k=0 k=0
n

regarder la somme partielle Zak comme une valeur approchée de la somme totale

k=0
+00
E ay, avec une erreur égale au reste de Cauchy.
k=0

Corollaire. On ne change pas la nature de la série ) a, si I'on modifie wun nombre
ﬁm d’éléments de la suite (an) Cependant, en cas de convergence, la somme de la série serait

modifiée.

Démonstration.

Notons > b, la nouvelle série, obtenue a partir de > a,, en ne modifiant qu’un nombre
fini d’éléments de la suite (a,). Ainsi, il existe ng € N tel que, pour tout n > ny,
b, = a,.

Alors, Y a, a méme nature que Z a, = Z b, qui a méme nature que »  b,. O

n>ng n>ng
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Propriété. Soit (u,) une suite de vecteurs.
La série télescopique > (un41 — u,) converge si et seulement si la suite (u,) converge

o0
et dans ce cas, E (Upt1 — up) = lim w, — up.
n—-+o0o
n=0
Démonstration.
N
D’apres le principe des dominos, pour tout N € N, E (Upa1—Up) = uny1—Ug, donc les
n=0
N

suites (uy)nen €t (Z(u”“ —Up))nen ont la méme nature. C’est dire que > (tp+1— )

n=
converge si et seulement si la suite (u,) converge. De plus, en faisant tendre N vers
+oo dans ’égalité précédente, on démontre la fin de la propriété. o

Exemples.
o On dit que (a,) est une suite de vecteurs presque nulle lorsque
{n € N/a,, # 0} est de cardinal fini. Dans ce cas, la série »_ a,, est convergente.
En effet, la suite (a,) ne differe de la suite identiquement nulle qu’en un nombre
fini d’éléments, donc Y a, a méme nature que la série dont le terme général est
identiquement nul ; elle converge.

1
o Etude de la série Zln(l +—).
n

n>1

1
In(1+ —) =In(n+ 1) — In(n), donc d’apres le principe des dominos,
n

- 1
Z In(1+ E) = In(n + 1), ce qui montre que la série est divergente. C’est un cas
k=1

particulier de la propriété précédente.
o Etude de la série _
; n(n+ 1)

1 1 1 . s £
—_ = —— , donc d’apres la propriété précédente, cette série est conver-
nn+1) n n+l

- 1
gente et Z — =1
“—~n(n+1)

Propriété. Si > a, et > b, sont deux séries convergentes et si A € K, la série

+o00 +o0 400
> (an + Ab,) est convergente et Z(an + Aby,) = Z an + A Z by,
n=0 n=0 n=0
Démonstration.
N N N +o00 +o00
Pour tout N € N, z;(an + \b,) = Z;an + /\Zobn N:)w z%an +)‘ng"‘ O
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Propriété. L’ensemble des séries convergentes de vecteurs est un sous-espace vectoriel
Sconv (E) ? E

+oo
dYa, +— E a,
n=0

de S(E), noté Seony(E) et Papplication est linéaire.

Démonstration.

e La série dont tous les termes sont nuls est convergente, donc Seon, (E) # 0.

De plus, si > a, et Y b, sont dans Seon,(E), on vient de voir que

San + A by = D (an + Aby) € Seom(E), done Seony(E) est bien un sous-espace
vectoriel de S(F).

e Notons ¢ 'application de I’énoncé.

(X an + A b)) = o(X(an + Aby)) :Z (an + Aby) Zan—l—)\an,
donc ¢(> an, +A> b,) = (Za,ﬂ—l—)@(Zb)

Propriété. La somme d’une série convergente et d’une série divergente est une série
divergente.

Démonstration.

Soient Y a, une série convergente et » b, une série divergente.

Si > (an + by) est convergente, Y b, = > ((a, + b,) — a,) est convergente, ce qui est
faux. Ainsi la série Y (a, + b,) est divergente. O

Remarque. On en déduit que, si la somme de deux séries est convergente, ces deux
séries ont méme nature. Cependant, il est possible qu’elles divergent toutes les deux.
Par exemple, > a, + > (—a,) converge, méme lorsque Y a,, diverge.

Propriété.

’Si une série converge, son terme général tend vers 0. La réciproque est fausse.‘

Démonstration.

e Soit > a, une série convergente. Pour tout n € N*,
+oo

n n—1
n:E ak—g ar —r ak—g ak—O
n—>+oo
k=0 k=0

1 1
e In(1+—) — 0 maison a vu que la série E In(14 —) diverge. Ainsi la réciproque
N oo n>1 n

est fausse. O

Définition. Lorsque la suite a, ne tend pas vers 0, on dit que la série > a,, diverge
grossierement.

Définition. On appelle série géométrique les séries > a™ ou a € C.

Propriété. La série géométrique . a" converge si et seulement si |a| < 1
+oo
n 1
et dans ce cas 5 a" = .
1—a
n=0
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Séries de vecteurs 1 Définitions

Démonstration.
Le cas ou |a| < 1 est traité au début de ce chapitre.
Lorsque |a| > 1, la série géométrique diverge grossierement. O

Propriété. Séries a valeurs dans un produit.

Soient p € N* et Iy, ..., E, p espaces vectoriels normés, leurs normes étant notées Ny,
..., Np. Onnote F = E; x --- x E, que I'on munit de I'une des trois normes classiques.
Soient (Z,)nen = ((T1s - - -, Tpn))nen une suite d’éléments de E.

Alors la série ) x,, converge si et seulement si, pour tout ¢ € N,,, Y x;,, est convergente.

+o0 +o0 +o0
De plus, dans ce cas, g T, = ( E Tim,-- s E xpﬁn).
n=0 n=0 n=0

Démonstration.
On applique la propriété portant sur la limite d’une suite a valeurs dans un produit,
n

a la suite des sommes partielles <Zxk> : ¢’est une suite de F dont la suite des
om0 neN

. =

i-emes composantes est (Z x1k> .0
=0 neN

Exemple Z( L 1>est e série convergente dans R?

X . _ — une série convergen n )
P n(n+1) 3" &

nz

Propriété. Séries a valeurs dans un espace de dimension finie.
On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie strictement positive,
notée ¢. Soit e = (ey,...,e,) une base de E.

q
Soit (z,) une suite de vecteurs de E. Pour tout n € N, on note z,, = Z Tin€i-
i=1

Alors, la série ) x,, converge dans FE si et seulement si, pour tout ¢ € Ny, la série > z;

400 q +0c0
converge dans K, et, dans ce cas, E Ty = E ( xm) e;.
n=0 i=1  n=0

Démonstration.
On applique la propriété portant sur la limite d’une suite a valeurs dans un K-espace

vectoriel de dimension finie, a la suite des sommes partielles ( E mk> : c’est une
N
0 ne
n
suite de F dont la suite des i-emes coordonnées est ( E xzk> . O
neN
k=0

Propriété. Soit ) a, une serie de complexes. Elle converge si et seulement si les
séries Y Re(ay) et Y Im(a,) convergent, et dans ce cas

+oo +oo “+oo
Zan = Z Re(ay) +iZIm(an).
n=0 n=0 n=0
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Séries de vecteurs 1 Définitions

1.3 Convergence absolue

Définition. Critére de Cauchy pour les séries. Soit Y a, une série a termes
dans E. On dit qu’elle vérifie le critere de Cauchy si et seulement si

p
VeeR, ANENVR>N VpeN || anul <e
k=1

Propriété. Soit ) a, une série a termes dans E. Elle converge si et seulement si elle
vérifie le critere de Cauchy.

Démonstration.
n p

Pour tout n € N, posons A,, = Zak. Si (p,n) € N2, Z Uk = Antp — Ay

k=0 k=1
> a, converge si et seulement si la suite (A,) est convergente, or E est un espace

vectoriel de Banach, donc il est complet, ainsi la suite (A,) converge si et seulement si
c’est une suite de Cauchy. Ainsi ) a,, converge si et seulement si
Ve e RL ANeN VR >N VpeN |4, — Al <e.O

Définition. Soit > a, une série a termes dans E.
’Z a, est absolument convergente si et seulement si la série ) ||la,|| est convergente.

Propriété. Soit > a, une série a termes dans E. Si elle est absolument convergente,
alors elle est convergente et dans ce cas,

+00 +oo
1Y " anll <) llan]| (Inégalité triangulaire).
n=0 n=0

Cependant la réciproque est fausse.

Démonstration.
Soit Y a, une série dans E absolument convergente.
> |lan]|| vérifie le critere de Cauchy.

p
Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N et p € N, |Z lanikll] < e.
k=1

p p
Soient n > N et p € N. || Za”+k|| < Z |lanix]| < €, ce qui prouve que ) a, vérifie

k=1 k=1
le critere de Cauchy, et donc qu’elle converge.
N N
De plus, pour tout N € N, || ZanH < Z |la,||. En faisant tendre N vers 400, on
n=0 n=0

+oo +oo
obtient que || ZanH < Z lan||. ©
n=0 n=0

cosn

Exemple. La série Z m
n(n

n>1

converge car elle est absolument convergente.
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Séries de vecteurs 2 Séries a termes positifs

Définition. Soit ) a, une série a termes dans E.
On dit que ) a, est semi-convergente si et seulement si elle converge sans étre abso-
lument convergente.

Remarque. Ainsi, pour étudier une série de vecteurs ) a,, on commencera par
étudier la série Y ||a,||. Cette derniere est une série de réels positifs. On a donc intérét
a étudier de plus pres les séries de réels positifs.

2 Séries a termes positifs

Introduction : Soit Y a, une série de réels positifs. Si a,, ne tend pas vers 0, la série
diverge (grossierement), donc pour que »  a, converge, il faut, informellement, que a,
tende vers 0 “suffisamment vite”, ou encore, que a,, soit suffisamment petit lorsque n
tend vers +o00. On verra par exemple que Z% diverge, donc % n’est pas assez petit,

mais que . -5 converge.

2.1 Théoremes généraux

Théoréme. Soit ) a, une série de réels.

On suppose que, pour tout n € N, a,, > 0.
Alors ) a,, converge si et seulement si la suite de ses sommes partielles est majorée.

n +o0o
Dans ce cas, en posant pour tout n € N, A, = Z a, Z a, = sup A,.

k=0  n=0 neN
Démonstration.
La suite (A,) est croissante, donc elle converge si et seulement si elle est majorée et

dans ce cas, sa limite est égale a sa borne supérieure. O

Remarque. Soit ) a, une série divergente de réels positifs. Alors A, —+> +00. Dans
n—-+0oo

—+00
ce cas, on note parfois E Ap — —+00.

n=0

Propriété. Soient > a, et > b, deux séries a termes positifs

telles que Vn € N .
+00 “+o0o

. ’Si > by, converge, alors > ay, converge‘ et Z a, < Z b,.

n=0 n=0
e Si) a, est divergente, alors ) b, diverge.

Démonstration.

n n

e Pour tout n € N, posons A,, = Z a et B, = Z bi. Supposons que Y _ b, converge.
k=0 k=0

Alors la suite (B,,) est majorée, or pour tout n € N, A, < B,. Ainsi la suite (A,,) est

aussi majorée et la série Y a, est convergente.
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Séries de vecteurs 2 Séries a termes positifs

N N
e Pour tout N € N, Z an, < Z b,, donc en faisant tendre N vers +oo,
n O n=0

on obtient : Z a, < Z b,.

e La fin de la proprlete se démontre en prenant la contraposée. O

Remarque. Si dans la propriété précédente on suppose seulement que

dng € N Vn > ng a, < b, elle reste vraie mais, en cas de convergence, 1'inégalité
“+oo +0o0

devient Z an < Z by,.
n=ng n=ng
Démonstration.
On applique la propriété précédente aux séries tronquées a l'ordre ng. O

Remarque. Lorsque Y a, est une série de complexes absolument convergente, on
peut montrer qu’elle est convergente de maniere élémentaire, sans utiliser la notion
hors programme de suite de Cauchy :

o Supposons d’abord que pour tout n € N, a,, € R.

Soit n € N. Posons a7 = max(a,,0) et a;, = max(—a,,0).

On vérifie que a,, = a —a, et |a,| = af +a,,.

Ainsi, 0 < af <la,| et 0 < a, < |a,|, donc Y al et > a, sont convergentes.

Or a, = a} — a,,, donc ) a, est convergente.

o Supposons maintenant que (a,,) est une suite de complexes. Posons, pour tout n € N,
Gy = Tp + 1Yp aVEC Ty, Yp € R.

|z, < lay|, donc > |x,| converge, mais (x,) est une suite de réels, donc d’apres le
point précédent, > x, converge. De méme, on montre que » |y, converge.

Alors > (x, + iy,) = > a, est convergente.

Propriété. On note I*(K) = {(un)nen € K/ >~ |u,|converge }.
C’est un K-espace vectoriel.

Pour tout u = (u,)nen € I*(K), posons |[ull; = Z | ].
neN
Alors (I'(K), ||.]|1) est un K-espace vectoriel normé.

Démonstration.
Pour tout u € I*(K), ||ull; > 0.

o Soit x = (z,)nen € 1K) tel que ||z||; = 0. Ainsi Z |z,| = 0, donc pour tout j € N,

neN
0<|z;| < Z |z,| = 0, ce qui prouve que = = 0.
neN
o Soient A € K et x = (2,)neny € I'(K). [ Azlly = Y [Azn| = [A]|z]-
neN

o Soient T = (x,)nen € [NK) et y = (Yn)nen € IHK).
lz 4yl =Y |zn +val <D J2al + [yl < Izl + [lyll:-

neN neN
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Séries de vecteurs 2 Séries a termes positifs

Ainsi ||.||; est une norme sur [}(K). o

Notation. On note [*(K) I'ensemble des suites (uy,)neny d’éléments de K telles que
>~ Jun|* converge.

Propriété. [?(K) est un K-espace vectoriel.

Pour tout u = (uy,)nen € (*(K), posons ||ulls = /Z [un|2.
neN

Alors (I*(K), ||.|l2) est un K-espace vectoriel normé.

Démonstration.

e Soient z = (z,)nen € *(K) et y = (Yn)nen € P*(K).

Soit n € N. (|z,| — |ya])? > 0, donc |z,yn| < S(|zn|* + Jynl?).

On en déduit que [+ al? < ([al + [5])? = 1u P+ [y + 212l < 2([al?+ 5]
Ainsi, z +y € I*(K). De plus, pour tout o € C, ax € I*(K) et [*(K) est non vide, donc
c’est un K-espace vectoriel .

e Pour montrer la seconde partie de la propriété, seule I'inégalité triangulaire pose un
probleéme. Soient = (7, )nen € I*(K) et ¥y = (Yn)nen € [2(K). Soit N € N.

Posons Xy = (2,)o<nen € KN et Yy = (Yn)o<nen € K¥TL On sait que ||.||o est une
norme sur KV done || Xy + Y2 < | Xnll2 + Yo ]l2-

N N N
Ainsi, Z |zn + ynl? < Z |z, |2+ Z |Yn|?. On conclut en faisant tendre N vers
n=0 n=0 n=0

+00. O

Définition. Soit (a,) et (b,) deux suites d'un K-espace vectoriel normé E.
— a, =0(b,) <= 3C €R;, AN €N, Yn >N, Ja,| <C|b]-
— ap, =o0(b,) <= Ve >0, INeN, Vn> N, |a,| <e|ba]
— a, ~ b, <= a, — b, = o(by).

Remarque. Lorsque E = C, si pour tout n € N, b, # 0, alors
— ap, =0(b,) = In ost bornée ;

On dit que la suite a,, est négligeable devant la suite b, si et seulement si a,, = o(b,).
De méme, on dit que la fonction f(x) est négligeable devant g(x) lorsque x est au
voisinage de a si et seulement si f(z) = o(g(x)) au voisinage de a, c’est-a-dire, en

— 0.
g(z) 2—a
On montrera plus tard le théoreme suivant, dont I’énoncé peut étre utilisé des mainte-

nant.

supposant que 1’on peut diviser, si et seulement si
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Séries de vecteurs 2 Séries a termes positifs

Théoreme des croissances comparées : Soit o, 3,7 € R} et a > 1.

1. Les suites In®(n), n?, a™ et n! tendent vers +oo et chacune est négligeable devant
les suivantes.

2. Au voisinage de +o00, les fonctions In® x, 2° et €7* tendent vers +o0o et chacune
est négligeable devant les suivantes.

1
3. Au voisinage de 0T, |Inz|* = O<_ﬁ>‘
x

1
4. Au voisinage de —oo, €7* = 0(—).
||

Notation. Pour la suite, notons S(R,) 'ensemble des séries de réels positifs.
Propriété. Soit > a, une série de vecteurs et > b, une série de réels positifs.
On suppose que |||a,|| = O(b,)| (c’est-a-dire a,, = O(b,)).

’Si la série ) b, converge, alors ) a, est absolument convergente.‘
Si la série Y [Ja,|| diverge, alors Y b, est divergente.

Démonstration.

Il existe C' > 0 et ng € N tels que Vn > ng ||a,|| < Cb,. Supposons que Y b, converge.
Alors > Cb, est convergente et, d’aprés une remarque précédente, la série > ||ay,||
converge. O

Remarque. En pratique, on utilise souvent ce théoréme lorsque a,, = o(b,).

Théoréme. Soient Y a, et Y b, deux séries de S(Ry). On suppose que |a, ~ b, |
Alors les deux séries ont la méme nature.

Démonstration.

a, ~ by, donc il existe N € N tel que, pour tout n > N, |a,, — b,| < %"

Soit n > N : alors a,, — b, < %, donc a,, < 3%".

On a aussi, b, — a, < %, donc b,, < 2a,,.

Ainsi, on a montré que a,, = O(b,) et b, = O(ay,).

Si Y b, converge, comme a,, = O(b,), > a, converge également.

De méme, si ) a, converge, comme b, = O(a,), Y_ b, converge également. O

Théoréme. Soit > b, une série de réels. On suppose que b, est positif a partir d’'un

certain rang ou bien que b, est négatif a partir d'un certain rang.

Soit > a, une seconde série de réels.

Si ap, ~ by, alors > a, et > b, ont la méme nature.

Démonstration.

Quitte a remplacer > a, et > b, par > (—a,) et > (—b,), on peut se limiter au cas

ol b, est positif a partir d’'un certain rang N;. Supposons que a,, ~ b,.

Ainsi, il existe N; € N tel que, pour tout n > Ny, |a, — b,| < 5b,]-

Posons N = max(Ny, N3). Pour n > N, b, — a,, < %bn, donc %bn < a,. En particulier,

a, > 0. On peut donc appliquer le théoreme précédent aux séries tronquées Z ay, et
n>N

Z b, et conclure. O

n>N
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méthode En pratique, pour déterminer la nature d’une série de vecteurs, on commence
par étudier I’absolue convergence, ce qui nous ramene a des séries a termes positifs.
Pour étudier la convergence de séries de réels positifs, on les compare a 'aide des
propriétés précédentes avec des séries dont on connait déja la nature (cf ci-dessous).
La technique de comparaison la plus souvent utilisée est la relation d’équivalence, puis
vient le “O”, puis la relation d’ordre.

En résumé, pour étudier la nature d’une série, on commence par rechercher
un équivalent de son terme général.

2.2 Séries de Riemann

Technique de comparaison entre séries et intégrales (TCSI) : Soit ng € N.
Soit f : [ng, +00o[— R une application décroissante et continue. La TCSI consiste en
la présentation des trois étapes suivantes :

Premiere étape : Soit k > ng. f étant décroissante,

pour tout ¢t € [k — 1,k], f(k) < f(t) < f(k—1).

Deuxieme étape : On integre ces inégalités entre k — 1 et k, en tenant compte du fait

ave [ e = fk) et [ pk=1)at = 1),

k
on obtient f(k) < f)ydt < f(k—1).
k—1
Troisieme étape : Soit n > ng : on somme ces dernieres inégalités pour k£ variant de

n n n—1
no + 1 a n. Ainsi, grace a la relation de Chasles, Z f(k) < / ft)dt < Z f(k).
k=no+1 1o n=ng
Théoreme de comparaison entre séries et intégrales : Soit ny € N.
Soit f : [ng, +00[— R une application décroissante et continue. On suppose de plus
que, pour tout x € [ng, +oo[, f(x) > 0.

Alors la série Z f(n) a méme nature que la suite (/ f(t)dt) :
no n>ng

n>ng

Démonstration.

La série Y f(n) a méme nature que la suite de ses sommes partielles <Z f (k:))

k=ng

n n
Les deux suites ( E f(k)) et (/ f(t)dt) sont croissantes, car f est positive,
n>ng no n>ng

k=ng
donc elles convergent si et seulement si elles sont majorées, or la TCSI montre que 'une

est majorée si et seulement si I'autre est majorée. O

n>ng

. . . 1
Définition. Les séries de Riemann sont les séries de la forme E —,ouacR
n
n>1

1
Propriété. |La série de Riemann E o COMVerge si et seulement si o > 1.
n>1
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Démonstration.

. . r ..
Si o <0, — ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +o0, donc la série E — diverge
n
n>1
grossierement.

1
Supposons maintenant que « > 0 et posons, pour tout ¢ > 1, f(t) = o . f est positive,

1
décroissante et continue, donc d’apres le TCSI, E — a meéme nature que la suite de
n
n>1

o ot Innsia=1 R _ .
terme général /1 i = —1)sia#l" Cette derniere suite converge si

l1—«
et seulement si a > 1. O

n+1
Exercice. Nature de .
>3
ntl 1 Y st te, d il S'agit de séries de réel
i ~ — Oor — est convergente, donc, comme il s’agit de séries de réels
n3+3 n? n? & &

n>1

. n+1
positifs, E Ea est absolument convergente.
n

Critére de Riemann : Soient ) a, € S(Ry).
S’il existe a > 1 tel que n%a,, — 0, alors > a, converge.
n—-+o00

S’il existe o < 1 tel que n®a,, — +o0, alors Y a, diverge.

n—-+0o
. . . 1, a
Exercice. Soit a € R. Nature de la série Z(cos )"
n>1 n
(cos )" = exp(n® In(1 — -5 +o{-3))) = exp(—5n"~2 + o(n")
a, = (cos =) =exp(n®In(l — — +o(—))) = exp(—=n o(n .
" P 2n? n? P75

Premier cas. Si a < 2, alors a,, ne tend pas vers 0, donc la série diverge grossierement.

Deuziéme cas. Si o > 2. [a,, sous cette forme exponentielle, apparait comme “trés petit”
1
lorsque n tend vers +o00. Ainsi, on conjecture que ) a, converge, et méme que a, = o(—;).]
n*a, = exp(—in®? + o(n*72) + 2In(n)) = exp(—in*? + o(n*7?)) — 0,
n—-+0o
donc n%a, = o(1). Ainsi a,, = O(ﬁ) et > a, est une série de réels positifs, donc

cette série est convergente.

1
Propriété. (Hors programme). Z 7= In(n)+~y+o0(1), ou v est une constante appelée
k=1
la constante d’Euler (par le calcul numérique, on montre que v = 0,5772 + 107),
et ol o(1) désigne une suite qui tend vers 0.

Démonstration.

—~ 1 1 1 1
Posons z, = —1In(n) + Z—. Soit n > 2.z, —xp1 = —+1In(l — =) = O(—), or
—~k n n n

. . 1 : :
la série de Riemann g — est convergente, donc la série télescopique > (x, — z,,—1)

©Eric Merle 14 MPSI2, LLG



Séries de vecteurs 2 Séries a termes positifs

converge. Ainsi, il existe v € R tel que z,, — ~v.O

n——+00
1
Exercice. Etude des séries de Bertrand de la forme Z — ol (o, B) € R2.
s Y In" n

e Premier cas. Si a > 1, Il existe o/ €]1, .

1 1 1
———— =0|— |, donc ———— est convergente.
neln’n (na ) ; nen’n &

Deuzié S'<11(1>d21 t di t
e Deuxiéme cas. Si « ,— =0 —— |, donc ———— est divergente.

n ne1n’n ne1n’n &

n>2
° Tmz’siérlne cas. Si alz 1.
Si <0, —=0 5
n nln”n
On suppose maintenant que § > 0. Ainsi 'application
f: 2,400 — R

t

, donc la série de Bertrand est divergente.

1 est décroissante et positive.

tin?t nog
La série de Bertrand est donc convergente si et seulement si la suite ( / 3 )
9 tIn”t/n>2
est convergente. N
Tt 11’11_6 t . 1
Or, pour tout z > 2, / m = 1-5 ], sif# , donc la série converge
2 n

Inlnt]y si f=1
si et seulement si 5 > 1.

2.3 Critere de D’Alembert

Propriété. Critére de D’Alembert. Soit > a, une série de réels positifs, non nul
An41

— leR|.

a, n—+oo

a partir d'un certain rang, |telle que

o Sil<1, ) a, est convergente,
o Sil>1lousil=17% > a, diverge grossierement.
¢ Lorsque [ = 1, on ne peut conclure. On est dans le cas douteux du critere de

d’Alembert.
Démonstration.
Par hypothese, il existe N; € N tel que, pour tout n > Ny, a, # 0.
1+1
e Supposons que [ < 1. posons L = % Alors | < L < 1, donc d’apres le lemme du

a
tunnel, il existe N > N; tel que pour tout n > N, mtl<
a

n
Par récurrence, on en déduit : pour tout n > N, a, < ayL" V. Ainsi a, = O(L"), or
> L™ est une série géométrique convergente, donc » | a,, converge.

e Supposons que [ > 1 ou que [ = 17. Il existe N > N; tel que pour tout n > N,
(41

Qn

> 1. Ainsi la suite (a,),>n est croissante, donc Vn > N a, > ay # 0, ce qui
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montre que a, ne tend pas vers 0, donc que Y a,, diverge grossierement.
e Pour une série de Riemann, on a toujours [ = 1, ce qui montre que c’est un cas
douteux. O

n!

Exemple. Nature de ) a,, o a, = —.

Apy1 n"

1
— 1 - (1 V" — —nln(l—i—%) — ,—1+0(1) - 1
Qp, (n * )<TL + 1)n+1 ( + n) c € n:)oo e <5

donc la série est convergente.

méthode Le critere de D’Alembert sert peu. En effet, il ne permet qu'un tri assez
grossier entre les séries qui convergent plus vite qu'une série géométrique de raison
strictement inférieure a 1 et les séries qui divergent grossierement. Toute autre série
“tombe” dans le cas douteux.

RN N \ .., Gn1
Ce critere est donc a réserver au cas ou la quantité

an

est nettement plus simple que

a,, comme dans ’exemple ci-dessus.
Dans le cadre des séries entieres, ce critere fera un formidable “come back”. Il est utile
pour calculer le rayon de convergence d’une série entiere.

Remarque. Hors programme : Si (a,) et (b,) sont deux suites de réels strictement

a’n n
positifs telles que, pour tout n € N, =+ < bH’ alors a, = O(b,). En effet,
an n

an+1 an . /o Qp, 7 . : :
< —, donc la suite de terme général — est décroissante. Ainsi, pour tout n € N,

b+1 n n

Z Qo
b, bo’ donc a,, = O(bn)

En particulier, si pour tout n € N,

an+1

<b < 1, alors a, = O(b") et >_ a, converge,
Qn

Gnt1 >b>1,0" =0(a,) et > a, diverge.

Qn

et si

Propriété. ’ Formule de Stirling. n! ~ v/ 27m6_”n".‘

Démonstration.

e Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. Soit a € R.
Uy, « 1

On suppose que 1y — O<—2>

Up, n n
Montrons qu’alors il existe C' > 0 tel que u,, ~ Cn® (il s’agit d’une variante de la régle
de Duhamel que l'on verra en TD).

o

) 1 1
Posons a,, = U On calcule que SR (1+—-)*“=1- 25 O<_>7
ne (n+1) n n n?

e 52 (124 0( 1)) 12 +0(()) = 1-0()

1
Alors In(ap41) — In(ay,) = O<—2) On en déduit que la série télescopique
n

Z(ln(anH) — In(a,)) est convergente, donc d’apres le cours, il existe ¢ € R tel que

In(a,) — c. Or 'application exponentielle est continue, donc a,, — ¢ =C > 0.
n—+00 n—-+oo
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n

!

Un+1

e Posons maintenant u, = . On calcule que =(n+1)———e, donc
' nne=" 4 U, (n+ )(n + 1)t
n 1 . t*
Untl _ e(l+—)" = e ="+ or au voisinage de 0, In(l+1¢t)=1t— 3 +O(t?), donc
Uy, n
Untl _ 1en(i-gh40(h) _ A+0(h) 14 L | O(i),
Uy, 2n n?

Ainsi, d’apres le point précédent, il existe C' > 0 tel que u,, ~ Cy/n. Ceci montre que
n! ~ Cy/nn"e " 1l reste & montrer que C' = /2.

2
e Pour tout n € N, posons I, = sin"(t)dt. Les intégrales I, s’appellent les

0
intégrales de Wallis et leur étude est a connaitre. On peut les rencontrer sous d’autres

T 2
formes. En effet, en posant x = 5 t, on obtient I, = / cos" xdx.
0

us

2d t
De plus I3, 11 = — / %(1 — cos?t)"dt, donc en posant u = cost (acceptable car
0

1
t — cost est de classe C), I, 41 = / (1 —u?)"du.
0

o Soit n € N. Intégrons par parties.

Ine = /02 sin(t)(sin(¢))" " dt = [~ cos(t) sin"“(t)](? +(n+1) /02 cos?(t) sin" (t)dt
= (n+1)(In = Inya),
n+1
1.
n+2

donc Vn e N [, .5 =

m — 1
o SineN*, I, = -~

I, _5, donc on montre par récurrence que pour tout n € N,

) ﬁ(% —1)(2k)

2k —1 7= ™ (2n)!
2% 2 , 2 (2nn)
k=l []2k)
5:1
o Sin e N Iy = 5 illgn_l, donc on montre par récurrence que pour tout
n
[ 2k )
o 2k Pl (27n!)
" 2t 1sz+1 n 2n+1)!
k=1 [k) 2k +1)
k:1 us us
2 2
¢ D’autre part, pour tout n € N, I, = / sin" ™ (t)dt < / sin”(t)dt = I, car
0 0

pour tout t € [0,Z], sin”™(¢) < sin”(¢). Ainsi la suite des intégrales de Wallis est

2

décroissante. 1 I

n

On en déduit que = 2 ool
n

+2 L, — I,

< 1, donc, d’apres le théoreme des gendarmes,
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In+1
— 1.
[n n—-+oo
Is, I, 24n(ph)t 2
En particulier, 2ntl 1, or ntl = (n) —, donc
IQn n—+00 Ign (2’)7,)'(2’)7, + 1)' ™
24n(n!)4 2 7’L!4 24n+1

Y Een) ) @n)e < ang Al

TL!4 ~ (C\/ﬁnne—n)ll — C4n2n4n€—4n — C4n2+4ne—4n

et
(2TL)'2 ~ (C /2n(2n)2ne—2n)2 — 02(2n)<24n)n4n6—4n — 02n1+4n6—4n24n+1’
2
donc 1 ~ o ce qui prouve que C' = v/27. O
T

n! . .
Exemple. Reprenons a, = — : a, ~ V2mne ", donc d’apres les croissances com-

n
. 2 . 1 : .
parées, n“a, — 0. Ainsi a, = o(—;) ce qui montre que ) a, converge, sans utiliser
n—-+oo n

le critere de d’Alembert.

Remarque. La formule de Stirling s’écrit aussi n! = v/2mne "n"(1 + o(1)), donc

- 1 1
Zlnk: =In(n!)=nlnn —n+ §lnn+ 51n(27r) +o(1).
k=1

3 Les séries alternées

3.1 Le théoréeme des séries alternées

Définition. On appelle série alternée toute série réelle de la forme ) (—1)"a,, ou

S (-1)""ay,, ou pour tout n € R, a,, € R

Remarque. Dans le cas d’une série alternée, aj et ap,.; sont de signes opposés,
n

donc dans la somme partielle Z ay, chaque terme est compensé par le suivant. C’est

k=0
pourquoi on peut s’attendre a une condition assez faible pour garantir la convergence

d’une série alternée.

Théoreme des séries alternées.
Soit Y a, une série alternée |telle que la suite (|a,|) est décroissante et tend vers 0‘ :
Alors )" a,, est convergente.

N
De plus, en cas de convergence, pour tout (n, N) € N? avec N > n, la quantité Z ay

k=n
est du signe de son premier terme (qui est a,) et a un module inférieur ou égal au

module de son premier terme.
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o C’est encore vrai lorsque N = +o00, donc pour tout n € {—1}UN, le reste de Cauchy
+o0o

E ay, est du signe de son premier terme (qui est a,1) et,
k=n-+1

+o00
pour tout n € {—1} UN, | Z ag| < |ansa]| .
k=n+1

Démonstration.
e On se limite au cas ou Y a, = Y (—1)"|a,| car, en multipliant par —1,
le cas ot Y. a, = >_(—1)""a,| s’en déduit facilement.

n

Pour tout n € N, posons A,, = Z ar (en convenant que A_; = 0).

=0

Soit n € N. Ay, 10 — Aoy = |agnia| — |asns1] < 0, car la suite (Jag|) est décroissante.

Ainsi la suite (Ay,) est une suite décroissante. De méme on montre que la suite (Ag,11)

est croissante. De plus Aoy, 11 — Agp = —|agn41] —+> 0, donc les suites (Ay,) et (Az,i1)
n—-—+0o0

sont adjacentes. Ainsi elles admettent une limite commune que nous noterons A. On a

prouvé que A, — A, donc la série > a,, est convergente.
n——+00

e De plus, la suite décroissante (As,) est supérieure a A et la suite croissante (Ag,41)

est inférieure a A.

Ainsi, pour tout n > 0, Ag > As, > Aguyi1 > Ay = |ag| — |ar| > 0, donce, pour tout

HEN,A()ZARZO

Ainsi, en regroupant les cas ott > a, = > (=1)"]a,| et ou > a, = > (=1)""|a,|, on
n

vient de montrer que la quantité Z a, est du signe de son premier terme (qui est ag)

et a un module inférieur ou égal au module de son premier terme.

N N-—n
e Soit (n,N) € N2 avec N > n. Z ap = Z ap.n est la somme partielle d'une série
k=n k=0

spéciale alternée, donc elle est du signe de son premier terme (qui est a,) et a un
module inférieur ou égal au module de son premier terme.

e La propriété précédente, pour n fixé, est vraie pour tout N > n, donc en faisant
tendre N vers 400, on en déduit la propriété pour les restes de Cauchy. O

Remarque. La réciproque de ce théoreme est fausse, ¢’est-a-dire qu’'une série alternée
> a, peut converger sans que la suite (|a,|) ne soit décroissante. On est par exemple

dans cette situation lorsque as, = 3 et agyi1 = —2as,. En effet, |ag, 1| > |ag,|, donc
la suite (]a,|) n’est pas décroissante, mais Z a,, converge car elle est méme absolument
n>2
2N N N-1 +oo
convergente. En effet, pour tout N € N, Z la,| = Z lagn| + Z |aon1] < 32 5
n=2 n=1 n=1 n=1
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(="
Exemple. Nature de Z o
n>1
Si o > 1, la série est absolument convergente.
Si a <0, la série diverge grossierement.

1
Si a0 €]0, 1], comme la suite de terme général — est décroissante et tend vers 0, on peut
n

(="

07

appliquer le théoreme des séries alternées, donc la série E est semi-convergente.

n>1
Exemple. Nature de E i
= v+ (=1)"
(=" (=n"

(-1

1
~ , donc | ————| ~ — et la série n’est pas absolument
Jn+ (-0 T T m Jn+ (-0 T Un P
convergente.
(=" =) 1 =, =" 1
et T v o v 0 )
. (=)™ (- 1 1
A = - — —).
st V4 (=1)" N +O(n)
M'1+(1) L donel "§(1+(1)) t di t tE(_l)n t semi
ais —4o(—) ~ —, donc la série ——+o0(—)) est divergente, e -
- - ) - - g , N est semi
n>1 n>1
—1)"
convergente d’apres I'exemple précédent. Ainsi la série 5 (—)n est divergente,

= Vit (=1)

alors qu’elle est équivalente au terme général d’une série convergente.

3.2 Non commutativité des séries semi-convergentes.

(-1

Considérons la série harmonique alternée E Uy, OU U,y =

n
n>1
“+o00
o Z u, converge et Z u, = —In2 : démonstration au tableau.
n=1
o On décide de sommer les termes de la suite (u,) dans I'ordre suivant :
Usg, Ug, Uy, Ug, Us, Ug, Ulp, Ula, Us, - - .. Appelons (wy,),>1 cette nouvelle suite.
Ainsi, pour tout n € N, wzp41 = Usnt2, Want2 = Uspia, €6 Wanys = Uppr.
3N
¢ Posons Sy = Zwk.
k=1
N-1 No1 1 1
Sy = w +w +w = + —
N k_o( k41 T Waki2 + Waki3) ;(4k+2 i 2k+1)
_N‘1< 1 1 )_1i1 1= 1
prd 4k +4 4k +2 4k:1k 2k:02k+1
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N
1
Posons Ty = Z T On sait que Ty = In N 4+ v + o(1), ou ~ désigne la constante

k=1
d’Euler. Ainsi,

N
1 1 1
Sy =Ty —;(Toy - E =)

4 2 2k
1 1 =
- Ty —-T
% T 1 1
= §(lnN +v+0(1)) — 5(111(2]\7) +v4+0(1)) = —3 In(2) + o(1).
. . _l
Ainsi Sy N T2 In(2). De plus, w, njoo(),
3N+1 1
donc ; wy = Sy + w31 N_)—+>OO —3 In(2)
- 3N+2 1
et de méme, on montre que ; Wy, N—>—+>oo —3 In(2).
a +oo +oo
Ceci prouve que Y wy, converge et que Z wy # Z Up.
k=1 k=1

Pourtant les suites (u,) et (w,) possedent les mémes termes, mais dans un ordre
différent. Ainsi, lorsque le nombre de termes que I'on somme est infini, la sommation
n’est plus commutative.

¢ On peut démontrer un résultat (hors programme) beaucoup plus général; si Z Uy
est une série semi-convergente (c’est-a-dire convergente mais non absolument conver-
gente) de réels, pour tout | € R, il existe une bijection 0 : N — N telle que Z Ao (n)
converge et a pour somme [.

o On peut également démontrer que, lorsque »_ a,, est une série absolument conver-
gente, pour toute bijection o de N dans N, ) a,(,) est aussi absolument convergente

+00 +o00
et Z Qy(n) = Z Qy,-
n=0 n=0

3.3 La transformation d’Abel (hors programme)

Propriété. Hors programme Soit (a,) une suite de scalaires et (z,) une suite de
vecteurs. On dispose de la formule suivante, appelée transformation d’Abel : en posant

X, = Zxk, pour tout (p,q) € N? avec p < ¢,

k=0
q q—1
E ATy, = g Xy — apXp—1 — E (Apy1 — an) Xp.
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Dqémonst'r'atigm.
Z AnTp = Z an (X, — X5 1) Z%X — Z pt1Xn
n=p —p n=p—1

= Z — Q1) Xn + g Xy — ap, Xp_1.
O

Remarque. Cette formule ressemble fort a de I'intégration par parties si I'on assimile
la suite (ap41 — an) = (M

“la primitive” de la suite (x,).

) & “la dérivée” de la suite (a,) et la suite (X,,) a

Propriété. Hors programme : théoréme d’Abel.

Soient (a,) une suite décroissante de réels qui tend vers 0 et ) x,, une série de vecteurs
dont les sommes partielles sont bornées.

Alors la série > a,z, converge.

Démonstration.
On va montrer que Y a,z, vérifie le critere de Cauchy.
Soit n € N et p € N*. D’apres la transformation d’Abel,

n-+p n+p—1
| Za’nJrkanrkH = || Z arZr|| = lantpXnip — A1 Xn — Z (any1 — ar) Xl
k=1 k=n+1 k=n+1

Il existe M > 0 tel que, pour tout k& € N, || X[ < M.
De plus ag+1 — ap < 0, car la suite (a,) est décroissante, donc

n+p—1
H Z an+kl’n+k” < GpypM + apy 1 M + Z ap — ak+1)M
k=1 k=n+1

= M(an—i-p + Qpy1 + Apy1 — an+p) = 2Man+1-
Or a,11 —+> 0, donc il existe N € N tel que, pour tout n > N, 2Ma, 1 < €. Ainsi,
n——+0oo

p
pour tout n > N et p € N*/ || ZanJrkanrkH <e.O

k=1
Remarque. Les sommes partielles de la série > (—1)" sont bornées, donc le théoreme
des séries alternées est un cas particulier du théoreme d’Abel.

z,Bn
,ou (a, B) € R2

Exemple. Nature de la série

Solution. , donc la série de ’énoncé est absolument convergente si et

seulement si « > 1. )

De plus, lorsque av < 0, — ne tend pas vers 0, donc la série de I'énoncé diverge
n

grossierement.

Supposons maintenant que « €]0, 1]. Posons z,, = b et X, = Z T

k=1
Si 68 €2nZ, v, =1 et la série de I’énoncé est une série de Riemann divergente.
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Séries de vecteurs 3 Les séries alternées

Supposons maintenant que [ ¢ 27Z.
v n ok ez’,B . eiﬁ(n+1) 4 " 2
n — t =, n < — .
;(e ) T done Xl < g2

et d’apres le théoreme d’Abel, la série de ’énoncé est semi-convergente.

Ainsi, la suite (X,,) est bornée
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