DM 39 : corrigé

Répartition des nombres premiers

Ce probleme est tres largement inspiré du sujet donné au Capes externe en 2008.
Ce dernier fournit des notes historiques et des compléments mathématiques que vous
pouvez consulter pour parfaire votre culture mathématique.

Partie I : w(n) = O<l>

Inn

1°) Selon la formule du binéme de Newton,

2m—+1
2m+1
2m—+1 2m—+1
=0+ _Z< k )

k=0

2m +1 2m +1
m m+1 )’

. 2m+1Y _ 2m+1 _ (2m+1 Cdonc 4™ x 2 > 2 2m+1 ce
m 2m+1)—m m+ 1 m+ 1

qu’il fallait démontrer.

donc 4™ x 2 = 22m+1 >

2°) Soit m € N*. Soit pe P tel que m +1 <p <2m + 1.

2m+1
. 2m +1)! 2 1 .
Alors p divise k_l;[Hk = % = m)! ( ::jl ), or p est premier avec m!, donc
s PR . 2m+1
d’apres le théoreme de Gauss, p divise m41 | Pour tout p € P tel que
m+1 < p < 2m+1, donc d’apres le cours d’arithmétique, H p divise le coefficient
m+1<pp€§]P2m+1
binomial < 2m + 1 ) .
m+1
3°) Soit n € N*. Notons R(n) la propriété H p <A4"
pEPy
Pour n =1, H p =1, car ¢’est un produit vide, d’ou R(1).
pEPy
Pour n = 2, H p=2<16 =42 donc R(2) est vraie.
pEP



Supposons que n > 2 et que, pour tout k € {1,...,n}, R(k) est vrai.
Sin+ 1 est pair, n + 1 étant différent de 2, il n’est pas premier,
donc H p = Hp§4”§4”+1.

PEPn11 peP,
Supposons maintenant que n + 1 est impair. n + 1 > 3, donc il existe m > 1 tel que

n+1=2m+ 1. Alors H D =< H p)X( H P)

PEP, 11 pePN[0,m~+1] pEPN[m~+2,2m+1]
m>1,doncm+1<2m=n.
Ainsi, d’apres 'hypothese de récurrence, H p <4mth
pePN[0,m+1]
s . . . 2m + 1
De plus, d’apres la question 2, il existe k € Z tel que k H p= ,

m—+1
pEPN[m+2,2m+41]

H p et (2;:_;11) sont dans N*, donc k£ € N*. On en déduit que
pePN[m~+2,2m+1]
H p < <2m t1 ) puis d’apres la premiere question, que H p < 4™
—\m+1)’ ’ == -
pEPN[m+2,2m~+1] pEPN[m+2,2m~+1]
Ainsi, en combinant ces différentes inégalités, on obtient H p <AL xgm = gntl
pEPH 11
ce qui démontre R(n + 1).
Le principe de récurrence forte permet de conclure.
e k m m
4°) " = m >m doncm'><m> .

Kl e
k=0

5°) Pour tout n € N*, notons p,, le n-iéme nombre premier.

(Pn)nen+ est une suite strictement croissante d’entiers non nuls, donc on montre par

récurrence que, pour tout n € N*, p, > n.

Ainsi, 7(n)! =1 x2Xx3 X - x7(n) <p1 X pa X -+ X Pr) = H p < 4™
pePN[0,n]

Alors, d’apres la question précédente, en prenant le logarithme,

m(n)In(w(n)) —m(n) =In [(@)ﬂ(n)] <lIn(m(n)!) < nln4.

6°) a) Pour tout = € [1,4+o00[, notons f(z) =zlnx — x.

f est dérivable sur [1,+o0o] et f'(z) =Inz > 0. De plus {z € [1,+0o0[ / f'(x) = 0} est
réduit au singleton {1}, donc f est bien strictement croissante.

b) Pour tout ¢t > 0, In(1 +¢) < ¢, car en posant g(t) =t —In(1 +¢),

't) =1— —— = —— > 0 lorsque t € Ry, donc g est croissante sur R, ce qui
g'(t) 77 = 147 q + g +, Ce q
prouve que g(t) > ¢(0) = 0.

)
Ainsi In(ng) = In(1 + (ng — 1)) < ng — 1 < eng, or ng > 3, donc In(ng) > 0,
> 1.

o
donc e Alors d’apres la stricte croissance de f sur [1, +00],

11 N




f<€l 1o ) < f(m(ng)) < mglnd d’apres la question précédente,
11 Ng

or f(e 1o > _ e (1+1Inng —Inlnng — 1), donc (Inng — Inlnng) < In4.
In ng Inn —_

Ainsi, 1 — Inlnno _ 1n_4’ suis 0 Ind _ Inlnng

N7 € e lnno

c) Posons g(z) = e pour = € RY.
x

1—-1
g (z) = #, donc g croit lorsque = €]0, €] puis décroit pour = € [e, +oo[. Ainsi g
T

1
atteint son maximum en e : pour tout x > 0, g(x) < g(e) = —.
e

—In4 Inl 1
d) En particulier, avec x = Inny > 0, e 111 nho g(lnng) < —, donc
e nng e
e <14 1In4, ce qui est faux car e > 2.717 > 2.387 > 1 + In(4).
Ainsi 'hypothese sous laquelle on s’est placé est fausse : pour tout n > 3, 7(n) < ell.
nn

Partie II : une formule de Legendre

7°) p > 2, donc p* tend vers +oo lorsque k — +oo. Ainsi, il existe k¥ € N tel que
pF¥ > n, ce qui prouve que {k € N / n < p*} est une partie non vide de N. D’apres le
cours, elle possede un minimum, ce qui prouve l'existence de k.
Comme n > 2, il vient kg > 1 et cet entier k vérifie po—1t < n < pko,
donc kg — 1 < ln_n < ko. Ainsi kg =1+ anJ.
Inp
8°) o Si p**! divise a, alors p* divise également a. Donc Uy,; C Uy.
o Si k < ko, p* <n, donc p* € U, \ Ug+1. Ainsi Uy est strictement inclus dans U.
o Si Uy # 0, il existe a € {1,...,n} tel que p* | a. Alors p* < a <n donc k < ko.
Par contraposée, si k > ko, Uy, = 0.
9°) o Par définition, pour tout k € {0,..., ko — 1}, Qr C {1,...,n},
donc U Qp, C{1,...,n}.
0<k<ko
Réciproquement, soit a € {1,...,n}. Posons k = v,(a). Alors p*»® < a < n, donc
vp(a) < ko et a € ). Ainsi, a € U Q.
0<k<kg

On a donc prouvé que U Q. =A{1,...,n}.

0<k<ko
o Soit k, k' €{0,...,kg—1} et a € QN Q. Alors k = v,(a) = k', donc si k # K/,
et Q sont disjoints.
o Soit k € {0,...,ko — 1}. Alors k = v,(a) si et seulement si p* est un multiple de
a alors que p**! n’est pas un multiple de a, donc ), = Uy, \ Ugyi. Ainsi, d’apres la
question précédente, Q, # 0.

10°) ¢ Soit a,b € N*. Montrons que v,(ab) = v,(a) + v,(b).

Inp

3



En effet, ab = < H q" (a)> X < H q" (b)> , tous ces produits étant constitués d’un nombre
q€P q€P
fini de facteurs différents de 1, donc ab = H ¢"@va®) o on conclut en utilisant

qeP
I'unicité de la décomposition de ab en produit de nombres premiers.

o Orn! = H k, donc wv,(n!) va . De plus la famille (2)pen forme une

1<k<n

“+o0o
partition de {1,...,n}, donc v,(n!) Z Z vy(k) = Zh!ﬂh\, ces sommes étant
h=0 keQy, h=0
finies car pour h > ko, Q, = Uy \ Upy1 = 0.
o Soit k € N : les éléments de Uy, sont p¥, 2p%, ..., jp¥, ... avec jp* < n, c’est-a-dire

j< L%J Donc |Uy| = L%J
Or Q4 = Uy \ Uppy et Uppy C U, done [Q] = L%J - L " J

Pt
¢ On en dédt%it :
-

wint) =3 (k] 25] -4 )

k=0

ko—1 ko—1

-5 (3] we el + £

=0—-0+ Z { k+1J par téléscopage)

—ZL

k>1

Partie III : un théoreme de Mertens

11° ) On sait que T — 1 < |z] < 2. Donc, par la formule de Legendre,
n

n n n n n
ol Z p—1 p (p—l p) p pp—1)

n
——1
1 p p
n
12°) n! = Hk, donc les nombres premiers qui divisent n! sont des diviseurs d’un
k=1
k€ {1,...,n}, donc sont inférieurs a n. Ainsi, n! = H p?™) | puis en passant au log,

pEPy

In(n!) = Z vp(n!) Inp.

PPy
L’encadrement de la question précédente donne alors :



Zlnp Zlnp<lnn'<n2—p—l— Z

peP, peP, peP, pEP,

13°) Soit r € N*.

27 27 2"

Inm 1 1 1
— < In(2")————— = In(2" (———),d
Z m(m —1) — Z n )m(m—l) n(2’) Z m—1 m) "
m=2r—141 m=2r—141 m=2r—141
27‘
| 1 1
E &<rln2<———>:£1n2
~ m(m —1) r=1 2 2r
m=2""141

14°) Fixons N € N* : Pour tout z €]0, 1],
N N
d d raNt -1 (N+1)aN(x—1) — (V1 —1)
r—1 __ T\ _ CR
Soret = () = (o) = T , ainsi

r= r=

N
1
d’apres les croissances comparées, E rz"! tend vers 12 lorsque N tend vers
r=1 (iL' - )
+oo a x fixé.
+0o0
. /. r—1 r—1 ]'
Ceci prouve que la série E rx’ " converge et que E ra’ T = W
x R
r>1 r=1

15°) Soit M € N avec M > 2.
D’apres la question 7 avec p = 2, il existe R € N* tel que M < 2%,

|
Pour tout m > 2, _am >0,
m(m — 1)

lnm 2" Inm Inm
donc Z ;m :Z m

Or d’apres la question précédente avec x = %, la série E
r>1

r
2r—1
M
lnm
d — < 2In2 =1In4.
onczm( T n n

Inm
La suite des sommes partielles de la série a termes positifs Z —— est ainsi
= m(m — 1)

+oo
Inm
majorée, donc cette série converge et E —— < In4.
= m(m—1)

16°) a) Soit u € [0,1]. Soit N € N*.
N

Z k+1u Z klk/tkldt /
0

k=1 k=1

2

1N1

£)Euktt gt = /1 Pl Gl
0 1+ ut



P - par U t=1 N bo(mu)Y
16.b) On en déduit que Z(—l) + - = [In(1+ut)];Zy— Rn, ot Ry = /0 U dt.
Ainsi, In(1 +u) = Ry + Z k“u . Mais par inégalité triangulaire,
14N 1 1 o
|Ry| < uN+1/O Tt dt < /0 tN dt = Va1 vore 0, donc la série ;(—1)k+1z
~+00 uk
est convergente et In(1 + u) = ;(—1)’““?.

k
u
16.c) Soit u € [0,1]. La suite <?> est positive, décroissante et tend vers 0,

keN*
donc on peut appliquer le théoreme des séries spéciales alternées. On en déduit que
2 +oo uk
u
In(1+u)—u+ 5 = Z( 1)"‘”rl ’ est du signe de son premier terme, donc est positive,
k=3

2
et de méme que In(1 + u) — u est négative. Ainsi, u — % <In(l+wu) <u.

16.d) Soit n € N*. On applique le résultat précédent avec u = + € [0,1]. Ainsi,

1 1 1 1 1 1
———gln(1+—)g—,donc1——§nln<1+—>§1
n  2n? n n 2n n
‘1 <1+1> S 1 1 S 1 1 1
et In - —_——— > — = —
n/ —n 2n° " n 2n 2n
1
17°) Pour tout n > 2, posons 6,, = —(Inn! — nlnn +n — 1). Nous allons montrer
nn
par récurrence que 6, € [0,1].
In2—-2In2+1 1
< Pour n , Ua 1{12 1 +1 5’
donc 6, € [0, 1]<:>1<ﬁ§2<:>2§1n2<1 ce qui est vrai.
n

o Pour n > 2, supposons que 6,, € [0, 1].

Onaln(n+ 1) =Inn+1)+lnn!=In(n+1)+nlhn—-—n+1+6,Inn

etln(n+ 1) =mn+1)In(n+1) —n+6,.1In(n+1), donc

Opi1In(n+1) = In(n+1)!—(n+1) In(n+1)+n = —nln(n+1)+nlnn+1+46, Inn. Ainsi,

1
Oni1 = —(—n(l 1)—1 1+6,1 = ——(1—nln(14+—-)+6,1nn).
+1 1n(n+1)( n(n(n+1)—Inn)+1+6, Inn) 1n(n+1)( nln(l+—)+0,lnn)
1
nln(l + %) S 1, donc 9n+1 2 m(@n lnn) 2 0.
1 1 1

1
De plus, 041 < ———— -
© S, Un1 = In(n+1) In(n + 1)(271
1 1 1 1 1

—_— 1 <l —+mhn<l 1) <—= — <In(l+ - i
ln(n+1)(2 +Inn) o TS a(n+1) 2n — a( +n>’ coam

est vrai, donc 6,1 < 1.

On a bien montré que 6, € [0, 1].

(1—(1—2—)+9nlnn)§ +1Inn), car 6, < 1.
n



18°) D’apres la question 12,

|
Zln_pzlnn._ hrlp1 lnn—l—l— vy lnn_ lnp1 |
= Splp—1) no Splp—1)
u Inm
or P, € NN [2,n], donc — < —— < In4, d’apres la question 15,
> ]%;p@ Py
1 1
donc ZH 211171—1—1114—1———1—9”ﬂ >Inn—1—1n4car 6, > 0.
P n n
peP,
, lnp Inn! 1 .
19°) De méme d’apres la question 12, Z — + — Z Inp, or d’apres la
P n n
pEPy, peP,
question 3, Z Inp < In(4") = nln4, donc
pEPn
In 1 1 1 1
Z—p <lnn—1—|—— 0, M —Zlnpglnn—i—lnll—i———i-é’nﬂ—l.
p n n
peP, pEPy
Par ailleurs onavuaubbquelnn=In(l+n-1)) <n-—1,
1 Inn—(n—1 1
donc — —|-9 un —-1< M < 0. Ainsi, Z up < Inn+In4. En conclusion,
n n P
pEP,
Inp Inp
—(1+1In4) < Z — —Inn < In4, ce qui montre que Z — =lnn+0(1).
p
pePy pePy,

Partie IV : un théoreme de Tchebychev

20°)
1 | 1
o — 1w, = (2 ED)
nlnn Inn
1 In(14+1
L mfam
nlnn Inn
1 In{1+ L L + !
= —1In — 0
nlnn nlnn  2n?lnn n2lnn
1 1 1
Posons t = e RS +o <n2 lnn)' On sait que In(1 +t) = t + O(t?), or
tQN# donc O(t?) = o( ! ). Ainsi, u, 11 —u :;—l—o L
n2n’n’ n2lnn’ Pt " 2n2lnn n?lnn /)’

1

La série > (un11 — uy) est convergente car , 1 — u, = o<—2>, donc, il existe L € R
N-1 "

tel que, lorsque N tend vers 400 uy — uy = Z(unﬂ —u,) — L, donc il existe £ € R

n=2
n—1

1
tel que Z FSry Inlnn+ ¢+ o(1).
k=2



21°)
o Il s’agit de la transformation d’Abel :
onaa, =A, —A,_1, donc, en posant Ag = 0, donc

N N N N-1 N-1
Zanbn = Z(An - An—l)bn = ZAnbn - Z Anbn-l—l = ANbN + Z An(bn - bn—l—l)-
n=1 n=1 n=1 n=0 n=1
o Pour tout n € N, convenons que d(n) vaut 1 lorsque n € P et vaut 0 sinon.

Inn

Posons, pour n > 2, a, = 6(n)— et b, = . Pour n = 1, on posera a; = b; = 0.
n

" lnn

Alors Z Z o(k ln k 1 , donc par transformation d’Abel,

Z _p i m : (6(1{:)%) + ”: w(k) (lnlk B ln(k‘1+ 1))

b(n) n—1 In(1+ 1/k)
=T ’;w(k) ((Ink)(m(k + 1))) '

In(1 + 1/k) 5+ O(1/k?)
nkin(k+ 1) n®(k)(1+ O(1/k))’
L+ O(1/k*) 1 1 1 1 1

22°) (k) — w(h);

— ETANT )2 - ) = - z
or 1+t—1—|—0(t),donc T+ Ok k:<1+0<k:))<1+0<k:)) k(1+0(k))’
In(1+1/k) (k) 1 1 . :
donc w(@lnkln(l{: D T 1k X z +0 =) Alors, en utilisant la question 19,

n(1+1/k)  Ink+0(1) (1 1Y) 1 1
w(k)lnkln(kjtl)_ In’ k X(E+O(E)>_klnk+o(mn?k)’

ar ——— = O(———), d’apres les croissances comparées.
e~ Oy e P

In(1+1
o En posant u, = %, on a donc Z Zw w(Z)’ avec

pEPn

1
w(k)u(k) = Tk + vy, ol vy, est le terme général d’une série absolument convergente :

en effet, si I'on pose g(t) = 2, +00], la fonction g est positive, continue

et décroissante, donc d’apres le théoreme de comparaison entre séries et intégrales,

1 "odt
la série Z ——— a méme nature que la suite ( —2> , laquelle converge car
k>2kln k 9 tIn“t/n>2

/” dt _[_L]n
, tln®t Intlo

En notant V,, sa somme partielle d’ordre n, il vient

— n—1
1
Zw(k)uk = m +Viaa=Inlnn+l+0(1)+V,1 =Inlnn+ ¢ + o(1).
l
De plus, zf( ) nnl;ll—:( ) =1+ 0(1), donc il existe A € R



1
tel que Z —=Inlnn+ X+ o(1).

1 n n
23°) © Z - = Z @, et Z(S(k:) = m(n), donc par transformation d’Abel,

k
pEPy, k=1 k=1
n—1 n—1
1 1 1 k
pep, P " k=1 + n k=1 (k+1)
n

o Supposons que 7(n) ~ c—.

Inn

n
Pour tout n > 2, m(n) > 0, donc a partir d’un certain rang, c—— > 0, donc ¢ > 0.

Inn
w(n c
On a (n) ~ , or la série Z est positive et divergente, car cette fois,
nn+1) nlnn —

ninn

"odt n
la suite ( / —) = ([ln In t} ) diverge, donc on peut appliquer le théoreme de
9 tlnt/n>2 2

sommation des equivalents :

Z K ( k + ) Z ok =clnlnn+ O(1) ~ clnlnn. Mais d’apres les questions 22

1 7(n) n
L7 Y | -
et 6, E k;k;—i—l EP]D " nnn+0()+0(1n

) ~Inlnn, donc ¢ = 1.

S|



