DM 37 : Corrigé

Premiere partie :

1)0< Py =P, Xupy1 < Py, car 0 < uppq < 1, done la suite (P,) est décroissante

+oo
et minorée par 0, donc elle converge. Ainsi, le produit H uy, existe.
k=0

2) D’apres la question précédente, tous ces produits existent.
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3) a) Soit t € R* :
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b)

¢ On sait que 'application ch est une bijection strictement croissante de R, dans

[1,+00[, or > 1, donc il existe § € R* tel que v; = chf.



o Pour n € N*, notons R(n) lassertion : v,, = ch(2"710).

Pour n =1, R(1) est claire.

Pour n > 1, supposons R(n).

Vg1 = 202 — 1 = 2ch?(2"7'0) — 1 = ch(2"0), d’ott R(n + 1).

D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N*, v,, = ch(2"716).

1 N 1 Sth(2710)  th(2V16)
o Soit N > 2. H( ) = H<1+m> - gth(Zn_QG) - th(0/2) ’

n

+oco
1
or § > 0, donc 2"7' — +oo puis th(2"7'9) — 1, donc H(l + —) existe et
n—-+oo n——+oo 1 Un
+oo
1 1
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0+3) = amm
2¢ 20 ... 0 r+1
o De plus cht = 2ch”5 — 1, donc 2ch”5 = chf + 1 = = + 1. Ainsi, ch§ = 5
De méme, cht = 1 + 2sh”5, donc sh— = 5
1 r+1
En concl (1 ) .
n conclusion H + " e
4)  a) On suppose que Y. u? converge.
o > u, converge, donc u, .0 donc In(1 4 u,) — uy, = —3u2 + o(u?) ~ —u2,
n—-+0o0

1,2 : : 2
or —5u; est une suite de signe constant et > uz converge,

donc la série Z (In(1 + un) — u,) converge.
N N N
¢ In <H + Uy, > Zln + u,) = Z[ln( + uy) — uy| + Zun Or les séries
n=0 n=0
> on(l 4+ uy,) — uy,] et Z un convergent, donc il existe L € R
N

tel que In ( | I(l + un)> N—+> L. Alors, par continuité de la fonction exponentielle,
—+oo
n=0

ﬁ(l +un) = exp (hl <ﬁ(1 + Un)>> vl el e Rx.

+o0

Ceci montre que H(l + u,) existe et qu’il appartient a R .
n=0

b) On a encore In(1 4 u,) — u, ~ —2u2 or —3u2 < 0 et ¢’est maintenant le terme

général d’une série divergente, donc > [In(1 + u,) — u,] est aussi une série divergente
dont le terme général est négatif a partir d'un certain rang.
N

Alors, d’apres le cours, ;[ln(l + Up) — Up) Nt~



N N N N
Ainsi, In < H(l + un)> = Zln(l + uy,) = Z[ln(l + up) — up) + Zun Nt
n=0 n=0

N N
donc en passant a I'exponentielle, H(l +uy,) = exp <1n ( H(l + un)>) — 0.

N—+o00
n=0 n=0
+oo
Ceci montre que H(l + u,) existe et qu'il vaut 0.
n=0

c)
(_1)n+1 ) 1
o Posons u, = Y Pour tout n > 2, |u,| < 1. De plus la suite (T> tend
n n/ n>2
vers 0 en décroissant, donc d’apres le théoreme spécial des séries alternées, la série
Z U, converge.

De plus, u? = %, donc la série > u? diverge. On peut donc appliquer le b), ce qui

+o00 (_1)n+1
montre que H <1 + T) existe et qu’il vaut 0.
n
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¢ Posons maintenant u, = (— Pour tout n > 2, |u,| < 1. De plus la suite
n

1 . . .
(—) tend vers 0 en décroissant, donc d’apres le théoreme spécial des séries alternées,
n/ n>2

la série g u, converge.

1
De plus, u? = —, donc la série S~ u? converge. On peut donc appliquer le a), ce qui
n

5, o
tre que [T(1+ 27 et
montre que g + . existe
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Seconde partie :

2t
1) a) Pour tout ¢ € [0, 7], posons f(t) = sint — —
f/(t) = =2 +costet f'(t) = —sint < 0 (lorsque 0 < ¢ < %).



Ainsi, f” est strictement décroissante sur [0, 5]. Or f/(0) =1—2 > 0et f/(%) = -2 <0,
donc il existe un unique ¢, €]0, 5[ tel que f'(Zy) = 0.

Alors f est croissante entre 0 et to, or f(0) =0, donc f est positive entre 0 et ¢y, puis
f décroit entre £y et 7, mais f(5) = 0, donc f est encore positive entre t, et 5. Ainsi,
pour tout ¢ € [0, 7], f(t) > 0, ce qu'il fallait démontrer.

b) Ainsi,
3 2 /9t\ 2n o\2n {20+l 1z 92\ 2n 2n+1 1
/2 (sint)*"dt > /2 —) t = (—) [ ] P = (—) X <E> X , donc
0 o \T U 2n+1lo T 2 2n+1

“sint)dt > —
/0 (sint) = 2@n 1 1)

c) Fixons o €]0, 7.
r

sin est croissante sur [0, ], donc pour tout ¢ € [0, §

—al, sint <sin(§ — a). Ainsi,

us
5«

(sint)?"dt - - .
! : < (F— wlsin(] — a2 x 222D

2
/ (sint)?"dt
0

comparées, car sin(3 — a) € [0,1], ce qu’il fallait démontrer.
d) Fixons € > 0. o étant continue en 7, et 5|o(3)| étant dans R?, il existe o > 0

(avec o < %) tel que, pour tout x ﬁe 15—, 5] le(z) —o(5)] < 5le(5)]

— 0, d’apres les croissances
T n—-+0o

Pour tout n € N, notons xz,, = ‘/2 o(t)(sint)*"dt — go(g) /2 (sin t)Qndt‘-
0 0

Par inégalité triangulaire, 0 < z,, < f()% lp(t) — (5)|(sint)*"dt,

done @, < [ (lo(t)] + [0(5)])(sint)*dt + [7_, §le(5)|(sint)*dt,

or ¢ est continue sur le segment [0, 7], donc elle est bornée : il existe M > 0 tel que,
pour tout t € [ )5 le(t)] < M. Ainsi,

n < 2M f (sint)?"dt + £|e(%)| fo sin t)2"dt mais d’apres la question précédente,
11 existe N € N tel que, pour tout n > N, fo “(sint)?dt < 52 |f0 |(sint)*"dt.
Ainsi, pour tout n > N, x,, < elp( fo sint)*dt|, ce qu'il fallait démontrer.

2)a) Effectuons une intégration par parties :

2 m %
I, = / (sint)®'sintdt = [~ cost(sint)** 1|2 +/ (cost)?(2n—1)(sint)*"~2dt, donc
0 0

[VE]

2n — 1
2n

I, = (2n — 1)/0 (1 — (sint)®)(sint)* 2 = (2n — 1)(I,_1 — I,,), ainsi I, = I 4.

b)
HQk—l

¢ Par une récurrence simple, on montre que I, = I H = 2 ) puis
n!




en multipliant le numérateur et le dénominateur par H(2k),

k=1
(2n)! w

(27(n!))? 2°
o D’apres la formule de Stirling, n! ~ 27mn"e‘”,

Vamrn(2n)*e " x 1 1

on obtient I, =

T
d I, ~ — d I, ~ =4/ —.
one 2nornn2re—2n 2 \/7m 2’ one 2\ n
pT 1 1 1
3 a) / e 2t dt = _2t] = — e 5
2 2 p——+oo 2

b) Fixons n € N.
pT pT 1

Pour tout p € N, / e *(sint)* dt < / e 2t dt < 3 d’apres le calcul précédent,
0 0

DT
donc la suite ( / e *(sint)*" dt) est majorée. De plus elle est croissante car
0 pe

(p+1)m
/ e (sint)** dt > 0. Elle est donc convergente.
p

c) Fixons k et n dans N. Le changement de variable ¢t = x + k7 donne :
(k+1)m T
/ e 2 (sint)* dt = / e~ 2@k (sin 2) " dg,
k 0

iy

(k+1)m 3 ™
donc/ e_2t(sin t)Q”dt :/ e_Qk”e_Qm(sin x)2nd:v +/ 6_2k”6_2$(sin m)Q”dx.
k 0 5

s
Dans la seconde intégrale, posons x =7 —t :

(k+1)m z x
/ e H(sint)?dt = e 2" (/ e~ ¥ (sinx)*dx +/ e_Q(W_t)(sint)Q"dt>, ce qui
k

T 0 0
répond & la question en posant ¢(t) = e™2 4 e~ 272t

d) Fixons n € N. D’apres la relation de Chasles,

- N—+400

(k+1) (N+1)m
Z/ e *(sint)*dt = / e *(sint)*dt — wu,, donc la série de terme
k=0 7k 0

(k+1)
général / e 2 (sint)*"dt est convergente et sa somme vaut u,. Ainsi, d’apres la
k

T

+oo +oo 1
—2km 2n —2km

question précédente, u,, = Z / (sinx)*"dz, or Z e =1 o donc

k=0 k=0
1 3
Un = T / ¢(z)(sinx)*"dz. Or ¢ est une application continue
- 26*” z on .
et o(3) = 2e7™ # 0, donc d’apres la question 1.d, u, ~ o (sinz)*"dx, puis
0

d’ 1 tion 2.b, u,
apres la question u pr— 2\/> Sl

4 a) Soit n > 1. Effectuons une intégration par parties :

5



o 1 77
/ e *(sint)*dt = [——e’%(sin t)Q"] +/ —e *2ncost(sint)* 'dt
0 2 0 0 2

T
=n / e~ cost(sint)*dt,
0 -

donc en faisant tendre p vers +o0, on obtient que u,, = n liril e *(cost)(sint)*" dt.
p—+00 0

bz Soit n > 1. Effectuons une seconde intégration par parties.
1 pr
n/ e cost(sint)*tdt = [ nge ~2t cos t(sint)?"™ 1]
0 0

T
—1—%/ e (= sint(sint)® " + (2n — 1)(cost)?(sint)*"?)dt,

donc en faisant tendre p vers +o0o, et en remplagant (cost)? par 1— (sint)?, on obtient :

1
B e W

2n —1
o 142 S0
puis n(2n — Du, 1 = 2(1 + n?)u,.
2n(2n — 1)

4(1+n?)
(2n)

H (1+K?)
De plus, uy = % (cf 3.a) et d’apres la question 2.b, I, =
(n))?I,  (2n)! (n!)?I,
T 4n n '
[+~
k=1
d) Alors, d’apres les questions 3.d puis 2.b,

1 1? 1 1 h
\/Ewunr\/ (n) — ,doncH(1+—)NS (77)7(36
2shm \/ n i ) o1+ k2 paie k2 T
2\/7mH(1+k: ) 2\/7rnH 13 =

c) On a donc, pour n > 1, u, = Up_1, donc par récurrence sur n, on

peut montrer que pour tout n > 0, u,, = Ug.

(2n)!
(2n(n))?

bo |

ou bien ug, donc u,, =

Troisieme partie :

i N\t sh(rr)
1) SiNzl,H‘1+5’:H 1+ﬁ: , ce qui prouve
n=1 n=1
que H‘l + i‘ existe et vaut i (ﬂ)
vt n T



2) Pour n € N*, notons R(n) l’assertion :
pour tout z,...,2, € C, ‘—1+H 14 2z ‘ _—1—|—H 1+ |2k])-

Pour n = 1, pour tout z; € C, |(1+z1) — 1] = || = (1+ |z1]) — 1, ce qui prouve R(1).
Pour n = 2, pour tout 21, 25 € C,

(L4 20)(1 + 22) — 1] = 21 + 21 + z12] < |21 + [22] + |2122] = (L4 |21 ])(1 + |22]) —
ce qui prouve R(2).

Pour n > 2, supposons R(n). Soit z1,..., 2,41 € C.
n+1

-1+ H(l +21)=—-1+(1+ zn+1)<1 + [—1 + ﬁ(l + zk)D: 1+ 1+ 2Z)(1+ Zy),

en posant Z; = z,41 et Zo = —1 + H(l + 21), donc d’apres R(2),

k=
n+1 ! n
’—l—i—H(l—i—zk)‘ < —1+(14|21])(14|Z2), mais d’aprés R(n), |Zo| < —1+] [(1+]z)),
k=t n+1 n nk—&—zll
donc ‘—1+H(1+zk)’ < =14+ (L + [zaa )L+ =1+ [ +12]) = =1+ (1 + |2)),
k=1 k=1

ce qui prouve R(n + 1).

3) Pour tout n € N, notons P, = H(l +ug) et Q, = H(l + |ug|). D’apres la question

4 de la premiere partie appliquée a la suite (|u,|)nen, ce qui est possible car |u,| < 1
et > |uy,| converge, la suite (Q),,) converge, donc c’est une suite de Cauchy.

Soit € > 0 : il existe N € N tel que pour tout n > N et g € N, |Qpiq — Qn| < e.

Soit n > N et ¢ € N.

n+q
|Poiqg — Pul = -1+ H + ug ‘, et |P,| < Q,, donc d’apres la question 2,
k=n+1
n—+q
|Pn+q_Pn|§Qn( 1+ H +’uk’):Qn+q_Qn§€~
k=n+1

Ainsi, la suite (P,) est une suite de Cauchy, donc elle converge vers un complexe, ce
qu’il fallait démontrer.

N N
4) Pour tout N € N, Hun = exp(iz 0,).
n=0 n=0
N 400
o Supposons que » 6, converge. Alors H Up —> exp(i Z 0,), ce qui prouve que
n=0 n=0

H u, existe.
n=0



“+oo
o Réciproquement, sSupposons que H Up existe.

n=0
N
Pour tout N € N H un| = 1 et 'application |.| est continue sur C, donc en passant
n=0
+00 +oo '
a la limite, H u,| = 1. Il existe donc 6 € R tel que H u, = e*.
n=0 n=0
Par hypothe (( n-@)) 1
ar hypothese, exp| i Z u vl
N
Pour tout N € N, il existe ey € [—7, 7] et ky € Z tels que Z 0, — 0 =cn+ 2kym.
n=0

Ainsi, eV = emp( (Z Up — 9)) N_>—+>OO 1.

En passant aux partles réelle et imaginaire, on en déduit que siney N—> 0 et
—+00

cosey — 1.
N—+oco

Il existe Ny € N tel que, pour tout N > Ny, cosey > 0, ainsi pour tout N > Ny,
EN E] - %7 %[

Pour N > Ny, ey = arcsin(siney) — 0.
N—+o00

N
1
Soit N e N: ky = 271_(2%9”—0—8]\[), donc kN+1 —ky = %(0N+1+5N_5N+1)-

EN —EN41 T 0, donc il existe N1 € N tel que, pour tout N > Ny, [ey —eny1| < 5.
—+00

3
Soit N > Ny : |kyy1 — kn| < M—|—4 < 7 car Oy € [—m, 7.

Or kN+1 — ky € Z, donc kyy1 = ky. On en déduit que pour tout N > Ny, ky = ky,.

Ainsi Z 0, — 040+ 2ky,7, ce qui prouve que » 6, converge.

N—+o00

“+oo .
5) Supposons que H(l + 1) existe.

n 1

1+4 o+
Alors d’apres 1, H m

|1+—| Voo TS L+ 5|

1+4 5
Ainsi, en posant u, = 1 + H u, existe.

De plus, pour tout n € N, |un| = 1 et u, # —1 Posons tn = e ou 0, €] — 7, 7.

D’apres 1114, Y 6,, converge. Mais tan,, = + et 6,, €] — 2, Z[ car Re(u,) > 0.

1
Ainsi 6,, = arctan% ~ %, donc E — converge, ce qui est faux.
n>1



—+o0 .
1

On a donc montré par ’absurde que H(l + —) n’existe pas.
n

n=1



