Feuille d’exercices 17.
Calcul asymptotique

Exercice 17.1 : (niveau 1)
Développement limité & I'ordre 3 au voisinage de 0 de e,
Exercice 17.2 : (niveau 1)

Donner un équivalent simple de Z

1
—k+VE

lorsque n tend vers l'infini.

Exercice 17.3 : (niveau 1)
Donnez des équivalents de

au voisinage de —1.

W au voisinage de 0 et de 4-00.
et —1)2

au voisinage de 0 et de 1.

;

Exercice 17.4 : (niveau 1)

1
Nature de Z ay, OU @, = .

n

n>1 kz \k/E
=1

Exercice 17.5 : (niveau 1)
Calculer le développement limité a l'ordre 3 au voisinage de 0 de cos(vt +t2) : on
attend des calculs précis et justifiés.

Exercice 17.6 : (niveau 1)

Soit a € R. Déterminer la nature de Z a, ou a, = n* Z Vk.
k=1

Exercice 17.7 : (niveau 1)

1 tanzr —sinx
Calculer la limite en 0, si elle existe, de (sinz) sin(—2>, (14 tanz)ms, ———————
x

a3 ’
in(xl

ot sin(zInx) '
x



Exercice 17.8 : (niveau 1)

mn?

——— | ouacR
2n2+an+1) o

Nature de la série de terme général a,, = cos (

Exercice 17.9 : (niveau 1)
DL3(0) de f(z) = zes™® — /1 + .

Exercice 17.10 : (niveau 1)
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = cos(mvn? + n).

Exercice 17.11 : (niveau 1)

1 1
Donner un équivalent simple en 0 et en +oo de — — — et de In(4z* — 2cosx + 3), .
r

Exercice 17.12 : (niveau 1)

—1)"
Nature de Zun ou u, = In (M> , avec a € R.

Vvn+a

Exercice 17.13 : (niveau 1)
Déterminer la limite lorsque x tend vers 1 de l.
l—z+Inz

Exercice 17.14 : (niveau 1)
(—1)”\/ﬁsin<\%ﬁ>
vn+ (=1

Nature de la série de terme général u,, =

Exercice 17.15 : (niveau 2)
Donnez des équivalents de

1
o flx)= Lg) au voisinage de 0 et de 1.
Va(l — )2
o f(x)= M au voisinage de 0.
er —
th3x — th2
o flx)= e P voisinage de 0 et de +oo0.
T

Exercice 17.16 : (niveau 2)
Donnez des équivalents au voisinage de 400 de
(ln(n + a))nln(N)
o Uy = |7 .
In(n +b)

o a, = arccos(— arctan(n?)).
T

Exercice 17.17 : (niveau 2)
Soit f une application de R dans R telle que f(t) ~ ¢, lorsque ¢ tend vers 0.

n

Calculer la limite lorsque n tend vers +oo de E f (ﬁz)
n
k=1
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Exercice 17.18 : (niveau 2)
Soit (u,) la suite définie par ug = 1 et, pour tout n € N, u,, 11 = sin(uy,).

1°) Montrer que u,, — 0.
n—-+00

2°) Déterminer a € Z tel que uf | —uy — € RY.

n—-+o00

3°) Donner un équivalent de u,,.

Exercice 17.19 : (niveau 2)
4

1
x a
Calculer la limite en +o00, si elle existe, de 2 sin(2), ( ) P — 2, cos VT + 1—cos /Z,

rz—1
shvz? + 2
et —— .
em
Exercice 17.20 : (niveau 2)
1
Etudier la suite (u,)nen+ définie par : u; € RY et, pour tout n € N*, w4 = u, + —
niy,

et déterminer un équivalent de u,, lorsque n tend vers +oc.

Exercice 17.21 : (niveau 2)
99 k

DLjg0(0) de f(z) = ln(Z ﬁ)

Exercice 17.22 : (niveau 2)
DLy(1) de f(z) = V& + /.
Exercice 17.23 : (niveau 2)

Pour tout € R, on pose f(z) = e* + arctanz — 1.
Montrer que f~! est définie au voisinage de 0 et déterminer son DLy (0).

Exercice 17.24 : (niveau 2)

Soit o € R. On pose u,, = n(n) + (—1)me" Déterminer la nature de Zun

Exercice 17.25 : (niveau 2)

Soit a € R. Déterminer la nature de la série de terme général
1
on = (04 1) = (= 1)),

Exercice 17.26 : (niveau 2)
(="

Déterminer la nature de Z ik
n!

n>1
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Exercice 17.27 : (niveau 3)
1°) Pour tout n € N*, montrer que I’équation Z ¥ = 1 admet une unique solution

k=1
sur [0, 1] notée ay,.

2°) Montrer que la suite (a,) est strictement décroissante.

3°) Montrer que la suite (a,) converge vers une limite [ que 1’on calculera.

4°) Donner un équivalent de a,, — .

Exercice 17.28 : (niveau 3)

1°) Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique z,, € R tel que In(z,,)+nx, = 0.

2°) Montrer que z,, — 0.

n—-+o0o

3°) Donner un équivalent de z,.
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Exercices supplémentaires

Exercice 17.29 : (niveau 1)

Développement limité a ’ordre 4 au voisinage de 0 de cost
cos

Exercice 17.30 : (niveau 1)
On fixe deux réels a et b. Déterminer la nature de la série Zun

1 1 n+1
U u, = sin(— tan(—) + bl :
ol u sm(n)+a an(n)Jr n(n—l)

Exercice 17.31 : (niveau 1)
Développement limité & I'ordre 4 au voisinage de 0 de In*(1 4 t).

Exercice 17.32 : (niveau 1)
Développement limité a 'ordre 6 au voisinage de 0 de In(cost).

Exercice 17.33 : (niveau 1)

“+00
1
Nature de la série Z a, Ol a, = Z =k

k=n+1

Exercice 17.34 : (niveau 1)
Développement limité & I’ordre 6 au voisinage de 0 de arcsin®t.

Exercice 17.35 : (niveau 1)

Calculez la limite de (zcotan(z))<Ot

al(@) Jorsque x tend vers 0 par valeurs supérieures.

Exercice 17.36 : (niveau 1)
Calculer les limites a gauche et a droite en 0, si elles existent,

I .
de f(z) = 2|1+ E‘ et g(z) = S

V1—cosx
Exercice 17.37 : (niveau 1)

v In(k
Déterminer la nature de la série de terme général u,, = E“La(), ou a € R.
n
Exercice 17.38 : (niveau 1)

sinz

¥ — (sinx)

Déterminer la limite lorsque x tend vers 0 de

3
Exercice 17.39 : (niveau 1)
1°) f(z) = xsf; possede-t-elle une limite en 400 7
2°) g(x) = (sinz)In(1 4 x) possede-t-elle une limite en +o00?
sin £
3°) h(z) = — xl possede-t-elle une limite en 07
ex +

LLG, MPSI 2, 2024/2025 5



Exercice 17.40 : (niveau 1)

1°) Développement limité de (sint)'® & 'ordre 17 au voisinage de 0.

cost

2°) Développement limité de e“** au voisinage de 0 a l'ordre 4.

Exercice 17.41 : (niveau 1)
Soient a, b et ¢ trois réels. Déterminez la nature de la série Z a, ol

an, =vVn2+n+1—vn3+an?+bn+c.

Exercice 17.42 : (niveau 1)

Donnez le développement limité de (1 + sint)t

a ’ordre 4 au voisinage de 0.

Exercice 17.43 : (niveau 2)
2n

Donner un équivalent de u,, = g —.
k=n+1

Exercice 17.44 : (niveau 2)

Natures de z:(ch(\/m))_Q7 Zargch(%) et Z ((g)% — (arctann)%) :

n>1 n>1

Exercice 17.45 : (niveau 2)
Donnez un équivalent au voisinage de 0 de sh(sint) — sin(sht).

Exercice 17.46 : (niveau 2)
Déterminez la nature de la série Z a, ou a, = sin(rvn? + 1).
Exercice 17.47 : (niveau 2)

Soit (v, ) € R%. Déterminer la nature de Z Uy OU Uy =

(=D"
n® + (—1)"nf"
Exercice 17.48 : (niveau 2)
Soit o € R* Calculer lorsqu’elle existe la limite [ de (a,) ot :

1
Vn € N* a, = cos" <—a> . Etudier la nature de Z(an —1).

n
n>1

Exercice 17.49 : (niveau 2)
Calculer le développement limité a 'ordre 2 au voisinage de § de f(z) = (14 sinz)”.

Exercice 17.50 : (niveau 2)

Nature de la série de terme général u,, = (—1)" <(1 + )" = —> :

Exercice 17.51 : (niveau 2)

1 1 <
Donner un développement asymptotique en 0(—3) de u, = — Z k!
n n! prt
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Exercice 17.52 : (niveau 2)
On pose f(z) = ze@).

1°) Montrer que f est un C*°-difféomorphisme de R sur R.
2°) Déterminer un développement limité de f~! au voisinage de 0 & 'ordre 6.

Exercice 17.53 : (niveau 2)

. R R

Soient ¢ € R’.. On note / — . .
—  xsin(x) — ccos(x)

1°) Pour n € N, montrer que f possede un seul zéro z,, dans

I'intervalle |nm, nm + g [.

2°) Déterminer un équivalent de x, — nm quand n tend vers +o0.

Exercice 17.54 : (niveau 2)
In(n + a))nln(n)
In(n +b)

1°) Montrer que u, tend vers une limite [ lorsque n tend vers +o0.

Soit (a,b) € (R%)% Pour tout n € N*, on note u,, = <

2°) Déterminer la nature de la série > (u, — ).

Exercice 17.55 : (niveau 2)
On note (uy,) la suite définie par u; = 1 et, pour tout n > 1, up 1 = (n +u"*)n.

1°) Déterminer la limite de u,,.
2°) Donner un développement de u,, en o(=).

Exercice 17.56 : (niveau 2)
Soit f : I — R de classe C?, o1 I est un intervalle ouvert contenant 0.
On suppose qu’au voisinage de 0, f(x) =z + 2% + 23 + o(2?).

1°) Montrer que f~! est définie et de classe C? sur un intervalle ouvert contenant 0.
2°) Donner un développement limité de f~'(z) au voisinage de 0 & l'ordre 3.

3°) On suppose maintenant que f est de classe C", ou n € N*, et qu’au voisinage de
0, f(x) =) a* +o(z").
k=1

Donner un développement limité de f~! au voisinage de 0 a I'ordre n.

Exercice 17.57 : (niveau 2)
Déterminer une application f : RY — R telle qu’au voisinage de +o0, pour tout

neN, In"z=o(f(z)) et f(z) =o(zn).

Exercice 17.58 : (niveau 2)

Soit (a,) une suite de réels positifs ou nuls.
Montrer que [& — 0] <= [e" ~ (1 + a—n)”]
n

\/ﬁ n——+o0
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Exercice 17.59 : (niveau 3)
(=*) _q
On pose f(x) = S lorsque z € R* et f(0) = 0.
x
On admet que f réalise un C'*°-difféomorphisme de R dans R.
Déterminer un développement limité de f~! au voisinage de 0 & I'ordre 6.

Exercice 17.60 : (niveau 3)

Soit (a,) une suite de réels telle que a, Z a; — 1.

p] n—+oo
Déterminer la nature de _ a,,.
Exercice 17.61 : (niveau 3)
Soit f :x+—— tanx — .
/ T+ 1 .
Pour n € N*, montrer que f a un seul zéro noté z,, dans |nm, nw + 5[
Donner un développement de x,, lorsque n tend vers +oo, a la précision o<—3> .
n

Exercice 17.62 : (niveau 3)

1°) Soit n € N*. Montrer qu’il existe un unique réel z,, € R%

Tn t’n
tel dt = In(1 n)-
eque/0 T3 n(l+xz,)

2°) Montrer qu’a partir d'un certain rang, x, € [1,2].

3°) Montrer que la suite (x,) converge et calculer sa limite .
4°) Donner un équivalent de z,, — v lorsque n tend vers +o0.

Exercice 17.63 : (niveau 3)

1
1°) On note U 'ensemble des suites réelles décroissantes (u,,) telles que u,, + w1 ~ —.
n

Montrez que les éléments de U sont tous équivalents.

1
2°) Méme question avec 'ensemble V' des suites réelles positives telles que vy, +vg, ~ —.
n

Exercice 17.64 : (niveau 3)

Soit (fn)nen €t (gn)nen deux suites d’applications de R, dans R telles que, pour tout
nEN et R, fo(r) < farr(2) € gupr(x) < gu(a)

On suppose de plus que, pour tout n € N, f,,(z) = o(gn(x)).

Montrer qu’il existe une application H de R, dans R, telle que, pour tout n € N,
fn(x) = 0o(H(z)) et H(x) = 0(g,(x)) lorsque z tend vers +o0.
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