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Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C.

1 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un intervalle [ inclus dans R de cardinal
infini. On fixe deux applications continues a et b de I dans K.

On considere les équations différentielles suivantes en 'inconnue y :

(E):y =alt)y+b(t) et (H):y = a(t)y.

(E) est la forme générale d’une équation différentielle linéaire d’ordre 1 et (H) est son
équation homogene associée. On dit aussi que (H) est I’équation sans second membre

(ESSM).

Définition. On dit que y est une solution de (F) si et seulement si y est une application
dérivable de I dans K telle que, pour tout t € I, /(t) = a(t)y(t) + b(t).
Dans ce cas, le graphe de y est appelé une courbe intégrale de (E).

Remarque. Cette équation différentielle est dite du premier ordre car elle ne fait
intervenir que la dérivée d’ordre 1 et non les dérivées d’ordres supérieurs.
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Remarque. Il s’agit bien d'une équation linéaire. En effet,

si I'on note D'(I,K) I'ensemble deslapplications dérivables de I dans K, I’équation (E)
i o . [ DNMI,K) — F(I,K)

peut s’écrire : f(y) = b, ou Y o o —ay

f est bien une application linéaire.

En particulier, ’ensemble des solutions de (H) est égal a Ker(f), donc c¢’est un sous-
espace vectoriel : si y; et y, sont deux solutions de (H), pour tout «, 5 € K,

t — ayy(t) + Bya(t) est encore une solution de (H).

Exemple. t+—— ¢! est une solution de I’équation différentielle 3’ = .
t —> e 41 est une solution de 1’équation différentielle y' = 2ty — 2t.

Exemple. L’équation différentielle régissant la vitesse v d’une masse chutant dans
un fluide (tres) visqueux est du type v’ + Av? = g olt A est une grandeur physique (en
m~1) et ou g est Paccélération de la pesanteur. Ce n’est pas une équation différentielle
linéaire !

Définition. Soit yy € K et tg € I.

Le probleme de Cauchy relatif a (F) et au couple (g, o) consiste en la recherche des
solutions y de (F) vérifiant la condition initiale y(ty) = o.

Exemple. ¢+— e(®) +1 est une solution du probleme de Cauchy relatif a I’équation
y' = 2ty — 2t et a la condition initiale y(0) = 2.

Propriété. Notons Sy 'ensemble des solutions de (H) et Sg 'ensemble des solutions
de (E). Si yo est une solution de (E), alors Sp = {yo + y/y € Su} 2 yo + Sy. On dit

que la solution générale de (F) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de (F)
a la solution générale de (H).

Démonstration.

C’est un cas particulier de la propriété sur les équations linéaires énoncée en page 12
du chapitre sur la structure d’espace vectoriel. O

Théoréme. Notons A une primitive de a. Alors

Y =ally = BreK Vel y(t)=r"]

Ainsi, Sy est un espace vectoriel de dimension 1, c’est-a-dire une droite vectorielle.

Démonstration.

Soit y une application dérivable de I dans K. Notons z I'application de I dans K définie
par Vt € I z(t) = y(t)e 4O,

z est dérivable et Vt € T 2/(t) = e D (y/(t) — a(t)y(2t)).

Ainsi (H) <= 2 =0<= 3 €K Vtel z(t)= A\ Donc

(H)y<=3INecK Vtel y(t)=x """ 0

Exemple. En dynamique des populations, le modele de Malthus (1798) décrit la
vitesse de croissance d’une population lorsqu’elle est de taille raisonnable et placée dans
des conditions idéales : espace illimité, nourriture suffisante, absence de prédateurs,
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résistance aux maladies ... En notant N(¢) le nombre d’individus a l'instant ¢, le
taux de croissance est alors proportionnel a la population, ce qui donne I’équation
différentielle suivante : (H) : N'(t) = rN(t), ou r > 0 représente le taux de croissance
relatif.

En réalité, I'application N n’est pas dérivable : elle est a valeurs dans N et elle est
discontinue a chaque instant ou l'effectif de la population est modifié. Cependant,
pendant un temps dt, si la population croit proportionnellement a son effectif, on peut
approcher N(t 4 dt) — N(t) par rdt, donc il est raisonnable d’approcher N par une
application dérivable, que 1'on note encore N, et qui vérifie I'équation (H) précédente.
La solution de (H) est N(t) = Npe™ ot Ny est la population initiale, & 'instant ¢ = 0.
La croissance de la population est donc exponentielle pour ce modele.

Dans la réalité, de telles conditions idéales sont rares et ne restent valables que sur de
courtes durées. Notamment, des que I’on s’approche de la surpopulation, le manque de
nourriture, les interactions dues a la promiscuité etc., font baisser le taux de croissance
si bien que la population ne dépasse pas une certaine limite. Le modele de Verhulst
(1838) a pour but de tenir compte de ces contraintes imposées par le milieu. Pour cela,
Verhulst choisit de remplacer le taux de croissance constant » du modele de Malthus
par un taux de croissance variant avec la taille de la population. Plus précisément,
Verhulst corrige le taux de croissance per capita r en le multipliant par le facteur

N(t)
K

ou K désigne l'effectif maximal de la population. Ainsi,
N(t)

de croissance est proche de r. On retrouve alors le modele malthusien et sa croissance
exponentielle. A contrario, lorsque la population s’approche de sa limite K, le facteur

L N@

Verhulst aboutit ainsi a ’équation différentielle suivante :
N(t
(E) : N'(t) = r(l — %)N(t)
Une telle équation se rencontre pour d’autres modélisations, en économie et en chimie
notamment. Elle porte le nom d’équation logistique. C’est une équation différentielle
non linéaire.
Cependant, lorsque pour tout ¢t € I, N(t) # 0, si 'on pose y = %,

correctif limitant 1 —

lorsque la population est faible devant K, le facteur 1 — est proche de 1 et le taux

tend vers 0 et le taux de croissance devient tres faible.

! 1\1 r
(F) <~ _y_2 = r<1 — —>— < 1y +ry = —. C’est une équation différentielle
L y Ky’ y K
linéaire d’ordre 1, a coefficients constants, dont ’équation homogene (H) : y' = —ry

a pour solution générale t — \e™".
On devine qu'une solution particuliere de (£ est 'application constante ¢t — %, donc

K

la solution générale de (E) est t — Ae™ "t + & TNk 1 ou

K>
A est un réel qui dépend des conditions initiales.

ce qui donne N(t)

Exemple. Un circuit électrique composé en série d’'un condensateur de capacité C' et
d’une résistance R alimentés par un générateur de force électromotrice V' s’appelle un
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circuit RC. Si on note ¢(¢) la charge du condensateur a l'instant ¢, la loi des mailles
permet d’établir que ¢ satisfait I’équation différentielle
q V
E):q¢g+—=—=
(B) : d+55=%
Comme pour I'exemple précédent, on montre que
(E) <= 3N eR, VteR, ¢(t)=Nere +VC.

Exemple. (E) : v + y=0<= 3\ R,V ER,y(t) = \e 2ctant,

1+¢2
t2
Exemple. ¢ —ty =2t <= IN e RVt € R, y(t) = Nez — 2.

Résolution de (£) par la méthode de variation de la constante.

Soit y une application dérivable de I dans K. On vient de voir que y est solution de
(H) si et seulement si il existe une constante \ telle que y(t) = AeA®). Faire “varier la
constante”, c’est poser y(t) = A(t)eA® ol A(t) est une fonction quelconque de .

Alors |(F) < X(t)eA(t) = b(t)|, puis si l'on fixe £y € I,

t
(F) <= [EIC' ek, Vtel, yt)= eA(t)/ b(z)e @ dx + Cer®
to

Démonstration.
o Pour tout t € I, posons A(t) = y(t)e~*®. Alors )\ est une application dérivable de I
dans K et, pour tout t € I, y(t) = A(t)e A(t) On en dedult que, pour tout ¢t € I,

Y(£) = X()eA + a(t)y(t). done () <= X()e® = b(t).
o Alors (E) <= X(t) = b(t)e~*®. Fixons t, € I.
Supposons que (F) est vérifiée. Alors ) est continue, donc A est de classe C* sur 1. On
en déduit que, pour tout t € I, \(t) = A(to) + ft'; N(z) de =C+ fti b(x)e 4@ dz, o

—A(z)

C € K. La réciproque étant claire, car x — b(x)e est continue, on a montré que

t
(E) <= [EIC cK, A(t) = / b(z)e 2@ dx + C’}, ce qui conclut. 0
to
Résolution du probléeme de Cauchy relatif a (F) et a (to,y0) €  x K.
Notons (C) la condition de Cauchy suivante : (C) < [(E) et y(tg) = yo]. Alors
t
(C) <<= [3C €K, y(t) = eA(t)/ b(z)e ) dx + Ce® et Ce) = yg], donc

to
t
(C) <= [Vtel, y(t) = eA(t)/ b(z)e @ dg + yoe-At0)],
to
On a donc prouvé, dans le cas particulier d’'une équation différentielle linéaire d’ordre
1, qu’il y a existence et unicité d’une solution pour un probleme de Cauchy donné. Ce

résultat reste vrai pour des équations différentielles beaucoup plus générales, c’est le
théoreme de Cauchy-Lipschitz, que nous énoncons plus loin.

2 42
Exemple. (E) : ¢ —ty=2te? < INeR, Vt € R, y(t) = (A +t?)e?
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Principe de superposition des solutions : On suppose que b = by + by, ol by et
by sont deux applications continues de I dans K. Notons (E;) et (E2) les équations
différentielles suivantes : (E1) : ¢ = a(t)y + bi(t) et (Es) : v/ = a(t)y + ba(t).
Supposons que z; est une solution de (Fj) et que z2 est une solution de (Es).

Alors z; + 25 est une solution de (F).

Démonstration.

DYI,K) — F(I,K)
y — Yy —ay

linéaire f(y) = b, (El) a f(y) = b1 et (EQ) a f(y) = bg.

Ainsi, par hypothese, f(z1) = by et f(2z2) = by, or f est linéaire,

donc f(2) = f(21) + f(22) = b1 + by = b, ce qu’il fallait démontrer. O

Notons a nouveau * , de sorte que (E) correspond a I’équation

2
Exemple. Considérons Péquation (E) :y — ty = 2te™ + 2t.
D’apres le principe de superposition des solutions, et d’apres les exemples précédents,
2
la forme générale des solutions de (E) est t — (A4 12)eT — 2.

Exercice. Résoudre I’équation différentielle (E£) : ty' +y = 1.

Solution : Soit I € {R*,R% }.

¢ On commence par résoudre (E) sur [.

On devine que l'application t — % est une solution particuliere de

(H) : ty' = —y, or on a vu que Sy est une droite vectorielle,

donc (H) <= IN€R, Vte I, y(t) =2.

De plus, t — 1 est une solution particuliere de (F), donc sur I,

(E) <= 3X€R, Vtel, y(t)=1+3.

¢ On recherche maintenant les solutions définies sur R en entier.

Supposons que y est une telle solution. Alors ses restrictions y R+ et y|r- sont des
solutions, donc ce qui précede montre qu’il existe A1, A\ € R tel que, pour tout

A A
teR*  yt)=1+ 71 et pour tout ¢t € RY, y(t) =1+ 72
Si A #0, |y(t)] — 400, ce qui est faux car en tant que solution de (E) sur R,
t—0~

y est dérivable donc continue en 0, donc bornée au voisinage de 0.
Ainsi \; = 0 et de méme Ay = 0.
La réciproque étant claire, on a montré que la fonction constante égale a 1 est
I'unique solution de (E) définie sur R en entier.
La définition suivante généralise la situation de cet exemple.
Définition. On suppose que c est une troisieme application continue de I dans K. On
note (F) I'équation différentielle c(t)y’ = a(t)y + b(t).
(F') est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 non résolue, alors que (E) est
appelée une équation différentielle linéaire d’ordre 1 résolue.
Soit ty € I. On suppose que ty est 'unique "zéro” de ¢ sur I.
Notons I, = IN] — oo, to[ et 1y = IN]ty, +00l.
,_a(t) ()

Sur [, et sur Iy, (F) <=y’ = —=y+ ——=, ce qui nous ramene a une équation résolue.

c(t)”  e(t)’
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Supposons que y, est une solution de (F') sur I, et que y4 est une solution de (F') sur
I;. On dit que y, et yq se raccordent en t, en une solution y sur I si et seulement si y
est une solution sur I dont les restrictions sur I, et I sont y, et y4.

Propriété. Reprenons les notations de la définition précédente. Remarquons que, sur
14, yq vérifie I'équation y);, = %yd + %, donc yy est de classe C! sur I;. De méme, y,
est de classe C* sur I,,.
Yy, et yq se raccordent en fo en une solution de (F') définie et de classe C' sur I en
entier si et seulement si les deux propriétés suivantes sont vérifiées :

— (1) : Ilexiste ¢ € K tel que y,(t) — £ et ya(t) — ¢;

t—ty t—td
— (2) : DNexiste ' € K tel que y,(t) — (' et yu(t) — '

t—t] t—td
Démonstration.
o Supposons que y, et yq se raccordent en ¢, en une solution y définie et de classe C"!
sur I. Alors, sur Iy, yq(t) = y(t), donc par continuité de y en g, yq(t) — y(to).
t—t]

De méme, y,(t) — y(to). Ceci établit la propriété (1) avec £ = y(to).

t—st)
y' étant supposée continue en o, le méme raisonnement s’adapte avec y', y; et y;, ce
qui permet d’établir la propriété (2) avec ¢/ = y/(to).
o Réciproquement, supposons que les conditions (1) et (2) sont vérifiées.
On définit y sur I \ {to} en convenant que, pour tout t € I, y(t) = y,(t) et que, pour
tout t € Iy, y(t) = yq(t). Alors, d’apres la condition (1), y(t) = ¢, donc si 'on pose

y(to) = ¢, on prolonge y en une application définie et continue sur 1.

Alors, avec la condition (2), et sachant que yq4 et y, sont C'', on peut appliquer le TLD,
ce qui prouve que y est une application de classe C* sur I en entier avec y/(ty) = ¢
ya est solution de (F') sur I, donc c’est aussi le cas pour la restriction de y sur I,. 1l
en est de méme sur I,. Ainsi, pour tout ¢ € I'\ {to}, c(t)y/'(t) = a(t)y(t) + b(t).

Cette derniere égalité fait intervenir uniquement des applications continues en ty, donc
en faisant tendre ¢ vers ty, on obtient que c(to)y'(to) = a(to)y(to) + b(to).

On a bien montré que y est solution de (F') sur I en entier. O

Remarque. Dans le contexte des équations différentielles non résolues, le théoreme
de Cauchy-Lipschitz n’est plus valable. En effet, avec les notations précédentes, y, et
yg sont définies a deux constantes Aj, Ay pres.

Le plus souvent, la condition (3) est vérifiée. Les conditions (1) et (2) imposent deux
relations portant sur A\; etAs. Ainsi, le probleme de Cauchy [(F) A y(ty) = yo] peut
n’avoir aucune solution (non existence) ou bien une infinité de solutions (non unicité).
Dans le cas de I'exercice précédent, lorsque yy # 1, il n’y a aucune solution au probleme
de Cauchy.

Exercice. Résoudre sur I =| — 7, 7[ le probleme de Cauchy
(E) : ¥ +2ytant =2 et y(0) = 0.

Solution : Soit y une application dérivable de I dans R.
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Notons (H) I'équation sans second membre associée a (F).

Ainsi, (H) <=y’ = —2ytant.

Or [tant dt = —In(cost)+k, donc (H) <= 3N € R, y = Ae?(0) = X\ cos?(t).
Appliquons la méthode de variation de la constante, en posant y(t) = A(t) cos?(t).

2
Alors, d’apres le cours, (E) <= N (t)cos®(t) = 2, or /—Q(t) dt = 2tant + k,
cos
donc (F) <= y(t) = (X + 2tant)cos?(t). Ainsi, La solution générale de (F)
est t — Acos®t + sin(2t), donc 'unique solution du probleme de Cauchy est
t — sin(2t).

Exemple. Résolution du systeme différentiel

(S) - 1+ =tz+y+2t>—1
‘ (1+1%)y = —z+ty+3t

¢ Soit x et y deux applications dérivables de R dans R. posons z = x + iy.

Alors (S) <= (1 +1%)2/(t) = o(t — i) + y(1 4 it) + 2t* — 1 + 3it, donc

() 4= (14 2)7 = (t =)z + (t+ )2t +1) 4= 2 = ——+ 22

¢ L’équation homogene associée est

(H): 2 = ﬁ <= 3INe€C z=A\t+1), car t —> t + 1 est une solution évidente de

(H) et car Sy est une droite vectorielle.
¢ On peut retrouver ce résultat par le calcul, mais c’est nettement plus compliqué :
d
(H) < 3N € C, z(t)= A/ 7. Or
dt t—1 1
/t+i = / . +t22 dt = §1n(1 + ) —darctan(t) + C, donc
(H) <= 3N € C, z(t) = \W1 + tZe7tactan() — \\/T 4 #2(cos arctan(t)—i sin arctan(t)).

Posons § = arctan(t) €] — 7, 5[. Alors cosf > 0, donc
1
cos arctan(t) = (ng) g (1 + tan? 9)*% — ﬁ

et sinf = tanfcosf =

ydonc (H) <= 3IN e C, z=A1—1it) = =i\t +1).

e done (H) (1 it) = ~iA(t + )

o Appliquons la méthode de variation de la constante. Posons z = A(t)(t + 7). Alors
2 ‘ 2 '

(S) = N(O)(t+1) = t”? — N = tj% done

(9) < 3(C1,Cs) € R?  A(t) = In(1 + #?) + sarctan(t) + C; + iCy, donc

(

5 z(t) = Cit — Cy — arctan(t) + tIn(1 + ¢?)
$) < 3(C1, C,) €R® VEER y(t) = C;+tCy + t.arctan(t) + In(1 + ¢2)
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2 Equation différentielle linéaire du second ordre

2.1 Equations a coeflicients quelconques

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un intervalle [ inclus dans R de cardinal
infini. On fixe trois applications a, b et ¢ continues de I dans K.
On considere 1’équation suivante en l'inconnue y :

(E) y' = a(x)y’ +b(x)y + c(x).

C’est la forme générale d’une équation différentielle linéaire résolue du second ordre.
On notera (H) I’équation homogene associee : y” = a(x)y’ + b(x)y.

Définition. On appelle solution de (E) toute application y : I — K deux fois
dérivable telle que

Ve el y(x) =a(z)y'(x) + b(x)y(z) + c(x).

Dans ce cas, le graphe de y est appelé une courbe intégrale de (E).

Propriété. Notons Sy 1’ensemble des solutions de (H) et Sg I'ensemble des solutions
de (E). Si yo est une solution de (E), alors Sg = {yo + y/y € Su} = yo + Sy. On dit

que la solution générale de (£) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de (E)
a la solution générale de (H).

Démonstration.
(E) est encore une équation linéaire. Cette propriété est encore un cas particulier de
la propriété vue en page 12 du chapitre sur la structure d’espace vectoriel. O

Définition. Soit (xo,y0,y,) € I x K x K.
On appelle probleme de Cauchy relatif a (E) et au triplet (zo, yo, y5) le probléeme de la
recherche des solutions de (E) telles que y(xo) = yo et v/ (o) = .

Théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Pour tout (zo,v0,7) € I x K x K, il y a existence et unicité au probleme de Cauchy
relatif & (F) et au triplet (o, yo, ¥})-

Démonstration.
Admis O

Propriété. Sy est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de K!.

Démonstration.

(ol S H — K2

e A UCONAC o
D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, ¢ est bijective. De plus elle est linéaire, donc
elle réalise un isomorphisme entre Sy et K?. Or K? est de dimension finie, donc c’est

aussi le cas de Sy et dim(Sy) = dim(K?) = 2. o

Fixons zy € I et notons
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Cas particulier ol on connait une solution ¢, de (H) ne s’annulant pas

sur /. On considere 'application A = i. On dit que 'on pose y = Ayy), c’est une
¥1
pseudo-méthode de variation de la constante.

Alors (F) est équivalente a une équation linéaire d’ordre 1 en \'.

Démonstration.

(E) <= c(x) + b(x)Ap1 + a(x) (N1 + Ap)) = N1 + A" 1 + 2N ¢,

or b(z)p1 + a(z)p] = ¢"1, donc

a(@)pr —2¢ N c(z)

(E) == c(x) + a(@)Np1 = N1 + 2N ) <= \" =
Y1 $1

Exemple. On pose [ =] —1,400].

Résoudre sur I I'équation (E): (t+1)y” — 2y — (t — 1)y = te "

¢ On remarque que (1 +¢) —2+ (1 —t) =0, donc t — €’ est une solution sur R de

I’équation homogene et cette solution ne s’annule jamais. On peut donc appliquer la

méthode de pseudo-variation de la constante.

Soit y : I — R une application deux fois dérivable. On pose Vt € I y(t) = \(t)e'.

Alors (E) < te ' =e' (1 =X —=2A+N)+ (1 +)(A+ 2N + X)), puis

2t N te=?

1t +1+t’

(E) = te ™ = (1+HN +2tN <\ =

2t
o Notons (H) l'équation 2’ = ———2z.

—2 —2(1 2
tdt:/ (1+1)+

— dt = =2t +2In|1 + t| + k, donc
141 141
(H)<= 3D eR Vtel 2= D(1+1t)* 2]
¢ Appliquons la méthode de variation de la constante :
on pose N = D(t)(1 +t)%e 2. D’apres le cours,
2 t (1+¢t)—1

/ 2 =2t te” / o o
(E) <= D'(t)(1+1t)% =113 D(t)_(l—l—t)?’_ e , donc
(E) <= 3C €R D(t) = Ll L0 puis

Cl+t o 2(141)2
(B) <= 3CeR N =e2(—(1+t)+ 5+ C(1+*+21)).
Ainsi (E) <= 3C eR Vte I N(t)=(Ct*+ (2C - 1)t + C — 3)e .
o Cette derniere application admet une primitive de la forme (at? + Bt +v)e™%, avec
Ct* + (2C = 1)t + C — 5 = =2(at* + Bt + ) + 2ta + B, donc
C

—2a=0C, =20+2a=2C—1et —27+B:C—%.Ainsia:—§,

ﬁ—%(—0—20+1)——30_1ety—%(l_;’c_ch%)_y.Dom
5 . 2 3 5 1 1 .
(E) <= 3C, D) eR® y(t)=e (C(—5 —5t— )+ 5t + )+ De'.

2 2 4 2 2
t+1

Ainsi (E) <= 3(C,D) € R* y(t) = De' + e 1 (C(2t* + 6t + 5) + T)

Nous allons maintenant étudier les équations différentielles linéaires du second ordre
non résolue, en adaptant le chapitre précédent.
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Equations différentielles 2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Définition. On suppose que d est une quatrieme application continue de I dans K.
On note (F') I'équation différentielle d(x)y” = a(x)y’ + b(z)y + c(z).

Soit xg € 1. On suppose que z( est 'unique ”zéro” de d sur I.

Notons I, = IN| — oo, zo[ et 14 = IN]xg, +00l.

Sur I, et sur Iy, (F) < y" = @y'(x) + @y(m‘) + %

d(x) d(x)
équation différentielle résolue linéaire d’ordre 2.

Supposons que y, est une solution de (F') sur I, et que y4 est une solution de (F') sur
I;. On dit que y, et y4 se raccordent en xy en une solution y sur [ si et seulement si y
est une solution de (F) sur I dont les restrictions sur I, et I; sont y, et y,.

, Ce (Ui nous ramene a une

Propriété. Reprenons les notations de la définition précédente.

Remarquons que, sur I, y, vérifie I'équation y} = %y&(m) + %yd(x) +

est de classe C? sur I,;. De méme, y, est de classe C? sur I,,.
Yy, et yq se raccordent en z en une solution définie et de classe C? sur I en entier si
et seulement si les trois propriétés suivantes sont vérifiées :
— (1) : Ilexiste £ € K tel que y,(t) — € et yq(t) — ¢;
t—ty t—td

— (2) : Dexiste ' € K tel que y,(t) — € et yy(t) — ';
t—ty t—td

flg; , donc yq4

— (3) : Iexiste " € K tel que y, (t) — " et yy(t) — £";
o

-ty t—td
Démonstration.
La démonstration du chapitre précédent s’adapte facilement, grace a la généralisation
du TLD aux dérivées d’ordres supérieurs. O

Remarque. Dans le contexte des équations différentielles non résolues, le théoreme
de Cauchy-Lipschitz n’est plus valable.

Exemple. On reprend I'équation (E) : (t 4+ 1)y” — 2y — (t — 1)y = te™*, mais on
cherche maintenant les solutions de classe C? définies sur R en entier.
o D’apres la propriété précédente, on peut partir d’une solution y4 de (E) sur |—1, +o0[

et d’une solution y, de (E) sur | — oo, —1[ et de regarder quand les conditions de
raccordement sont satisfaites.
L’étude de (E) sur | — oo, —1[ est en tout point similaire a ’étude sur | — 1, +o00[ que

I'on a réalisée précédemment. Ainsi, il existe des constantes réelles Cy, Dy, Cy et D,

t+1
telles que, pour tout t €] — oo, —1[, y,(t) = Dye' + e H(Cy(2* + 6t +5) + ki

t+1
tout t €] — 1, +00[, ya(t) = Dye’ + e~ (Cy(2t* + 6t + 5) + %).

¢ Ici, on peut remplacer le laborieux calcul direct des dérivées successives en —1 de
Yy et de y4 par un calcul de développement limité de y, et de y4 au voisinage de —1.
En effet, les formules précédentes montrent que y, se prolonge sur | — oo, —1] en une
application de classe C? et que 14 se prolonge sur [—1, +00[ en une application de classe
C?, donc en utilisant ces prolongements, pour tout i € {0, 1,2},

) et pour
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Equations différentielles 2 Equation différentielle linéaire du second ordre

yc(li)(t) — y((j)(—l) et yéi)(t) — yéi)(—l). Ainsi, la CNS de raccordement est
t—1-

t——1*+
équivalente a [Vi € {0,1,2}, yc(li)(—l) = éi)(—l)], c’est-a-dire, d’apres la formule de
Taylor-Young et le principe dunicité du développement limité, au fait que yq et y,
admettent au voisinage de —1 le méme développement limité a 'ordre 2.
¢ Posons h =t + 1.
Yy (t) = Dyeh™t + e ="(Cy(2h* +2 — 4h + 6h — 6+ 5) +

2 2

Bot) = Dyt (1t "o 0(%)) + e(1 = - o4 o(H*))(C + (20, + 5)h + 20,12,

puis

1), donc
)

1 h? 9
yg<t) = Dggu +h+ ) + o(h?))

1 C 1
teCy+h( = Cy+20,+ 5) + h2(79 20, — (20, + 5)) +o(?)].
D D h? D
Finalement, y,(t) = —2 + Cye + h(—L + Cy e + g) + ?(—g + Cye — €) + o(h?).
e e e

Le calcul étant identique pour ¥4, y, et yq se raccordent si et seulement si

D D
—g+C’ge:—d+Cde.
e e

On en déduit que 'ensemble des solutions de (F) définies sur R en entier est

zo—i—{DdzLd—i—C’dZQ,d+Dgzl,g+CgZQ,g/%—FCge:%—i—Cde},
Z1,q - R — R Z2.4 : R — R
olt P {et sit<-—1, b {(2t2+6t+5)e—t sit< -1,
0 sit> —1 0 sit>—1
21.d R — R 224 : R — R
PN {et sit>—1, AN {(2t2+6t+5)e—t sit>—1
0 sit<—1 0 sit< —1
20 R — R
et t+1 _,
t —> 5 e

2.2 Equations linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un intervalle [ inclus dans R de cardinal
infini. Soient (a,b) € K? et f une application continue de I dans K.
On considere I'équation suivante en l'inconnue y :

(E) y' +ay +by = f(x).
On notera (H) I’équation homogene associée : y” + ay’ + by = 0.

Exemples :
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Equations différentielles 2 Equation différentielle linéaire du second ordre

— L’équation différentielle décrivant 1’élongation dun ressort de raideur k portant
une masse m (sans force de frottement) est my” 4+ ky = 0. On parle de régime
libre car le systeme ne subit pas de force extérieure.

— Avec une force de frottement proportionnelle a la vitesse, I’équation différentielle
précédente devient my” + cy’ + ky = 0. C’est toujours un régime libre (les forces
de frottements ne sont pas considérées comme des forces extérieures).

— Lorsqu’enfin, le ressort subit une force extérieure dépendant du temps, on ob-
tient I’équation différentielle my” + cy’ + ky = f(t). On parle alors de régime
forcé.

— L’équation différentielle régissant la position du centre de gravité d'un pendule
oscillant est du type 6” + w?sinf = 0 ol w est une grandeur physique. Cette
équation n’est pas linéaire. En physique, on considere parfois que les oscillations
sont de faibles amplitudes, ce qui permet de linéariser ’équation sous la forme
0" + w20 = 0.

2.2.1 Résolution de (H)

Le polyndme xy = X? + aX + b est appelé le polynome caractéristique de (H) ou de
(E). On note A = a?® — 4b son discriminant.

ey: R — K
r o e
ey est solution de (H) si et seulement si pour tout x € R, e’ (b + a) + \?) = 0, donc
si et seulement si A est une racine du polynome Y.
o Premier cas :
’On suppose que Y possede deux racines distinctes dans K, notées A et ,u.‘
Lorsque K = C, cela revient a supposer que A = 0.
Lorsque K = R, cela revient a supposer que A > 0.
Alors ’y est solution de (H) si et seulement si I(, ) € K? Vo € R y(x) = ae’® + Be“"/’.‘

Lorsque A € K, notons

Démonstration.

On sait déja que ey, e, € Sy. Montrons (ey, e,,) est une famille libre de Sy.

Soit o, 8 € K tels que aey + Be, = 0. Alors, pour tout x € R, ae*® + el = 0 et,
en dérivant, ale + Bue® = 0, donc en prenant x = 0, on obtient que a+ 3 = 0 et
aX+ fu = 0. Ainsi, = —a et 0 = a(A — p), or A # p, donc a = 0, puis 5 = 0.

Or on a vu que dim(Sy) = 2, donc (e, e,) est une base de Sy, ce qu’il fallait démontrer.
|

o Deuxieme cas : ’On suppose que K =R et que A < 0‘ .

’Notons A =r+is (avec r,s € R) 'une des racines complexes de X‘ .

Alors ’y est solution de (H) si et seulement si ‘ il existe o, f € R tels que, pour tout
z € R, |y(z) = e™(acos(sx) + Bsin(sx))‘ :
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Equations différentielles 2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Démonstration. 5 5
A < 0, donc il existe § € R tel que A = (i6)% Ainsi A = % et u = %

(quitte a échanger les roles joués par A et p). Ceci prouve que p =
Posons A\ = r + is avec r,s € R. Alors d’apres le premier cas, ¢ =
solution de (H) a valeurs dans C. Or pour tout = € R,

c(z) = 3(e™" 4+ e7)e™ = " cos(sz), donc c est une solution de (H) & valeurs réelles.
De méme, si I'on pose s = 5-(ex — €,), pour tout = € R, s(x) = € sin(z) et s est une
solution de (H) a valeurs réelles.

On montre facilement que (¢, s) est une famille libre de Sy, donc c’est une base de Sy,
ce qu’il fallait démontrer. O

o Troisieéme cas : ’on suppose que A = (0. Notons A la racine double de X‘ .

(ex +e,) est une

N >’|

Alors ’y est solution de (H) si et seulement si ‘ il existe «a, f € K tels que, pour tout
r €R, |y(z) =eM(a+ Bm)‘ .
Démonstration.
A =0, donc a* —4b = 0. Alors x(z) = 2* + ax + b = (x 4+ £)*. Ainsi, A = —% est
la racine double de x. En particulier, A vérifie les relations suivantes : 2\ +a = 0 et
N +a\+b=0.
On a vu que x — e est une solution de (H) et elle ne s’annule jamais. On peut donc
appliquer la pseudo-méthode de variation de la constante en posant y(x) = u(x)e’®.
Alors,
(H) <= 0=e(bu(x)+ a(v/(z) + Mu(x)) + (u"(x) + 2 ' (z) + Nu(z)))

< 0=u(x)(b+ Xa+ ) +u(z)(a+2\) +u"(x)

= VreR, u(z)=0

< Ja,f €K, Ve eR, ulx)=a+pz

< Ja,B €K, Vor e R, y(z)=e*(a+ Bx).

O

Exemple. Un oscillateur harmonique soumis au champ de pesanteur terrestre satisfait
I’équation
(E) : ¢/ +wy=g, onw>0.

La solution générale de 'ESSM est y(t) = A coswt+ psin wt, que I'on peut aussi mettre

sous la forme y(t) = Asin(wt + ¢).
g

Une solution particuliere de (E) est la fonction constante t — —,
w

donc (F) : INueR, VEteR, y(t) = Acoswt + psinwt + %
2.2.2 Résolution de I’équation avec second membre
Comme on sait résoudre (H), quitte a restreindre I'intervalle I & un sous-intervalle, on

peut se placer dans le cas ou on connait une solution de (H) qui ne s’annule jamais.
On a déja vu comment résoudre (F) dans cette situation.
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Equations différentielles 2 Equation différentielle linéaire du second ordre

Cependant, lorsque f est le produit d'une application polynomiale et d’une application
exponentielle, il est plus simple de rechercher une solution particuliere a 'aide du
théoreme ci-dessous.

Propriété. Soit P une application polynomiale de R dans C : il existe une famille
presque nulle (a,),en telle que, pour tout x € R, P(x) = Z anpa”.
neN
P™(0)
n!

Alors cette famille est unique et, pour tout n € N, a,, =

On dit que a,, est le coefficient de P de degré n.
En particulier, P =0 <= [Vn € N, a, =0].

Formule de Taylor pour les polynémes : Soit P une application polynomiale et

pn)
a € R. Alors pour tout z € C, P(z) = Z '(a) (x —a)™.
n!

neN

Démonstration.
Lorsque z € R, il suffit d’appliquer la formule de Taylor avec reste intégral a P entre a
et x, a un ordre supérieur au degré de P, de sorte que le reste intégral est nul. Ainsi, en

X P™(a) W o .
tant que polynome de C[X]|, P — g ' (X — a)" possede une infinité de racines,
n!
neN
donc il est identiquement nul. O

Définition. Soit P : z +—— Zan$" une application polynomiale de R dans C.

neN
Lorsque P n’est pas identiquement nulle, on appelle degré de P le maximum

de {n € N/a,, # 0}. Le degré de P est noté deg(P).

Lorsque P est identiquement nulle, on convient que deg(P) = —o0.

Théoréme. On suppose qu'il existe A € K et un polynome P de K[X] tels que
Vel f(z)=e"P(x).

Alors (E) admet sur I une solution particuliere de la forme x — Q(x)e*®, ol Q est
une application polynomiale.

Plus précisément, (F) admet sur I une solution particuliere de la forme x — 2™e**Q(x)
ou @ est un polynome de K[X]| de méme degré que P, avec m = 0 lorsque A n’est pas
racine de y, avec m = 1 lorsque A est une racine simple de y et avec m = 2 lorsque A
est une racine double de Y.

Démonstration.
Admis. O

Remarque. Ce théoreme est aussi valable pour les équations différentielles de la forme
(E) : ¢ +by=eP(z) on P eK[X]:

(E) admet sur I une solution particuliere de la forme z — Q(z)e*
application polynomiale.

T oou () est une
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Equations différentielles 3 Compléments hors programme

Plus précisément, (E) admet une solution particuliere de la forme x — 2™e**Q(x)
ou ) est un polynéme de K[X| de méme degré que P, avec m = 0 lorsque A # —b et
m = 1 lorsque A = —b (dans ce cas, x = X + b).

Exemple. Résolution de (F) : y” — 2y’ + y = cht.
Le polynome caractéristique de ’équation homogene (H) associée a (E) est
x=X2-2X +1= (X —1)2 donc 1 est une valeur propre double. Ainsi

(H) <= I(u,v) € R? V¥t € R y(t) = e'(u +tv).

t —t
Notons (Ey) :y” — 2y +y = % et (By):y’ —2y +y= %.
1 étant une racine double de x, on cherche une solution particuliere y; de (F;) sous la

forme at?el. y; convient si et seulement si
t

e
3= e'(at?) — 2¢' (2at + at?®) + €' (2a + 2at + (2at + at?)) = 2ae’, done si et seulement
sl o= }l.

—1 n’étant pas racine de y, on cherche une solution particuliere yo de (E3) sous la

forme Be~t. y, convient si et seulement si
—t
e

— =¢e 'B(14+2+1), donc si et seulement si 3 = %.

D’apres le principe de superposition des solutions, on en déduit que

2 —t

FEANrS

(F) <= 3(u,v) €eR* Vt e R y(t) = e'(u +tv +
Remarque. Supposons que a,b € R et que f(z) est de la forme f(z) = P(z) cos(wx)
ol w € R et ou P est un polynome a coefficients réels. Alors on peut utiliser le théoreme
précédent en écrivant que f(x) = Re(P(z)e™”) et en remarquant que si z est solution
de 27 +az'+bz = P(z)e™?”, alors y = Re(z) est solution de y” +ay’+by = Re(P(z)e™?).
De méme, lorsque f(z) est de la forme f(z) = P(x)sin(wx), on peut utiliser le théoréeme
précédent en écrivant que f(z) = Im(P(z)e™?)

Remarque. Plus généralement, lorsque f(z) est de la forme P(z)e?®), ott P et Q
sont des polynomes, on peut chercher une solution particuliere de la forme H(z)e@®),
ou H est aussi un polynome.

Exercice. Résoudre (E) : y" + 2y + 2y = 2e " cost.

Solution : Le polynome caractéristique est Y = X2 + 2X + 2. Son discriminant
vaut A =4 — 8 = (24)?, donc les racines de x sont —1 =+ .

Ainsi, (H) <= y = e (acost + Bsint).

On note (E') : 9" +2y +2y = 2719 On en cherche une solution particuliére
de la forme t — ate(=*9* On obtlent a = —1i, donc une solution particuliere de
(E) est t — Re(—itel~ 1 ) = te"tsint. En conclusion,

(E) <= Ja,BeR, VteR, y(t) =e "(acost+ (8 +t)sint).
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Equations différentielles 3 Compléments hors programme

3 Compléments hors programme

3.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Notation. On suppose que f est une application a valeurs dans K, définie sur un
ouvert U de R x K. On note (F) 'équation différentielle v’ = f(¢,y).

(E) est la forme générale d’une équation différentielle résolue d’ordre 1.

y est une solution de (E) si et seulement si y est une application & valeurs dans K,
définie sur un intervalle I de cardinal infini inclus dans R, telle que, pour tout ¢t € I,
(ty(t) € U et y/(t) = F(t,y(t)).

A noter que l'intervalle I est lui-méme une inconnue de (E).

Définition. Avec ces notations, considérons une solution y de (E) définie sur un
intervalle 7. On dit que y est une solution maximale de (FE) si et seulement si pour
intervalle J contenant I, s’il existe un prolongement de y sur J en une solution de (E),
alors I = J.

Autrement dit, y est une solution maximale de (E) si et seulement si il n’existe pas de
prolongement strict de y en une solution de (F).

Définition. Soit (tg,y0) € U. On appelle "probleme de Cauchy relatif a (E) et au
couple (tg,yo)” la recherche des solutions y de (E) telles que y(ty) = yo.

Théoreme. On suppose que f est continue.

On suppose également que —— est définie et continue sur U.

0
Alors il existe une unique solgtion maximale au probleme de Cauchy relatif a (£) et a
(to,vo). Cette solution est définie sur un intervalle ouvert de R.
De plus, toute autre solution du méme probleme de Cauchy est une restriction de cette
solution maximale.

3.2 Equations a variables séparées

Notation. Soient I et K deux intervalles infinis et soient a: I — Ret b: K — R
deux applications continues. On considere ’équation différentielle suivante :

(E) = [a() = by)y = 0]

On dit qu’une telle équation est a variables séparées.
Si A et B sont des primitives de a et de b respectivement,

(B) d(A(t) — B(y(t)))

cartésiennes A(z) = B(y) + C, ou C € R.
En pratique, on écrira (F) <= a(t)dt = b(y)dy <= A(t) = B(y) + C.

= 0, donc les courbes intégrales de (E) ont pour équations

Exemple. On peut résoudre directement 1’équation de Verhulst :

N

(E) N’(t):r(l— -

)N (t), ou K est un parametre strictement positif.
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Equations différentielles 3 Compléments hors programme

N(t)

En effet, en divisant par < — T)N (t), on se rameéne a une équation a variables

séparées, mais il va falloir éviter les divisions par zéro.

: R2 — R
L’équation (F) s’écrit N' = f(t,N), ou / )
uation (£) F& ) () — (-4 1
f est clairement continue. De plus, pour tout (¢,y) € R?, a—(t, )=r(1- %) —TYge

donc g—f est définie et continue sur R?. On pourra donc appliquer le théoréme de
Cauchy—yLipschitz.

Soit I un intervalle inclus dans R de cardinal infini. Soit N une application dérivable
de I dans R.

o Premier cas : Supposons qu'il existe ty € I tel que N(ty) = 0.

Supposons que N est solution de (E). Alors c’est une solution du probleme de Cauchy
relatif & (E) et a la condition initiale (to,0). Mais l'application identiquement nulle,
définie sur R en entier, est clairement aussi une solution de ce probleme de Cauchy, et
elle est clairement maximale. Alors d’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, N est la
restriction a I de ’application identiquement nulle. La réciproque étant évidente, dans
ce premier cas, on a montré que (£) <=Vt € I, N(t)=0.

o Second cas : Supposons qu'il existe ty € I tel que N(ty) = K.

En adaptant le raisonnement précédent, on montre que (F) <=Vt € I, N(t) = K.
o Cas général : On suppose que pour tout t € I, N(t) ¢ {0, K}.

N(t) dN
Alors, pour tout t € I, ( — —)N t) # 0, donc (F) <= ——— = rdt.
L e R\ {0, K} ! ! + %
orsque x , ——— = — ,
b O T 1-2

d

donc /—$ =In|z| — ln‘l - ﬁ‘ + A. Ainsi,
(1-%)x K
N(t
(F) <= 3J\eR, Vtel, ln‘% +A=rt
1 - M
N
‘i — erte_A‘
1— N(t)
. N(1)
D’apres ’hypothese de ce cas, t — P O] ne s’annule jamais, or elle est continue,
T K
donc d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, elle conserve un signe constant. Il
N(t N(t
existe donc € € {1, —1} tel que, pour tout ¢t € I, |1 (N)(t) = . (N)(t) . Ainsi,
T K T K
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N(t
(F) <= JINeR, Fee{-1,1}, Vtel, 1—() = ¢lee™

0)
N () :
— 3JC e R*, Vtel, NG = Ce"
-5
30 eR*, N(t) (1 + %e”) = Ce't
Cet K

<— dJC eR*, Vtel, N(t)= = .
0 1+ Set Kerty

3.3 Equations & variables séparables

Notation. Soient [ et K deux intervalles infinis. Soient a et d deux applications
continues de I dans R et b et ¢ deux applications continues de K dans R. On considere
I’équation différentielle suivante :

(B) = [a(t)cly) — bln)d(D)y = 0]

e On dit qu’une telle équation est a variables séparables. On peut en effet, en divisant
par ¢(y) et d(t) se ramener & une équation a variables séparées.
e Plus précisément, soit y : I — K une application dérivable. Quitte a restreindre
I'intervalle I, on supposera que d ne s’annule pas sur I.
Ainsi (F) <~ %c(g) —y'b(y) = 0.
Il faudra ensuite étudier les possibles raccordements des solutions en chaque zéro de d.
e Siy € K est un zéro de ¢, 'application constante y = y, est une solution de (F).
Ainsi chaque zéro de ¢ fournit une solution particuliere.
On suppose ensuite que Vt € I ¢(y(t)) # 0. Alors
(B) = 20 ")

d(t) 7 c(y)
Il s’agit d’une équation a variables séparées et on est donc ramené au a). Il reste
ensuite a étudier les possibles recollements de ces dernieres solutions avec les solutions
particulieres y = yo ol yy est un zéro de c.

Exercice. Résolution de (E): (2?2 —x)y’ =1 — y2

Résolution. (E) est bien une équation a variables séparables.
Soient I un intervalle de cardinal infini et y : I — R une application dérivable.
e On recherche d’abord les solutions de (E) lorsque I N {0,1} = 0.

Dans ce cas, pour tout € I, 22 —x # 0.
Posons U = (R \ {0,1}) x R. U est un ouvert de R

f: U — R
Notons 1—19?%. Ainsi, (F) =y = f(z,y).
o) s L8 A0 (B (@)

De plus f est continue et 50 est définie et continue sur U, donc on pourra utiliser

Y
le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
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o Premier cas : On suppose qu’il existe z¢ € I tel que y(zo) = 1.

Alors y est une solution au probleme de Cauchy relatif a (E) et au couple (g, 1),
or la fonction constante égale a 1 est également une solution de ce probleme de
Cauchy, et elle est clairement maximale, donc d’apres le théoreme de Cauchy-
Lipschitz, pour tout x € I, y(z) = 1. La réciproque étant évidente, on a montré
que dans ce cas, (F) <= Vo € I, y(z) = 1. On obtient ainsi une premiere
solution particuliere que I'on notera 3, définie sur R en entier.

o Second cas : On suppose qu’il existe xy € I tel que y(z) = —1.

Alors en adaptant le cas précédent, on montre que (E) <= Vz € I, y(x) = —1.
On obtient ainsi une seconde solution particuliere que 1’on notera y_;, définie sur
R en entier.

o Cas général : On suppose que, pour tout x € I, y(x) ¢ {1, —1}.

/
1
Ainsi (F) <— LA . On a donc séparé les variables.
1—y? a?2—-2x
1 1+y 1 1
E) < -l o
(B) =, \_y J (-
+y
<:>3C’€R—l ‘ —In|z|+In|l—z|+C
1 1 —x\2
= IMeR: 1n‘ﬂ‘:1n( )+ ma
1—y T
1 1—2\2
— IeR: ﬂ‘:x( S
— T

o Supposons que y est solution de (£). Ainsi il existe A € R% tel que

1+ 1—x\2 1
“TY )\< ) . Comme +
1—vy T 1
pas sur I, elle conserve un signe constant d’apres le théoreme des valeurs in-
1 1—x\2
termédiaires. Ainsi 1 Ty ,u( a:) ou u = £A. Réciproquement, il est clair
que si cette propriéte est vérifiée, y est une solution de (E). Ainsi
1+ 1—x\2
(F) <= Ju e R* _z u( - )

Y . . ,
est une application continue ne s’annulant

A 11—z .
Donc (E) <= Ju e R* y (1 + u( ) ) < ) — 1. Finalement,

p(E)? -1

p(3)? + 1

e FEtudions les raccordements des solutions en 0.

Supposons que I C | —o00,0[ ou que I C |0, 1] et que 0 est I'une des bornes de I.
Soit y une solution de (F) sur I, différente de y; et de y_;.

e

Ainsi, il existe p € R* tel que y(z 5
u(i52) +1

() <= JpeR* Ve el ylx)=

. Au voisinage de 0,
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(2) p(x? —2r+1) —2?  p(l —2z)+ o(x)
€T) = =
Y ple? —=2x+1)+22  p(l—2z)+o(z)’
donc y(r) = (1 — 2z + o(x))(1 — 2z + o(x)) L.
1
Or = 1 —wu+ o(u), donc par changement de variable,
1+ u u=0
(1—2z+o(x))™t = 1— (=22 +0(x)) +0o(—2x+o(x)) =1+ 2z + o(x).
ﬁ
Ainsi, y(z) = (1 — 22 4+ o(z))(1 + 2x 4+ o(z)) = 1 + o(x).
Ainsi toute solution (différente de y_;) de (E) définie a droite de 0 se raccorde
avec toute solution (différente de y_;) définie a gauche de 0.
e [Etudions maintenant les raccordements des solutions en 1.
Supposons que I C |1, +oo[ avec 1 =inf I ou que I C ]0,1[ avec 1 =sup 1.
Soit y une solution de (F) sur /. Ainsi, il existe u € R* tel que

2
u(i) -1

y(r) = ———=%5——. Au voisinage de 1, en posant u = x — 1,
u(%ﬂ”) +1
r“<u-u+1> - pu? —u? —2u —1
donc
(u) ,uu2+u2+2u—|—1
H 1+u
1-2
y(x) = 1+2u“++oc<’()> — (14 2u+ o(w)(1 — 2u + o(w)) = —1 + o(uw).

Ainsi toute solution (différente de y;) de (E) définie a droite de 1 se raccorde
avec toute solution (différente de y;) définie a gauche de 1.
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