Résumé de cours :
Semaine 23, du 17 au 21 mars.

Fonctions convexes

1 Inégalités de convexité

Notation. On fixe une application f : I — R, ou [ est un intervalle de R d’intérieur non vide.

Définition. f est convexe si et seulement si
V(z,y) € I* Vae[0,1] flaz+(1-a)y) <af(z)+(1-a)f(y).
f est concave si et seulement si —f est convexe.

Interprétation géométrique. f est convexe si et seulement si, pour tout x,y € I avec x < y, le
graphe de f|[; ] est au dessous de la corde joignant les points (z, f(x)) et (y, f(y)).
Il faut savoir le démontrer.

Remarque. On peut également définir la stricte convexité et la stricte concavité, en remplagant
linégalité large par une inégalité stricte lorsque « €]0, 1[.

Propriété. f est concave et convexe si et seulement si elle est affine, i.e de la forme x — ax + .
Propriété. Une somme d’un nombre fini d’applications convexes est convexe.

o
Définition. g € I est un point d’inflexion de f si et seulement si il existe ¢ > 0 tel que f|7njeq—ec 0]
est convexe (resp : concave) et f|r[zy.zo+c €St concave (resp : convexe).

Propriété. L’épigraphe de f est {(z,y) € R?/x € I et y > f(x)}.
f est convexe si et seulement si son épigraphe est une partie convexe de R2.

Propriété. Inégalité de Jensen. f est convexe si et seulement si
n n n

Vi€ N W(@r, ) €1 V(A A) ERE YN = 1= £(30 i) <0 s (@),
i=1 i=1 i=1

Il faut savoir le démontrer.

n
1
Exercice. Si (z1,...,2,) € RY}, la moyenne géométrique Hxi" est inférieure a la moyenne
i=1
n
. " 1
arithmétique — E x;.
n
" . Z:1
Il faut savoir le démontrer.
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2 Croissance des pentes

f(x) = fy)

Propriété. Lorsque z,y € I avec & # y, on pose py(y) = ————= = p,(x) : c’est la pente de la
r—=y
corde d’extrémités (z, f(z)) et (y, f(y)). Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur I.

2. Pour tout a,b,c € I avec a < b < ¢, pa(b)

)
)

< pa(c)
< po(c
< pc(b)

Ainsi, f est convexe si et seulement si pour tout x¢ € I 'application p,, est croissante sur I\ {zg}.
II faut savoir le démontrer.

3. Pour tout a,b,c € I avec a < b < ¢, py(

~

a
4. Pour tout a,b,c € I avec a < b < ¢, p.(a

Propriété. (Hors programme) Si f est convexe sur I, elle est dérivable & droite et & gauche en tout

point de I. En particulier, elle est continue sur I.

Il faut savoir le démontrer.

3 Fonctions convexes dérivables

Propriété. Si f est dérivable, alors f est convexe si et seulement si f’ est croissante.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si f est dérivable, f est convexe si et seulement si son graphe est au dessus de ses
tangentes.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si f est deux fois dérivable sur I, f est convexe si et seulement si Vo € I f”(x) > 0.

[e] [e]
Propriété. On suppose que f est deux fois dérivable sur I et que xg € I.

Si f” change de signe au voisinage de xq, alors xy est un point d’inflexion de f.

Les équations différentielles

4 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

K désigne R ou C.

On s’intéresse aux équations différentielles (E) : y' = a(t)y + b(t) et (H) : ¥’ = a(t)y en Uinconnue y,
ou I est un intervalle, et ol a et b sont deux applications continues de I dans K.
(H) est I’équation homogene (ou bien I’équation sans second membre, ESSM) associée a (E).

Définition. les courbes intégrales de (E) sont les graphes des solutions de (E).

Définition. Soit yo € K et tg € I. Le probleme de Cauchy relatif & (E) et au couple (tg,yo) est la
recherche des solutions y de (E) vérifiant la condition initiale y(tp) = yo.

Propriété. Notons Sp 'ensemble des solutions de (H) et Sg l'ensemble des solutions de (E). Si yo
est une solution de (F), alors Sg = {yo +y/y € Sy} £ yo + Sg. On dit que la solution générale de

(E) s’obtient en ajoutant une solution particuliere de (E) & la solution générale de (H).
Il faut savoir le démontrer.
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Principe de superposition des solutions : Si y; (resp : y2) est solution de (E1) : ¥’ = a(t)y+b1(t)
(resp : de (E2) : ¥’ = a(t)y + b2(t)), alors pour tout a, 8 € R, ayr + By2 est solution de I’équation
Y = a(t)y + abi(t) + Bba(t).

Théoréme. Notons A une primitive de a. Alors ¢ = a(t)y <= [BA €K Vte T y(t) = reA®)].
Il faut savoir le démontrer.

Méthode de variation de la constante : avec les notations précédentes, on pose y(t) = A\(t)eA®).
Alors (E) <= N (t)e*® = b(t). 1l faut savoir le démontrer.

Propriété. Pour tout probleme de Cauchy relatif & (E), il y a existence et unicité d’une solution.

Principe de superposition des solutions : On suppose que b = b; + by, ot by et by sont deux
applications continues de I dans K. Notons (E1) et (E2) les équations différentielles suivantes : (E1) :
Y =a(t)y+0b1(t) et (E2) 1y = a(t)y + ba(t).

Supposons que z; est une solution de (E7) et que z5 est une solution de (Es).

Alors z1 + z2 est une solution de (E).

Définition. On suppose que ¢ est une troisiéme application continue de I dans K. On note (F)
Péquation différentielle c¢(t)y’ = a(t)y + b(t).
(F) est une équation différentielle linéaire d’ordre 1 non résolue, alors que (E) est appelée une
équation différentielle linéaire d’ordre 1 résolue.
Soit ty € I. On suppose que t est 'unique ”zéro” de ¢ sur I.
Notons I, = IN] — oo, to[ et Iy = INJty, +o0l.

a(t b(t
Sur I, et sur Iy, (F) <y = Et)) Y+ 8, ce qui nous ramene & une équation résolue.

c c
Supposons que y, est une solution de (F') sur I, et que y4 est une solution de (F') sur I;. On dit que
g et yq se raccordent en tg en une solution y sur I si et seulement si y est une solution sur I dont les
restrictions sur I, et Iy sont y, et yq.

Propriété. Reprenons les notations de la définition précédente. y, et yq se raccordent en ¢y en une
solution de (F) définie et de classe C sur I en entier si et seulement si les deux propriétés suivantes
sont vérifiées :

— (1) : Il existe £ € K tel que y4(t) — £ et yqg(t) — ¢;
’ t—ty t—td

— (2) @ Hexiste ' € K tel que y,(t) — ¢ et y)(t) — .
t—ty t—ty

0

5 Equations différentielles linéaires d’ordre 2

5.1 Equations a coefficients quelconques

Une équation différentielle linéaire d’ordre 2 est de la forme (E) : y” = a(z)y’ + b(z)y + c(x)

ou a, b, c sont trois applications continues d’un intervalle I dans K = R ou C.

L’équation homogene associee est (H) : y” = a(x)y’ + b(x)y.

Propriété. Notons Sy 'ensemble des solutions de (H) et Sg l'ensemble des solutions de (E). Si yo
est une solution de (F), alors Sg = {yo +y/y € Sy} 2 o+ Su.

Définition. Soit (xo,yo,y)) € I x K x K. On appelle probleme de Cauchy relatif & (E) et au triplet
(20, Y0,y0) le probléeme de la recherche des solutions de (E) telles que y(xo) = yo et v'(z0) = yj-

Théoréme de Cauchy-Lipschitz.
Pour tout (xo,y0,y)) € I x K x K, il y a existence et unicité au probléme de Cauchy relatif & (E) et

au triplet (xo, Yo, y()-
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Propriété. Sy est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de K.

Cas particulier ot on connait une solution ¢; de (H) ne s’annulant pas sur I : on pose
y(x) = A(z)p1(x). Alors (E) est équivalente & une équation linéaire d’ordre 1 en \'.
Il faut savoir le démontrer.

Définition. On suppose que d est une quatrieme application continue de I dans K. On note (F)
léquation différentielle d(x)y” = a(x)y’ + b(x)y + c(x).

[e]
Soit xyp € I. On suppose que xg est 'unique ”zéro” de d sur I.
Notons I, = IN] — 00, zo[ et Iy = IN]xg, +o0|.

b

Sur I, et sur Iy, (F) < y" = Zg;y’(:c) + d((z;y(z) + CCIEZ’ ce qui nous rameéne a une équation
différentielle résolue linéaire d’ordre 2.
Supposons que y, est une solution de (F') sur I, et que yq4 est une solution de (F) sur I5. On dit que
Yg et yq se raccordent en xy en une solution y sur I si et seulement si y est une solution de (F') sur [
dont les restrictions sur I, et I; sont y, et yq.

Propriété. Reprenons les notations de la définition précédente. y, et yq se raccordent en g en une
solution définie et de classe C? sur I en entier si et seulement si les trois propriétés suivantes sont
vérifiées :
— (1) : N existe £ € K tel que yy(t) — £ et yq(t) — £;
—tg t%tg
— (2) : Tlexiste £ € K tel que y,(t) — " et yy(t) — €'
t—ty t—ty
— (3) : Tlexiste £ € K tel que y, (1) — " et yj(t) — 2.

t—ty t—t]

5.2 Equations linéaires d’ordre 2 a coefficients constants

Ici, (E) : y" +ay +by = f(z),ou f : I — K est continue, et ot a et b sont des constantes.
L’équation homogene associée est (H) : y” +ay’ + by = 0.

5.2.1 Résolution de (H) : Il faut savoir le démontrer.

X = X2 +aX + b est appelé le polynome caractéristique de (H) ou de (E).

e Premier cas. SiK =C et A =a? —4b # 0 ou bien si K=R et A > 0.

Dans ce cas, x admet deux racines distinctes dans K, notées A et u.

Alors (H) <= 3(u,v) € K? Vo € R y(x) = ue® + veh?.

o Second cas. SIK=Ret A>0. Alors \=a+ifet u=a—1i3, avec o, 3 € R et
(H) <= 3(u,v) € R? Vo € R y(x) = ue* cos Bz + ve™® sin .

e Troisiéme cas. Si A = 0 : x admet une racine double notée A.

Alors (H) <= J(u,v) € K2 Vz € R y(x) = e (u + zv).

5.2.2 Résolution de I’équation avec second membre

Théoréme. On suppose qu’il existe A € K et un polynéme P de K[X] tels que

Vz el f(x)=e P(x). Alors (E) admet une solution particuliere de la forme z — Q(x)e*, ou Q
est une application polynomiale.

Plus précisément, (F) admet sur I une solution particuliere de la forme 2 — z™e**Q(x) ol Q est
un polynéme de K[X] de méme degré que P, avec m = 0 lorsque \ n’est pas racine de x, avec m = 1
lorsque A est une racine simple de x et avec m = 2 lorsque A est une racine double de y.

Il faut savoir le démontrer.
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Remarque. Ce théoreme est aussi valable pour les équations différentielles de la forme

(E) : oy +by = e*P(z) on P € K[X] : (E) admet sur I une solution particuliere de la forme
x — Q(x)e’, o1 ) est une application polynomiale.

Plus précisément, (E) admet une solution particuliere de la forme x — z™e*Q(x) ot Q est un
polynome de K[X] de méme degré que P, avec m = 0 lorsque A # —b et m = 1 lorsque A = —b (dans
ce cas, x = X +b).

Remarque. Lorsque f(z) est de la forme f(z) = P(x)cos(wz) ot w € R, ou bien de la forme
f(x) = P(z)sin(wz), on peut appliquer ce qui précéde en se ramenant a x — P(x)e'“".

Remarque. Plus généralement, lorsque f(z) est de la forme P(z)e?®) ot P et Q sont des polynémes,
on peut chercher une solution particuliere de la forme H (x)eQ(I), ol H est aussi un polynome.

6 Compléments hors programme
6.1 Théoreme de Cauchy-Lipschitz

Notation. On suppose que f est une application a valeurs dans K, définie sur un ouvert U de R x K.
On note (F) ’équation différentielle y' = f(¢,y). Cest la forme générale d’une équation différentielle
résolue d’ordre 1.

y est une solution de (E) si et seulement si y est une application & valeurs dans K, définie sur un
intervalle I de cardinal infini inclus dans R, telle que, pour tout ¢t € T, (¢,y(t)) € U et ¢/ (t) = f(¢,y(t)).
A noter que Pintervalle I est lui-méme une inconnue de (E).

Définition. Soit y une solution de (E) définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est maximale si et
seulement si il n’existe pas de prolongement strict de y en une solution de (F).

Définition. Soit (tg,yo) € U. On appelle ”probleme de Cauchy relatif & (E) et au couple (tg,y0)” la
recherche des solutions y de (E) telles que y(to) = yo.

0
Théoréme. On suppose que f est continue sur U et que 8—f est définie et continue sur U.

Y

Alors il existe une unique solution maximale au probleme de Cauchy relatif & (E) et a (¢g,yo). Cette
solution est définie sur un intervalle ouvert de R.
Toute autre solution du méme probleme de Cauchy est une restriction de cette solution maximale.
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