DS 6 : un corrigé

Baréme : sur 49 points.

Partie I : sur 6 points : 1, 3, 2.

Partie IT : sur 20 points : 4, 1, 2, 1, 2, 2, 1, 4, 3.
Partie III : sur 9 points : 1, 5, 3.

Partie IV : sur 14 points : 1, 2, 4, 1, 4, 2.

Partie I : Séries indexées par Z.

N

1°) La suite ( E un> est une suite croissante divergente de réels positifs, donc
NeN
n—=

N
d’apres le théoreme de la limite monotone, Zun — +o00. Ceci justifie 'écriture

N—+o0
+00
Z Uy = +00.
n=0

2°) o Commencons par montrer que ces différentes quantités sont bien définies.

n=0

N
S = { Z up /| M,N € Z, avec M < N} est une partie non vide de R, donc d’apres
k=M

le cours, cet ensemble posséde une borne supérieure a valeurs dans RU{+oc}, que I'on
notera S pour cette question.
N

De méme, &' = { Z up /| N € N*} est une partie non vide de R, donc &’ possede

k=—N

un sup éventuellement égal & +00, que 'on notera S’.
N
De plus la suite ( Z uk> est une suite croissante de réels, donc d’apres le
Ly New
théoreme de la limite monotone, elle possede une limite éventuellement égale a +o0.
N
o Toujours d’apres le théoreme de la limite monotone, < Z uk> — 5, ce qui
' N——+oc0

montrer la derniere égalité.



¢ Clairement, S’ C S, donc d’apres le cours, S’ < S.
o Soit M,N € Z avec M < N. Ilex1steP€Ntelque [MN]HZ—[ P,PINZ.

Or, pour tout k € Z, up € Ry, donc Zuk < Z U = Zuk—i-Zu k—1, donc

k=M
N +00 +oo +00
)IETED DTS SN, pp
k=M k=0 k=0 k*—oo
+oo
Ainsi, Z ug est un majorant de { Z u /| M,N € Z, avec M < N} donc est plus
k=—o00

grand que le plus petit des majorants, qui par définition de la borne supérieure est

égale a S (par la suite, ce raisonnement sera résumé sous 'appellation de ”passage a
+oo

la borne supérieure”). On a donc montré que S < Z U

k=—o00

o Smt N E N*, Alors

+oo
Zuk—Zuk—f—Zukl Zuk+2uk1— Zuk,doncS Zuk

k=—N k=—o00 k=—o00
—+o00
On a montré que S’ < S < Z u, = S’, donc
k=—00

—+o00 N

_ ~ ( ) 1] fallait montrer.
kz up =  Nm Z uy, ), ce qu’il fallait montrer
=—00

o D’apres la premiere égalité appliquée a la suite (uyy1)kez,

400 N
Z Upt1 :sup({ZukH/M,NEZ, avecMSN})
k=—00 k=M

N+1
:sup<{ Y w/MNeLZ avecMgN})

k=M+1

N
:sup<{ Zuk/M,NGZ, avecMﬁN})
k=M

o0

k=—00
3°) © Supposons que Zuk est absolument convergente. Cela signifie que les séries

kEZ
usuelles E U, et E u_p,_1 sont absolument convergentes. D’apres le cours sur les

séries, on peut affirmer que les séries E Uy, et E U_p_1 sont convergentes, donc d’apres

I’énoncé, la série E ug est convergente.
keZ
o Posons ug = 0 et, pour tout k£ € Z*, posons uy = %



N

N N N
1 1
Soit N € N*. g up = g z + g = 0, donc la suite ( g uk)NeN* est conver-
k=1 k=—1

k=—N k=—N

gente. Cependant, d’apres le cours, la série de Riemann Z 1 diverge, donc la série
k>1 k

Z ug n’est pas convergente.

keZ

Partie II : Quelques espaces de suites.

4°) o La suite identiquement nulle est bornée, donc (*°(Z, K) est non vide.
Soit u,v € I*°(Z,K) et soit a € K. Notons u = (ug)kez et v = (v )gez-
Pour tout k € Z, |ouy + v < |aflug] + |ve] < |o||uflos + [|V]|oo- On en déduit que
au+v € [°(Z,K), donc que [*(Z,K) est un sous-espace vectoriel de KZ, qui est un
K-espace vectoriel d’apres le cours.
¢ On en déduit également par passage a la borne supérieure
que o + vl < laflulloe + 0]
En particulier avec @ = 1, on obtient I'inégalité triangulaire.
En particulier avec v = 0, on obtient que [|aulls < |o|||u]loo. De plus, si a # 0,
en remplacant dans cette inégalité le couple (a,u) par le couple (é,au), on obtient
| tloo < ﬁ”au”oo, ce qui prouve que ||aul|s = |@|||tt||o- De plus cette derniere égalité
est évidente lorsque av = 0, donc on a prouvé 'homogénéité de ||.||co-
De plus, pour tout u € I*°(Z,K), il est clair que ||u|lo > 0
et que ||ul =0 <= sup|ug| =0 <= u=0.

keZ

Ceci démontre que ||.||« est bien une norme sur [*°(Z, K).
o Pour tout n € Z, notons ¢, = (0n)kez. Cn est clairement un élément de [*(Z, K).
D’apres le cours, (c,)nez est la base canonique de K®) (I’ensemble des suites presque
nulles d’éléments de K), donc en particulier c’est une famille libre de (*°(Z,K). Elle
est de cardinal infini, donc [*°(Z,K) est de dimension infinie. On peut redémontrer
que la famille (c,)nez est libre : soit (ay,)nez € K@ une famille presque nulle de
scalaires telle que Z anc, = 0. Soit k € Z. La k-ieme composante de Z Gy, VAUt
nez nez
0= Z a0,k = oy, donc pour tout k € Z, ay, = 0, ce qu’il fallait démontrer.
nez
5°) o La série identiquement nulle est absolument convergente, donc ' (Z,K) est non
vide. Soit u,v € I1(Z,K) et soit a € K. Notons u = (ug)rez €t v = (Vg)pez-
Pour tout k& € N, |auy + vg| < |ofug| + |vg|, or par linéarité des séries usuelles,
Z(!a| |ug| + |vg|) converge, donc la série usuelle Z((xuk + vg) est absolument conver-
kEN keN
gente. De méme, pour tout k € N*, |au_1_; +v_1_¢| < |a||u_1—k| + |v_1-%| et on en
déduit également que la série usuelle Z(au_l_k +v_1_x) est absolument convergente.
keN



Ainsi, on a montré que au+v € [*(Z,K), donc que [}(Z, K) est un sous-espace vectoriel
de KZ.

o On en déduit aussi par sommation que |au + v||; < |a|||ully + [|v]|1, puis comme

lors de la question précédente, on montre que ||.||; satisfait I'inégalité triangulaire et la
propriété d’homogénéité.
De plus, pour tout u € I1(Z,K), il est clair que |lul|; > 0

N
et si ||ul|y = 0, alors pour tout k € Z, |ug| € { Z lug| /| M,N € Z, avec M < N},
k=M

N
donc |uy| < sup ({ Z u | M, N € Z, avec M < N}) = |||l = 0, donc u = 0. Ceci
—M

démontre que ||.||; est bien une norme sur I(Z, K).
o Avec les notations définies lors de la question précédente, il est clair que, pour tout
n € Z, ¢, € IY(Z,K), donc on en déduit & nouveau que [!(Z,K) est de dimension infinie.

6°) © Supposons que, pour tout k € Z, . La série usuelle Y 1 diverge

grossierement, donc |u ¢ [*(Z,C)| . Cependant, il est clair que |u € [*(Z,C)]|.

¢ Supposons que, pour tout k € Z, .

Si|g| > 1|, alors |¢"] - +o0o, donc |u ¢ [*°(Z,C)| et par divergence grossiere,
n—-+00

u ¢l (Z,C)|.

Si |q| < 1|, avec q # 0 par hypothese, alors ¢~ = +00, donc |u ¢ [*(Z,C)| et

n—-—+0oo

u ¢ IYZ,C)|.

Si |q| = 1|, par divergence grossiere, |u ¢ [1(Z,C)|. Cependant, pour tout n € Z,

l¢"| =1, donc |u € [*(Z,C)|.

©  Supposons que, pour tout k € Z, .

Si |g| > 1], alors |¢"| 2, oo donc |u ¢ [*°(Z,C)| et par divergence grossiere,
n—-+0o0o

u ¢ l'(Z,C)|.

Si |q| < 1|, pour tout k € Z, |ux| = |¢| < 1, donc |u € I°°(Z,C)|. De plus, d’apres

le cours sur les séries géométriques, E lug| et E |u_1_k| sont convergentes, donc

keN keN

erE,)

, par divergence grossiere, . Cependant, pour tout n € Z,
lg"| = 1, donc .

©  Supposons que, pour tout k € Z,

o
(1 + [K]e

Pour tout k € Z, |uy| = e~ ™0+ < 1 donc |u € [*(Z,C)|.

1
De plus, lorsque k tend vers +o0o, |ug| = up ~ o ©t [U_p—1] ~ o donc d’aprés le cours

U =




sur les séries de Riemann, |lorsque a > 1, u € I}(Z,C) et lorsque o < 1, u ¢ IY(Z, (C)‘

7°) La suite constante égale a 1 est dans [*°(Z, R) mais elle n’appartient pas a ['(Z, R),
donc |1°(Z,R) ¢ IY(Z,R)|.

Soit u = (ug)rez € I'(Z,R). Les séries usuelles Z lug| et Z |u_1_1| sont convergentes,

keN keN

donc u,, — 0 et u_, — 0. Ainsi, pour tout ¢ > 0, il existe N, N’ € N tels que,
n—-4o00 n—-400

pour tout n > N, |u,| < € et pour tout n > N', |u_,| < e. Avec ¢ = 1, on en déduit
qu’il existe N, N € N* tel que, pour tout n > N, |u,| < 1 et pour tout n > N,

lu_n| < 1. Posons M = max |u,|. Alors, pour tout n € N, |u,| < max(M,1),
n€]—N’,N[NN

donc u € [*°(Z,R). Ceci prouve que ’ll(Z,R) C I>(Z, R)‘ )
8°) ¢ Supposons que X, —+> X dans [*(Z,K). Soit k € Z.
n—-+0oo

|Tp ke — xk| < supl|zpn — zn] = || Xn — Xl — 0, donc par principe des gendarmes,
’ heZ ’ n—-+oo
Tpkp — L.
n—+00
_J1sifk|<n
¢ Pour tout n € Net k € Z, posons z,,, = {0 Silk|>n"

Pour tout k € Z, posons x;, = 1.
Ainsi, X € I*°(Z,K) et pour tout n € N, X, € [*(Z,K).
Soit k € Z. Lorsque n > |k|, z, = 1, donc x,p — 1= xy.

n—-+o0o
0silk]<n
Lsilk|>n
| X5, — X||oo = 1, ce qui prouve que X,, ne converge pas vers X lorsque n tend +oo.
Ce contre-exemple établit que la réciproque est fausse.

9°) o Supposons que X,, — X dans [1(Z,K). Soit k € Z.

Cependant, Pour tout n € Net k € Z, 2, — xp 1 = { , donc

n—-+oo
—+o00
| — zk] < Z |Tpn — zn| = || X, — X1 — 0, donc par principe des gendarmes,
oo n—-4o00
H — Tk.
n—-+00

o Pour tout n € N, posons X,, = ¢, (cf question 4).
Ainsi, pour tout n € Net k € Z, x, 1, = O -
Soit k € Z. Lorsque n > |k|, =0 — 0.

n—-+00
Posons X = (zy)kez, avec, pour tout k € Z, z;, = 0. Ainsi, pour tout k € Z,

Tnk < Th X €1YZ,R) et pour tout n € N, X,, € I/(Z,R).
n—-—+0oo
+oo
Cependant, pour tout n € N, || X, — X||; = Z |z k| = 1, donc X, ne tend pas vers

k=—o00
X lorsque n tend vers +o00.

Ce contre-exemple établit que la réciproque est fausse.



10°) On suppose que z, — fou/l € E.

n—-+00

Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, ||z, — {|| <
Soit p > N et ¢ > N. Alors par inégalité triangulaire,

lzp — xgll = l(zp = O) + (0 —2g)|| < llap =] + [Jog =] < 5+ 5 =¢,

donc la suite (x,,) est une suite de Cauchy de E.

11°) Soit (X, )nen une suite de Cauchy de (*(Z, K).

Pour tout n € N, posons X, = (Zyx)kez-

Fixons h € Z. Soit ¢ > 0. Il existe N € N tel que, pour tout p > N et ¢ > N,
1X, — Xgllo < e Mais |z, — zgn| < || X, — Xglloo, done |z, — 44| < €. Ceci
démontre que la suite (2, 5)nen est une suite de Cauchy d’éléments de K, or K est
complet, donc il existe x;, € K tel que x4, njoo xp, lorsque h est fixé.

£
5

Soit a nouveau € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout p > N et ¢ > N,
1 X, — Xylloo < €. Alnsi, pour tout k € Z, |, — xox| < €.

Fixons k € Z et p > N. Faisons tendre g vers +o00. Comme z,;, — xj, on déduit
q—+0o0

de l'inégalité précédente que |z, — x| < €, donc la suite (x, — 2y )rez est bornée et
(1) = sup|zpr — x| <e.
ke

Posons X = (zy)rez. On vient d’établir que, pour p > N, X, — X € [*(Z,K), or
[*°(Z,K) est un K-espace vectoriel, donc X = Xy — (Xy — X) € [*(Z,K).
Alors (1) s’écrit ||.X, — X|| <€, ce qui prouve que X,, — X.

n—-+00

On a montré que toute suite de Cauchy de [*(Z, K) est convergente, donc [*°(Z, K) est
complet.

12°) Soit (X, )nen une suite de Cauchy de I*(Z, K).

Pour tout n € N, posons X,, = (Zyk)kez-

Pour tout k € Z, |zpr — xqx| < [| X, — Xy|l1, donc la premiere partie de la question
précédente s’adapte.

Ainsi, il existe X = (z3)rez € KZ tel que, pour tout k € Z, x,p — .

n——+oo

Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout p > N et ¢ > N, ||.X, — X | <e.

M 00
Ainsi, pour tout M € N*, Z |p ) — Tgk] < Z |Tpr — Tk = [|Xp — Xyl < e
k=—M k=—o00
Fixons M € N* et p > N. Faisons tendre ¢ vers +0o0. Comme —+> xk, on déduit de
q—+oo
M
I'inégalité précédente que Z |z, — 21| < e, donc d’apres la question 2, Z Ty 1 — x|
k=—M kEZ

est convergente et en passant au sup dans U'inégalité (1), Z |2y — x| < e.
k=—0o0
On vient d’établir que, pour p > N, X, — X € [Y(Z,K), or I}(Z,K) est un K-espace
vectoriel, donc X = Xy — (Xy — X) € I}(Z,K).
Alors (1) s’écrit || X, — X||; <e, ce qui prouve que X,, — X.

n—-+4o0o

On a montré que I1(Z, K) est complet.



Partie III : Théoreme du point fixe.

13°) Soit [,I'’ € E. Supposons que [ et [ sont deux points fixes de f.
Alors [l =U|| = ||f(1) — f(I)]| < K[|l =], donc (1 —k)||l —=1]| <0,0r 1 —k > 0, donc
|l = I']| <0. Ceci prouve que [ =I’. Ainsi, si f admet un point fixe, il est unique.

14°) o Pour tout n € N, notons R(n) la propriété suivante : ||z, — 2,11 || < k™||zo—21]].
R(0) est évidente car k° = 1.
Soit n € N* telle que R(n — 1) est vraie.
Alors [[zne1 — zull = [1f(@0) — F@n | < klitn — 20l < kw0 — 2], dapres
I'hypothese de récurrence. Ceci prouve R(n).
D’apres le principe de récurrence, pour tout n € N, ||z, — 241 < k"||xo — 21|
o Montrons que (z,) est une suite de Cauchy.
q—1
Soit (p,q) € N? avec p < ¢q. Par télescopage, x, — x, = Z(mz — Z;41), done d’apres
q—1 o
I'inégalité triangulaire, ||z, — z4]| < Z |x; — z441]|. Alors d’apres le point précédent,

i=p
q—1 _
; 1 —koP To— T
oy =zl < X" Kllzo = il = llzg — et < el
i=p
Soit € > 0. k € [0, 1], donc k”w — 0.

1— k‘ n—-+4oo
||$0 —$1||

Ainsi, il existe N € N tel que pour tout n > N, k" 17 <e

Soient p > N et ¢ > N. Sans perte de généralité, on peut supposer que g > p.
To— T

Alors ||z, — x4 < kpM <e

o (x,) est donc une suite de Cauchy, or E est complet, donc la suite (z,) converge

vers une limite [ € E. De plus, f est continue car elle est k-lipschitzienne, donc

Tpr1 = f(zn) — f(I). Or par composition des limites, ,,,1 — (. Ainsi, par unicité
n——+0o

n——+o0o
de la limite, [ = f(I).
15°) Soit y € E. Pour tout x € B,z — f(z) =y < f(z)+y =2 <= g(z) =z, en

posant g: b — B
—  f(@)+y’
Pour tout z, 2" € E, [|g(z) — g(2')|| = |If(z) — f(&')|| < kllz — 2’|, donc on peut

appliquer les deux questions précédentes en remplagant f par g.
E est un K-espace vectoriel, donc il possede au moins un élément, par exemple 0. On

peut ainsi poser o = 0 et, pour tout n € N, x,,11 = g(z,). On sait alors que x, —+> [
n—-+0oo

ol [ est un point fixe de g. Ceci montre donc I'existence d’un point fixe de g et ce dernier
est unique d’apres la question 13. Ainsi, I’équation  — f(z) = y, en I'inconnue x € E
avec y fixé, possede une unique solution. Ceci prouve que Idg — f est une bijection.



Partie IV : L’opérateur shift

16°) Soit u,v € KZ et o € K. Posons u = (ug)rez et v = (Vg )rez-
Slau+v) = S((quk + vi)kez) = (QUkt1 + Vgt rez
= a(Uk+1)kez + (Vks1)kez = aS(u) + S(v),
donc S est un endomorphisme sur KZ.
Notons R I'application de KZ dans lui-méme définie par : pour tout u = (uy)rez € KZ,
R(u) = (uj_1)rez- Il est clair que, pour tout v € K%, S(R(u)) = R(S(u)) = u, donc R
et S sont deux bijections, réciproques I'une de 'autre.
Ceci démontre que S est un automorphisme de K%.

17°) o Soit u = (ug)kez € I®(Z,K). {ug—1 / k € Z} = {u / k € Z}, donc la suite
S(u) est bornée. Ainsi, S(u) € I*°(Z,K), ce qui prouve que S apres restriction réalise
un endomorphisme sur [*°(Z,K). Il en de méme pour R, donc S apres restriction est
encore un automorphisme sur [*°(Z, K).

De plus, [[S(u)l[ec = sup({ur—1 / k € Z}) = [[uf|oc.

En particulier, pour tout u € [*(Z,K), ||S(¢)]lc0c < [|¢t]lc0, donc d’apres le cours,
I’application linéaire S est continue.

o Soit u = (uk)kez; S ll(Z, K)

+oo +o00o
D’apres la fin de la question 2, (1) : Z lugs1| = Z lug| = [|wl1-
k=—o00 k=—00

Si 'on pose v = (vg)rez = S(u), on en déduit que les sommes partielles des séries

Z lug| et Z |v(—k—1)| sont majorées par ||ul[;, donc que ces séries sont absolument
keN keN

convergentes. Ainsi, S(u) € I1(Z,K) et d’apres la relation (1), ||S(u)|l1 = ||ul|i. Cest
encore vrai avec R, en adaptant la question 2, donc comme avec [*°(Z, K), on en déduit
que S apres restriction est un automorphisme continu sur [*(Z, K).

18°) ¢ S —aldg = —a(Idg — £5) : supposons d’abord que || > 1.

Alors, pour tout u,v € IP(Z,K), d’apres la question précédente,

1S (uw) — LS()|, = ﬁHS(u —)|l, = ITiIHU — v, donc 1S est k-lipschitzienne avec
k = ﬁ €]0, 1[. D’apres les questions 11 et 12, I?(Z,K) est complet, donc d’apres la
question 15, Idg — éS est bijective. De plus, —aldg est un automorphisme d’apres le
cours, donc par composition, S —aldg = (—aldg) o (Idg — iS) est un automorphisme
de E.

o Supposons maintenant que |a| < 1.

Alors S —aldg = So (Idg — aS™') = So (Idg — aR).

Comme précédemment, on montre que aR est |a|-lipschitzienne, avec || € [0, 1], donc

Idg—aR est une bijection, puis par composition, S—aldg est encore un automorphisme
de F.

19°) Soit z € C une racine de Fy. Alors 0 = Py(2) = a; 2% + Z a;z?, donc par

0<j<N
J#30



inégalité triangulaire, |a ,||z|7° < Z |aj||z).

0<j<N
J#30

Supposons que |z| = 1. Alors 'inégalité précédente devient |a;,| < Z |a;| ce qui est

0<j<N
J#3o

faux car I’énoncé suppose que aj, > g laj|. Ainsi, z n’est pas de module 1.

0<j<N

J#3o
20°) © Soit = (zx)rez € E. Lorsque j € N, notons S? 'opérateur de E obtenu
en composant S avec lui-méme j fois. Par récurrence, on montre aisément que, pour

tout j € N, S7(x) = (x4 )kez- On en déduit que <Za1xkﬂ> ZOLJSJ ), donc
7=0
N

I'équation (1) s’écrit : b = Zaij(I), ou encore b = By(S5)(z),
5=0
en convenant que, lorsque P = anX " est un polynome a coefficients complexes,

neN
= anS”.

neN
o Pour résoudre cette question, il suffit donc de montrer que Py(S) est une bijection

de F dans E. Nous allons montrer, que

(2) = Py(S) = an(S — asldg) o (S — agldg) o --- o (S — anldg). Cela permettra de
conclure car, pour tout i € Ny, |a;| # 1 d’apres la question précédente, donc d’apres la
question 18, S — «a;Idg est un automorphisme de E, et par composition, on en déduit
que Py(S) est également un automorphisme de F.

o Soit P = Z prX™ un polynéme a coefficients complexes, ou (p,) est donc une suite

neN
presque nulle de complexes. Smt a € C. Posons Q = (X — a)P.
En convenant que p_; = 0, Q(X anXnH Z&ann Z(pnfl — apy) X",
neN neN neN
done Q(S) = (pu-1 — apa) ™.
neN
Par ailleurs, en calculant dans l'algebre L(E),
(S—aldg)o P(S) =8> puS"—ad ppS"
neN neN
= an5n+l - @ansn
neN neN

= Z(p"—l — ap,)S", donc on a établi que,

neN
pour tout P € C[X], pour tout a € C, [(X — a)P|(S) = (S — aldg) o P(5).
Par une récurrence immédiate, on en déduit que, pour tout P € C[X], pour tout M € N,

pour tout By, ..., By € C, Hﬁ(){—ﬁj)] P] (S) = (S—Bildg)o- - -o(S—Baldp)o P(S).



Appliquons cette égalité lorsque P = ay, M = N, (f1,...,0n) = (aq,...,ay). On
obtient Py(S) = (S — ayldg) o (S — asldg) o -+ o (S — ayldg) o P(S), ce qui conclut
cette question car avec P = ay = ayX?, P(S) = anS° = ayldg.

21°) o Existence : Notons (zj)rez 'unique solution de ’équation (1) dans (P(Z,C).
Soit k € Z.

N N
Par hypothese, by € R, donc by, = Re(by) = Re(Zajzk+j> = ZajRe(zk+j). Ainsi,
j=0 j=0

la suite (Re(zx))kez est une solution de (1).

Pour tout k € Z, |Re(zx)| < |zk|, donc (Re(z))kez € P(Z,R). On a donc prouvé
'existence d’une solution de (1) dans IP(Z, R).

o Unicité : P(Z,R) C I"(Z,C), donc si x et y sont deux solutions de (1) dans (P(Z,R),
ce sont aussi deux solutions de (1) dans [?(Z,C), donc d’apres I'unicité de la question
précédente, x = y.

En conclusion, on a montré que I’équation (1) admet une unique solution dans I”(Z, R).
Elle est égale a I'unique solution dans I(Z, C), dont les composantes sont donc réelles.
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