DM 43 : corrigé

Premiere partie.

1°)

o F(1) est défini si et seulement si la série Y u,(1) est définie et convergente.

N

Soit N € N*. Zun(l) = Z(f(n + 1) — f(n)). C’est une somme télescopique, donc

>t

n=1 n=1

F(N+1)— f(1). Ainsi, F(1) est défini si et seulement si il existe £ € R tel

quef( ) — (. Dans ce cas, F'(1) =¢— f(1).

1.

4.

. Pour tout n € N, fy(n) = sin(y/n%),

n——+oo
neN*

1 n —a
Soit € R. Pour tout n € N*| fi(n) = ( — ) = e nin(+n™)

1
— Supposons que a < 0. Alors —nIn(1 4+ n"*) — —o0, donc fi(n) — 0:

n—400 n—4o00
(Ch) est vérifice et F(1) = —3.

— Supposons que « > 0. Alors n™¢ - 0, donc In(1 +n"%) = n~* + o(n™),
n—-—+0o0
_nlfa_,'_o( 1— a)

puis fi(n) =e
— Si0<a<l, fi(n) sl 0, donc (C4) est vérifiée et F(1) = —=.

1
n—+ 2

1
— Sia=1, fi(n) R donc (C}) est vérifide et F(1) =1 — 1.
— Sia>1, fi(n) — 1, donc (C1) est vérifiée et F(1) = 3.

n——+

2

donc fo((2n +1)?) = sin(nm +F) = (—1)" : cette suite extraite possede 1 et —1
comme valeurs d’adhérence, donc elle diverge, ce qui implique la divergence de
la suite (f2(n)) : la condition (C4) n’est pas vérifiée.

. De méme, pour tout n € N, f3(n) = (—1)"sin(y/n%),

donc f5((2n+1)%) = (=1)@"D*sin(nr + %) = (—=1)"*" : la condition (C}) n’est
pas vérifiée.

111 1) +2
Soit n € N. fy(n) = sin <Z2 1 17r> = sin <%W>, donc




2 2 2 2
o 2 _ n—1 _:
f4(n)—sm<[n -1+ 2+1] > =(—1) sm( 1 ) n2+1n_}—>+000,
donc fy(n) — 0 :la condition (C}) est vérifiée et F (1)

n—-4o00

2°)

<> F(2) est défini si et seulement si > u,(2) est définie et Convergente Soit N € N*.
N N

Zun )= (f(n+2)—f(n)) =D (f(n+2)— f(n+1)) +Z fln+1)=f(n)). Ce
n=1 n:lN

sont des sommes télescopiques, donc Zun@) =f(N+2)+ f(N+1)— f(1) = f(2).

n=1
Ainsi, F'(2) est défini si et seulement si il existe £ € R tel que f(n+ 1)+ f(n) . l.

neN*

o Si f(n) njooﬁ e R, alors f(n+1)+ f(n ) . 2¢, donc (Cy (Cy).

) =
La réciproque est fausse. Par exemple lorsque f( ) = cos(mx), pour tout n € N,
f(n) = (=1)", donc (C}) est fausse, mais f(n+ 1) + f(n ) 0, donc (Cs) est vraie.
o Soit n € N*. Pour tout a,b € R, sina + sinb = 2sin(“?) ¢ ( = donc
4 2 1
ot 1) 4 fo(n) = 2sin <n+ —i-\/;—i—\/n—l— 7r> ( \/ﬁ;r

1
|fs(n+1)+ f3(n)| < 2cos ( NS 7 4) - 0, donc d’apres le principe des
n n——400

gendarmes, f3(n+ 1) + f3(n) - 0 : la condition (Cy) est vérifiée

et F(2) = —f(1) — f(2) = 1 —sin (@)

o Soit n € N*. fo(n) = (—=1)"f5(n),

done fo(n) — faln -+ 1) = (~1"(faln) + foln + 1)) —> 0.

Ainsi, si 'on suppose qu'il existe £ € R tel que fo(n) + fo(n + 1) e ¢, alors

fo(n) = 2((f2(n) + fa(n+1)) + (fa(n) — fo(n+1)) converge également, ce qui est faux
d’apres la question précédente. La condition (Cy) n’est donc pas vérifiée pour fs.

) ainsi

3°) a) Soit p € N*. F(p) est défini si et seulement si Y _ u,,(p) est définie et convergente.
N

N N p—1

Soit N € N*. Zun :Z(f(rH—p = Z f(n+i+1)— f(n+1)), donc
N p:zlz N n=1 b 7{ 1 ¢=0
D unp) =D Y (fn+i+1) = fln+1i) =D (FIN+i+1)— f(i+1)).
n=1 =0 n=1 =0 -
Ainsi, F(p) est défini si et seulement si il existe £ € R tel que Z f(n+1) - l.

oo 1=0 neN*
b) o F(0) =) (f(n) = f(n)) = 0.

n=1

o On suppose que (C7) est vérifiée.
Alors il est clair que (C),) est vérifiée pour tout p € N.

2



“+oo +oo

Fip+1)=F(p) =Y (fln+p+1)—f(n)=> (f(n+p)— f(n))

n=1 n=1
+o00
= (flntp+1) = f(n+p)= lim f(n)=flp+1).

n=1

¢ On en déduit que F(p+1) — F(p) — 0.
p—+00
4°) o> f(n) converge, donc f(n) - 0. Ainsi (C) est vérifiée, donc (C)) est vérifiée
n—-+0o0

pour tout p € N.
o D’apres la question précédente, F(p+ 1) — F(p) = —f(p+ 1),
donc > (F(p+1) — F(p)) converge.

+00

o De plus Z(F(p—i— 1) = F(p)) =-S.

p=0

Deuxieme partie.

Dans cette partie, on suppose que f est de classe C! dans R* et qu’il existe trois
constantes N € N*, K € RY et a €]1, 4-00] telles que

K
Vo> N, [f'(2)] < —

xe

1°) Soit z un réel fixé distinct d'un entier strictement négatif.
a) Pour tout n € N*, x +n # 0, donc u,(z) = f(n+ x) — f(n) est définie.
D’apres 'égalité des accroissements finis appliquée & f, supposée de classe C!, entre n
et 4 n, il existe y € [min(n,n + x), max(n,n + )| tel que f(n+z) — f(n) =z f'(y).

Supposons que n > max(N, N — z). Ainsi, y > N, donc |f(n + x) — f(n)| < |z|]—.
ya

K
Six >0,y >n,donc |f(n+z)— f(n)| <|z|—.
K K
— ~ x| —.
(n+x) ne
1
Or la série de Riemann Z — converge, donc Y (f(n + z) — f(n)) est absolument
na
convergente, ce qui prouve que F' est définie en x.

b) ¢ En particulier, F'(1) est définie, donc d’apres la question 1.1, il existe £ € R tel
que f(p) — L.

pEN*
o Soit x € [1,4o00[. D’apres 1'égalité des accroissements finis, il existe ¢, € [|z], x]
tel que f(x) — f(|lz]) = (z — |x])f'(cs) (cest évident lorsque || = x), donc lorsque

x > N, ce qui implique également |z| > N, |f(z) — f(lz])| < |z — |x] o < o] or

~ — 0, donc d’apres le principe des gendarmes, f(r) — f([z]) — 0.
Ed il R

Siz<0,y>n+uz, donc |f(n+z)— f(n)| < |z




Or par composition des limites, f(|z]) - l,
z€[1,+o00[

done f(x) = (f(z) — f(lz]) + f([z]) = ¢

T—+00
z€[l,+o00]

K K
2°) a)oLorsquey > N, [f'(y)| < — < Na donc f'|jn 4o00] €st bornée. De plus f'|;1,

est continue et [1, N] est un compact, donc f|;; n est aussi bornée. On en déduit que
{If'(y)] / y € [1,+00][} est majoré, or c’est un ensemble non vide de réels, donc d’apres
la propriété de la borne supérieure, cet ensemble possede bien une borne supérieure,
que 'on notera A.

N
o Sn(x)—Sy(z') = Z(f(x +n) — f(z' +n)), or pour tout n € {1,..., N}, il existe
Cn € [ +n,2" 4+ n teln(:plle flx4+n)— f(@'+n)=(z—2)f(cn).
Alors |f(z +n) — f(2' +n)| < |z — 2'|A,

N

N

done |Sy(x) = Sy(a)| =D _[f(z+n) = fla+n)| <) |r—a|A= NAlx - 2|
n=1 n=1

b) ¢ De méme, pour tout n > N, il existe ¢, € [x + n, 2z’ + n] tel que

K K
|f(x+n)—f(@+n)| =|z—2'] | (cn)| < \x—x'[c—a < ]a;—:c’|ﬁ, or la série de Riemann

1 o= , o K
_ _ < )
Z " est convergente, donc ‘ Z (flx+n)— fla'+ n))’ < Z |z —x ’na’ donc
n=N+1 n=N+1
+o0 +oo 1
Z (f(x—kn)—f(ac’—l—n))‘§C|x—x'|,oﬁC:K Z —.
n=N+1 n=Nt1 "

o Par inégalité triangulaire,

F@) = F)| < |Sw() = Sw(@)| + | 30 (7w +n) = 7' +n)] < Ll = #/], o

L=NA+C.
c) F|r, est ainsi L-lipschitzienne, donc elle est continue.

3°) On fixe un réel z distinct d'un entier strictement négatif.
+oo

a)o F(z+1)—F(z) = Z(f(m—i—n—i— 1)— f(x+n)) = tli+m f(t)— f(x+1), car c’est

—+o0

n=1
une somme télescopique. Ainsi, (1) : F(z) = F(x +1)+ f(x +1) — tliin f(t).
—+o0

o F et f étant continue sur RY, par composition, x —— F(x + 1) + f(x + 1) est
continue sur | — 1, 0], donc I'expression ci-dessus prouve que F' est continue sur | — 1, 0].
o Pour p € N, notons R(p) l'assertion suivante : F' est continue sur | — (p+ 1), —p|.
Pour p = 0, on vient de montrer R(0).
Pour p > 0, supposons R(p). Alors par composition, z — F(z + 1) + f(z + 1) est
continue sur | — (p + 2), —(p + 1)[ et la relation (1) prouve alors R(p + 1).
D’apres le principe de récurrence, F' est continue sur R\ Z* .



b) Pour tout z € R\ Z*, F(x) — f(x+ 1) = F(xr + 1) — lim f(¢), or F est continue

en 0, donc F(z) — f(z + 1) - F(0) — tEeroof( ) = _t£§+?( t).
Par ailleurs, en convenant que f(0) =0,
+o00
> _[f(m) = fn+ 1)) = f(0) = lim f(t) =~ lim_f(2),
n=0
+oo
done F(z) = f(x +1) — Z — f(n+1)].
c) Posons ( = 1121 f(t). Smt p est un entier strictement positif.
+oo
F(z+p)—F(x) =) (fn+z+p) — f(n+1))
n=1
400 p—1
=> > (fn+a+i+1)— fln+z+i)
n=1 i=0
p—1 +oo

=> Y (fn+z+i+1)— f(n+z+1)),

i=0 n=
car toutes ces séries sont ¢ onvergentes.

Ainsi, F(z +p) — F(x) = p_l(f —flx+i+1)) =pl— pif(x +i+1).
g =
On en déduit que F(z) — f(z +p) = F(z +p) + pz_é flx+i+1)—pl, donc
F(z)— f(z +p) o> F(0) + %1 f(=p+1i) — pl. D’autre part,
imn D) - fm)] = f<f<n R . (F(=i) — 1

donc en convenant que f(0) =0, F(z) — f(x +p) — [f(n—p)— f(n)].

4°) a) o Soit x € R\ Z. Alors —z € R\ Z et G(—x) = F(—x) — F(x) + f(—x), or f
est impaire, donc G(—z) = —(F(z) — F(—x) + f(z)) = —G(z). Ainsi G est impaire.
o Soitx € R\Z. Alorsz+1€R\Zet Glx+1)=F(z+1)—F(—z—1)+ f(z+1),
or en tenant compte du fait que . li+m f(t) =0, la relation (1) établie au I1.3.a devient

— 400

(1) : F(z)=F(xz+1)+ f(z+1). Ainsi, Gz + 1) = F(z) — F(—z — 1).

De plus, remplacant = par —z — 1 dans (1), on obtient F(—z — 1) = F(—xz) + f(—xz),
donc G(x + 1) = F(z) — F(—x) + f(z) = G(x). Ainsi, G est périodique de période 1.
b) Soit p € N. Alors G(z) — f(z+p) = G(z+p)— f(x+p) = F(z+p) — F(—(z+p)),

5



mais F' est continue en 0, donc G(z) — f(z +p) — 0.
T——p

c) ¢ Supposons d’abord que p € N*. F' étant continue en p,
G(z) = flx+p) =I[F(x) - fle+p)] - F(=z)+ f()
oo, A [ () = f(t+p)] = Fp) = f(p),

donc d’apres la question précédente, lim [F(t) = f(t+p)] = F(p)+ f(p)
——p

Alors, d’aprés la question IL3.c, i[ fn—p) — f@)] = Flp) + f(p).
Or F(p) = i(f(n +p) — f(n)), donc

fp) = 2[]‘"(” —p)— f(n+p)| = i[f(n —p) = f(n+p)] = f(2p).
On a bien montré que +fj[f(n +p) = f(n=p)]=—fp) — f(2p).

¢ Supposons maintenant que p € Z* . Alors —p € N*, donc d’apres le point précédent,
+oo
> [f(n—p) = f(n = (=p))] = —f(=p) — f(~2p), puis & 'aide de I'imparité de f,
i
+oo

> [f(n+p) = fn—p)=—fp)— f(2p).

n=1

ns'f_lp\
1

1
5°) o Pour tout x € R*, posons f(z) = —. f est de classe C" sur R* et f'(z) = ——;,
x T

1
donc pour tout z > 1, [f'(z)| < —;. De plus f est impaire et tend vers 0 en +oo,
x

donc f vérifie les conditions de I’énoncé et ’on peut utiliser la formule de la question

précédente.
1

Décomposons en éléments simples la fraction rationnelle = :

X2—p? (X -p)(X+p)

1 b 1 L
il existe a, b € R tels que XT 2 = Xa—p—i_X—i—p' On calcule a = <X+p>(p) = 2_p
1 . 1 1 1 1
et b= _Q_p’ donc pour tout n € N*\ {p}, R = _2_p<n+p — n—p>'

Ainsi la question précédente appliquée a f montre que s; est définie et que

5 = —Qip<—f<2p> — ()

e(z)
, vaid
x> 1, |f'(z)] = —=. De plus f est impaire et tend vers 0 en +o0o, donc f vérifie les

€Tr2

conditions de I’énoncé et I'on peut utiliser la formule de la question précédente.

o Pour tout z € R*, posons f(x) = . f est de classe C* sur R* et pour tout

6



14++2
T

a b c d
b,c,d € R tel F= :
a,b,c,d e els que X—1+(X—1)2+X+1+(X+1)2

c d n a
X—-1 (X-12 X+4+1 (X+1)
décomposition en éléments simples, c = a et b = —d.
X 1
De plus b = <—) 1) =-.
e plus X172 (1) 1
Par ailleurs, tF'(t) — 0, donc 0 = a + ¢ = 2a. Ainsi, pour tout n € N avec n > 2,

t——+00

Ainsi so est définie et so = —f(2p) — f(p) = —

¢ Décomposons la fraction rationnelle F' = en éléments simples : il existe

F(X)=—-F(-X) = 5» donc par unicité de la

n 1 ( 1 1 )
(n2—1)2 4\(n—12 (n+1)2/)
€
Pour tout z € R*, posons f(z) = (_ZL'2> f est de classe C* sur R* et pour tout x > 1,
x
2
| f'(z)] = —. De plus f est impaire et tend vers 0 en +o0, donc f vérifie les conditions
x
de I’énoncé et 'on peut utiliser la formule de la question précédente.

1
Ainsi, s3 est définie et s3 = é_l(f(2) + f(1)) = 136



