DM 44 : un corrigé

Partie I : Généralités

1°) Supposons que f est absolument monotone. Alors f = f(© >0, f' > 0et f” >0,
donc d’apres le cours, f est positive, croissante et convexe sur I.

2°) On suppose que f et g sont absolument monotones. Soit n € N.

Alors (f +¢)™ = f® 4 ¢™ >0, donc f + g est absolument monotone.

De plus, d’apres la formule de Leibniz, (fg)™ = Z (Z) f®gm=R "donc (fg)™ >0,
k=0

ce qui prouve que fg est absolument monotone.

3°) Soit n € N. Notons R(n) I'assertion suivante :
Pour toute application absolument monotone f : I — R et pour toute application
absolument monotone g :J — I, (f o g)™ > 0.
¢ Supposons quen = 0. Soit f : [ — Ret g : J — I deux applications absolument
monotones. Alors, pour tout x € J, (f o g)(x) = f(g(x)) > 0, donc (f o )@ > 0.
© Supposons que n > 0 et que, pour tout k € {0,...,n}, R(k) soit vraie.
Soit f : I — Ret g : J —> I deux applications absolument monotones.
(fog) =4¢.(f og), donc d’apres la formule de Leibniz,
n

(fog)th) = Z (Z) (f'og)®) g=F+D) or f/ est une application absolument monotone
k=0
de I dans R, done, pour tout k € {0,...,n}, on peut appliquer R(k) en remplacant

f par f’. Ainsi, pour tout k € {0,...,n}, (f' og)® > 0. Alors, la formule précédente
prouve que (f o )"+ >0 ce qui prouve R(n + 1).

Ainsi, d’apres le principe de récurrence forte, si f : I — Ret g :J — [ sont
deux applications absolument monotones, alors pour tout n € N, (f o )™ >0, ce qui
prouve que f o g est absolument monotone.



Partie II : exemples

4°) Sur I = [0, %], tan’ = 1 + tan?, donc pour tout n > 1,

tan™*1) = (tan’) %”) = (tan?)™, puis d’apres la formule de Leibniz,

tan(™t1) = Z (Z) tan® tan™~%  Ainsi, si I'on note R(n) I’assertion tan™ > 0 sur

k=0
I, on a clairement R(0) et R(1) car tan est positive sur I et car tan’ = 1 + tan?, puis
pour tout n > 1, si 'on suppose que R(k) est vraie pour tout k € {0, ...,n}, on montre

R(n+1). D’apres le principe de récurrence forte, on en déduit que tan est absolument
monotone sur [.

5°) On vérifie aisément par récurrence que,
a1 (—1)"n! o1 n!
tout n € N et z €]0, 1], ( ): " ( ): .
ot ot n etz €]0,1] dz" \1+zx (1 + x)ntt G \1 -2 (1 —x)ntt
1 (=1)"n! )

|
Ainsi, pour tout n € N et 2 €]0,1[, ¢ (z) = 5((1 E T (1 4 )
—x n €T n

n!( 1 N 1 > >0
2\(1—z)"tt  (1+a)vtt/) —
Supposons maintenant que n est pair et fixons z €]0, 1[. Alors

1

M(z) > 0 <= > — (1 —2)"™ < (1 +2)"™, or cette
g () > T 2 g e (- <
derniére inégalité est vraie car 0 < 1 —a < 1 + z, donc g™ > 0, pour tout n € N, ce
qui prouve que g est absolument monotone.

Si n est impair, alors g™ (z) =

6°) D’apres le cours, 'application arcsin est définie et de classe C*° sur |0, 1].

1
Soit x €]0,1[. On sait que arcsin(z) > 0 et que arcsin’(z) = ——.
0.1 @ @) =
1
Ainsi, si I'on pose f(r) = ———, il suffit de montrer que f est absolument mo-
pose f(z) i que f
T
notone. Or f'(z) = mais par réduction au méme dénominateur,

I— 222

- _ insi i) — N~ () 09 ()
g(x)—l_x2,doncf—gf.AlHSl,pourtoutnEN,f _Z(k)f g .

k=0
Or g est absolument monotone, donc cette formule permet de montrer par récurrence

forte que, pour tout n € N, £ >0, ce qui conclut.



Partie III : Fonctions totalement monotones

7°) Fixons h € R. Soit f,g € E et a € R. Pour tout x € R,

m(af +9)(&) = (af +g)(z +h) = af(z+h) + g+ h) = am(F)(x) + a(g)(x), done
mn(af +g)(z) = (am(f) + 7(g))(z), pour tout = € R.

On en déduit que 7, (af + g) = am(f) + m(g)), donc 7, € L(E).

De plus, pour tout = € R, pour tout f € F,

(7 © T-n)(f)(@) = Tu(m-n(f))(2) = 7-n(f)(x + h) = f((x +h) —h) = f(z), donc

Th o 7_p, = Idg. En remplacant h par —h, on en déduit également que 7_5 o 7, = Idg,
donc 75, est une bijection, donc la bijection réciproque est 7_p,.
Ainsi, pour tout h € R, 75, est un automorphisme de ’espace vectoriel F.

8°) SoitneN heR, feFetaxekR.
Dans l'algébre L(E), 1, et —Idg commutent, donc on peut appliquer la formule du

bindéme de Newton. Ainsi, A} = (7, — Idg)" = ( > h(—Idg)" ", puis
k=0

A3 =3 () (04 () e entin, A7) o) =
9°) Soit h € R, n € Net z € R.

J_nnk<k>f@+wmy

k=

n+1

D’apres la question précédente, AT (f)(z) = Z(—l)”“”lC (n;{ji— 1) f(x + kh)
k=0

donc h — AP f)(x) est dérivable et

d n+1 n+ 1

dh(A"“(f)( r)) = Z(—l)”*l_k ( ) kf'(x + kh), or d’apres la formule comité-

k=1
- n+1 n
président, pour tout k& € N, 1, k ( I ) =(n+1) (k B 1), donc
d n+1 n
n+1 _ _1\n+1-k /
FEENE) =D S () ek

k=1
n

=(n+1)) (-1 <Z)f@+h+km
k=0

= (n+ D)AR(f")(x + h), toujours d’apres la question précédente.
10°) © Premiére méthode :
Soit g € E une application absolument monotone. Soit h € R%. Pour tout z € R et
n €N, Ap(g) est n fois dérivable et [Ang]™ (z) = g™ (z + h) — g™ (x). Or g™V >0,
donc g™ est croissante, donc [Ag]™(z) > 0. Ceci montre que, si g est absolument
monotone, alors pour tout h > 0, A,g est aussi absolument monotone. Alors, par une
récurrence immédiate, on en déduit que si f est un élément de F absolument monotone,
alors pour tout n € N, pour tout h > 0, A} f est absolument monotone. En particulier,
A} f >0, ce qui montre que f est totalement monotone.

o Seconde méthode, moins rapide, mais davantage dans l’esprit du probléme :

3



Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante : pour toute application f € E qui est
absolument monotone, pour tout h > 0, A?(f) > 0.

Pour n = 0 : Soit f € E une application absolument monotone et soit h > 0.

Alors AY(f) = f >0, donc R(0) est vraie.

Pour n € N, supposons R(n). Soit f € E une application absolument monotone.

Soit x € R. f’ est aussi absolument monotone, donc on peut appliquer '’hypothése de
récurrence a f’ : pour tout h € R%, (n+1)AR(f')(x+h) > 0. Ainsi, d’apres la question
précédente, Uapplication h — AP (f)(z) est croissante sur RY.

Soit h € R%. Pour tout k €]0, A, AP (f)(z) < APH(f)(x), or d’apres la question 8,
h — AT f)(z) est continue sur R, donc en faisant tendre k vers 0 dans I'inégalité
précédente, on en déduit que Ay (f)(z) < APTH(f)(x), mais

Ay =19—Idg = Idg—Idg = 0, donc AJ™" = 0. Ainsi, on a montré que A} (f)(z) > 0,
pour tout A > 0 et pour tout f € E absolument monotone. Ceci prouve R(n + 1) et le
principe de récurrence permet de conclure.

Partie IV : totalement monotone < absolument monotone

11°) Soit f : R — R une application de classe C"X’ Soit a,b € R. Il s’agit de montrer

. f( j b(b_t>n (n+1)
que, pour tout n € N, on a R(n) : Z )+ Tf )(t) dt.

On démontre cette propriété par recurrence sur n.

Pour n = 0, /b (b; " D (1) dt = / f'(t) dt = f(b) — f(a), dott R(0).

Pour n € N, on suppose R(n Or en intégrant par parties,

/b (b ;'t)nf(n+1 (t) B - [_ (b - t)n+1 f(n+1)(t):|b + /b Mf(n-‘r?) (t) dt

(n+1)! ) (n+1)!
B ([zn_ +a)1>! £ e + / (?n_f)l)! Fe) dt.

Alors, de R(n), on en déduit bien R(n + 1).
12°) Soit t € R. Posons f(t) = (¢! — 1)™. D’apres la formule du binéme de Newton,

n

ft) = z”: (Z) e (—1)"*, donc pour tout j € N, fU(t) = Z <Z> ket (—1)"F,

k=0 - k=0
puis f)(0) = Z (Z) K (—1)"F,
Or d’apres la f]f;?nule de Taylor Young, f étant de classe C'*°,
au voisinage de 0, f(t) Z f o(t").

D’autre part, au VOlSlnage de 0, on sait que ¢! — 1 ~ ¢, donc f(t) ~ t", ce qui signifie

que f(t) ="+ o(t™). Alors, d’apres I'unicité du développement limité, on a bien que,
. n_n_k n /f_j_ O0sij<n

pourtoutje{(),...,n},kz_o( 1) <k) , _{1sij:n'

J!
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13°) Soit n € Net z € R.

D’apres la formule de Taylor-Young, lorsque h tend vers 0T,

0 <8 = S0 () s+

k=0

=St (1) (0 552y o),

donc en intervertissant les deux sommes, puis en utilisant la question précédente,
n - f(]) T j - n— n ) n n n frt
0 < o(h™) + Z%h] Z(—l) F I k= f™(z)h" + h"o(1). En divisant par
§=0 k=0
h™, ce qui est possible car h > 0, on obtient que f™(z) + o(1) > 0. On fait tendre h
vers 0, et on obtient que f™(x) > 0.

14°) o Pour tout h > 0et z € R, 0 < A2(f)(z) = f(z+2h) —2f(z+h) + f(z), donc
f(@+h) < 5(f(2) + flw+2h)).

Soit a,b € R. Si a < b, posons h = b—Ta' Alors f(a+h) = f(3(a+1D)) et
fla+2h) = f(b), donc (1) = f(5(a+0b)) < 5(f(a)+ f(b)).

Si a > b, on applique ce qui précede en remplacant (a,b) par (b,a). On retrouve (1).
Si a =10, (1) est évidente, donc (1) est vraie pour tout a,b € R.
o Soit (z,y) € R2.
Soit n € N. Montrons par récurrence sur n l'assertion R(n) suivante :
k k
pour tout k € {02}, f(z+ o (y — 2)) < Fa) + 2 (F(y) ~ F(2).
Pour n = 0, c’est évident.
Pour n > 0, supposons R(n).
Soit k € {0,..., 271},
Si k est %air, k = 2h, donc d’ap;"L\es R(n), )
flot gy —a)) = flo+ 50y —2)) < flo) + 5 (Fy) - f(2)
k
= 1)+ g (1)~ (@)

Si k est impair, k = 2h 4+ 1, donc

Fot gogly =) = Flat ey = 2) + gy~ 2)

1 h h+1
= f(Gla+ 5 —2) + @+ =),
donc d’agr\es I’énoncé, puis en utilisant R(n),

Fot gy —2) < 517+ oy =) + o+ o2y — )]

2 2n
< SI07@) + e ((6) = F@)) + (@) + 2 (7) = @)
£l + 2t () — T,

ce qui prouve R(n + 1).
o Soit a € [0, 1]. Pour tout n € N, notons k, la partie entiere de 2"a.



Ainsi, k, € {0,...,2"}. De plus, 2"a — 1 < k, < 2", donc d’apres le principe des

n
gendarmes, — — .
2N n—s+too

Pour tout n € N, f(x + ];—Z(y —1z)) < f(z)+ %(f(y) — f(x)) et f est continue, donc

en faisant tendre n vers +oo, on obtient : f(z + a(y — x)) < f(x) + a(f(y) — f(2)).
Ceci montre que f est convexe.

15°) D’apres la question précédente, il suffit de montrer que f est continue.

o Pour tout x € Ret h > 0,0 < Ap(f)(x) = f(z + h) — f(z), donc f est croissante.
D’apres le théoreme de la limite monotone, elle possede en tout x € R une limite a
droite, notée f(z)" et une limite & gauche notée f(x)~, avec f(x)~ < f(z) < f(x)*.
o Pour tout h > 0 et z € R, 0 < A?(f)(x), donc d’apres le début de la question
précédente, qui n’utilise pas 'hypothese de continuité,

pour tout a,b € R, f(5(a+b)) < 3(f(a)+ f(b)).

Soit z € R. On en déduit que, pour tout h > 0, f(z 4+ h) < 5(f(z — h) + f(z + 3h)),
donc en faisant tendre h vers 07, f(z)" < 3(f(z)” + f(2)"), donc f(z)* < f(z)~.
Ainsi, f(z)" = f(x) = f(x)~, ce qui prouve que f est continue sur R.

Partie V : Développement en série entiere

16°) © On ne peut en général pas prolonger f en b en une application monotone, car
la fonction tan est absolument monotone sur [0, 3[ d’apres la question 4, mais elle n’est

pas prolongeable par continuité en 3, car tan(t) — +oo.
3

o f est croissante, donc d’apres le théoreme de la limite monotone,
f(t) — i?fb[f(:c). Or f est positive, donc {f(x) / = €]a,b[} est une partie non vide
€la,

t—a x
minorée de R. Ainsi, il existe £ € Ry tel que f(?) = ¢. Alors, en posant f(a) =/, on
—a

prolonge f en une application continue et positive sur [a, b|.

o Pour tout n € N*, 'application f(™ est croissante et positive, donc le méme rai-
sonnement que précédemment prouve qu'il existe £, € R, tel que £ (z) — l,. Or
f est continue sur [a,b] et C* sur ]a,b], donc d’apres le théoreme de la limite de la
dérivée, f est O sur [a,b] et, pour tout n € N, f™(a) = £, > 0, ce qui prouve que f
est absolument monotone sur [a, b].



17°) Soit t € [0,b[. Avec les notations de I’énoncé, la formule de Taylor avec reste
—~ f®(0)
2

intégral s’écrit : Pour tout n € N, f(t) = t* 4+ pu(t), or f est absolument

t
t _
monotone, donc p,(t) = / %
0 n:

O () da > 0, doncz
£"(0)
|

termes positifs, donc d’apres le cours, elle est convergente.

LA >tk < f(t). Ainsi,

la suite des sommes partielles de la série g t" est majorée, or cette série est a

N t t 1 — Z\n
18°) Soitn € N. pt( ) = / #f("ﬂ)(x) dx, or pour tout « € [0, ],
" 0 n:

t 1 — g] n t’ 1 — E/ n
0< 1__ < 1__ AlnSl pn( ) < / Mf(n—l-l)(x) dr < / Mf(f&l)(x) dl’,
t # tn o nl o n!

~+ | 8

T
> —, donc
t/

car la fonction intégrée est positive. Ceci conclut.

19°) Soit t € [0, b]. 11 suffit de montrer que f(t) = t*. Cest évident lorsque

t = 0, donc on peut supposer que 0 <t < b.
Alors il existe ¢ € R tel que 0 < ¢t < t' < b. D’apres la question précédente, pour

tont n € N, 0 < pu(0) < (5)"0u8). or pu0) = 1(¢) - Z IO g < ), can £

t\"
est absolument monotone, donc 0 < p,(t) < (P) f(t') — 0, car £ € [0,1]. On en

n——+oo t’
(k)
/ ( )t = f(t) — pa(t) n_>—+>oof(t), ce qu'il fallait démontrer.

déduit alors que Z

20°) Toujours d’apres la formule de Taylor avec reste intégral, il suffit de montrer que,
pour tout ¢t €] — b, b[, pn(t) - 0. C’est déja fait lorsque t € [0, b|.
n—-+0oo

Supposons maintenant que —b < t < 0. Soit n € N. Par inégalité triangulaire,

0
t— x|™
|pn(t)| S / | SU| f(n+1)($) d{B, car f(nJrl)(:L‘) Z 0. On pose u = —x :
t

n!
Tu— (=) (n+1)(_ (n+1) :
lpn(t)] < ; f (—u) du. Or f est croissante,
0 n!
donc pour tout u € [0, —t], f™FD(—u) < fFV(u). Ainsi,
¢ —t —t) — n
)l < [ b= O o ) 1 = | ) du = -0 0
0 n n' n—+oo
d’apres la question précédente. Ceci conclut cette question.



