Résumé de cours :
Semaine 25, du 31 mars au 4 avril.

Les polynémes (suite et fin)

1 Arithmétique sur un anneau principal (fin)

1.1 Les théoremes de ’arithmétique

Théoréme de Bézout. Soit (a,b) € A%
a et b sont premiers entre eux si et seulement si : J(u,v) € A% ua +vb=1.

Propriété. Soit (a,b) € A%. Notons d un PGCD de a et b. Alors
il existe (a’,b') € A2, avec a’ et b’ premiers entre eux, tel que a = a'd et b = b'd.

Théoréme de Gauss. Soit (a,b,c) € A%. Si albc avec a et b premiers entre eux, alors alc.
Corollaire. Soit p,a,b € A. Sip | ab avec p irréductible, alors p | a ou p | b.

Propriété. Soit (a,b,c) € A3, n € N* et ay,...,a, € A.

On désigne par a A b un PGCD de a et b et par a Vb un PPCM de a et b.

o SiaAb=aAc=1,alorsaAbc=1.

o Sianb=1,V(kl) € (N2 ak Abl =1.

o Sialb, c|bet aAc=1 alors aclb.

Si pour tout ¢ € {1,...,n}, a;|bet sii #j = a;, Aa; =1, alors a; X --- X a, | b.
o ab~ (aAb)(aVb). En particulier, aAb=1=a Vb~ ab.

Il faut savoir le démontrer.

1.2 K[X] est un anneau factoriel

Notation. On suppose ici que A € {Z,K[X]} (K étant un corps quelconque).
Si A=7, on pose P =P, et si A =K[X], P est 'ensemble des polynémes irréductibles et unitaires.

Théoréme. Soit a € A avec a # 0. Il existe un unique couple (u, (vp)pep), ot u € U(A) et on

(Vp)pep est une famille presque nulle d’entiers, tel que a = u H p’? : C’est la décomposition de a
peP
en facteurs irréductibles. v, s’appelle la valuation p-adique de a.
Il faut savoir le démontrer.
Propriété. Soit (a,b) € (A\ {0})?, dont les décompositions en facteurs irréductibles sont
a:qu”f’ etbszp“P.Alorsa | b= [VpeP, vy < p.
peP peEP
De plus, a A b = H pRinWetin) o g\ b = H p™@*(¥pp) En particulier, a et b sont premiers entre

peP peEP
eux si et seulement si aucun élément de P n’intervient & la fois dans la décomposition en facteurs

irréductibles de a et dans celle de b.
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Lemme d’Euclide. Soient (a,b) € A% avec b # 0, et q,7 tels que a = bg+ 7. Alorsa Ab=DbATr.

Algorithme d’Euclide. Soit (ag,a1) € A2,

e Pouri > 1, tant que a; # 0, on note a;41 le reste de la division euclidienne de a;_; par a;. On définit
ainsi une suite finie (a;)o<i<ny d’éléments de A telle que axy = 0 et, pour tout ¢ € {0,...,N — 1},
ag A ay = a; A a;4+1. En particulier, pour ¢ = N — 1, on obtient ag A a; = an—_1.

e Supposons maintenant que ag Aa; = ay_1 = 1. D’apres le théoreme de Bézout, il existe (s,t) € A2
tel que sag+ta; = 1. La suite de 'algorithme d’Euclide permet le calcul d’un tel couple (s,t) : Notons
¢; le quotient de la division euclidienne de a;_; par a;. Ainsi, a;11 = a;—1 — g;ai.

En particulier, avec i = N — 2, on obtient 1 = ay_3 — gn_2aN_2.

Supposons que, pour un entier ¢ € {1,..., N —3}, on dispose d’entiers s; et t; tels que 1 = s;a;+t;a;11.
Alors 1 = s;a; + ti(a;—1 — a;iqi) = (8; — tiqi)a; + t;a;—1, ce qui donne des entiers s;_1 et t;_1 tels que
1=s;1a;_1 +ti_10;.

Par récurrence descendante, on peut donc calculer des entier sg et tg tels que 1 = sgag + toas.

Corollaire. Supposons que L est un sous-corps de K et soit (4, B) € L[X] x (L[X]\ {0}).
Les PGCD et PPCM de A et B sont les mémes, que 1'on regarde A et B comme des polynémes de
L[X] ou de K[X].

Exercice. Soit a,b,c € A avec a et b non nuls.
Résoudre 1’équation de Bézout (B) : au + bv = ¢ en I'inconnue (u,v) € A?.
Il faut savoir le démontrer.

2 Identification entre polynémes formels
et applications polynomiales

Notation. On fixe un corps K quelconque.

Propriété. Soit P € K[X] et aq,...,a; k éléments de K deux & deux distincts :
ai,...,ar sont toutes racines de P si et seulement si P est un multiple de (X —aq) X -+ x (X — ag).
Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Un polynéme non nul admet au plus deg(P) racines.

Principe de rigidité des polynémes : si P € K[X| posséde une infinité de racines, alors P = 0.
Propriété. Soit n € Net P,Q € K,[X].

Si{z € K/ P(x) = Q(x)} contient au moins n + 1 scalaires, alors P = Q.

Théoréme. On peut identifier ’ensemble K[X] des polynomes formels avec ’ensemble P des ap-

plications polynomiales de K dans K si et seulement si K est de cardinal infini.

Remarque. SiK est fini de cardinal ¢, alors H (X —a)=X7-X.

acK
Il faut savoir le démontrer.

3 Polynéme d’interpolation de Lagrange

Notation. Dans tout ce paragraphe, on fixe un corps quelconque K, n € N et une famille
ao, . ..,a, € K den+ 1 scalaires deux a deux distincts.

. X —a;
Pour tout i € {0,...,n}, posons L; = H -7

) a; — a;
0<j<n
i

Les L; sont appelés les polynomes de Lagrange associés a (ag, . .., an).
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Propriété. Pour tout i,k € {0,...,n}, L;(a) = i k-

Propriété. Pour tout P € K, [X], P = Z P(a;)L;.
i=0

Il faut savoir le démontrer.

Théoréme. Soit (bg,by,...,b,) € K" une famille quelconque de scalaires. Il existe un unique
polynéme Py de degré inférieur ou égal & n tel que, pour tout i € {0,...,n}, Po(a;) = b;. Py est appelé
le polynéme d’interpolation de Lagrange (associé aux deux familles (ag, a1, ..., an) et (bo, b1, ..., by)).
- X —a;
On dispose de la formule suivante : Py = Z b; H 2 |. Enfin, I'ensemble des polynémes P
— e, G T a4y
AN
~ n
vérifiant, pour tout ¢ € {0,...,n}, P(a;) = b;, est égal & Py + (H(X - a;))K[X].

=0
4 Polynome dérivé

Notation. Dans ce paragraphe, on suppose que K est un corps de caractéristique nulle.

Propriété. Pour tout P € K[X] tel que deg(P) > 1, deg(P’) = deg(P) — 1.

Corollaire. Soit P € K[X]. P est un polynéme constant si et seulement si P’ = 0.

Corollaire. Si P € K[X], deg(P) > n = deg(P™) = deg(P) —n et P") =0 += deg(P) < n.
X —a)”

Formule de Taylor : Soit P € K[X] et a € K. Alors P = Z ( ' P (a).
neN n..lK
Il faut savoir le démontrer.
Corollaire. Soit P € K[X], a € K et k € N. Alors
k—1

X — h
le reste de la division euclidienne de P par (X — a)* est égal & Z (hlila)P(h)(a).
Wk
h=0

5 Racines multiples

Notation. K désigne un corps quelconque.

Définition. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est une racine de P de multiplicité m si et seulement
si il existe @ € K[X] tel que P(X) = (X —a)"Q(X) avec Q(a) # 0.

Remarque. a n’est pas racine de P si et seulement si a est racine de P de multiplicité nulle.

Définition. Soit P € K[X], a € K et m € N.

a est racine de P de multiplicité au moins m si et seulement si (X —a)™ | P.

Ainsi, a est racine de P de multiplicité m si et seulement si elle est racine de P de multiplicité au
moins m, mais n’est pas racine de P de multiplicité au moins m + 1.

Définition. On dit que a € K est une racine simple (resp : double, triple) de
P € K[X] si et seulement si a est une racine de P de multiplicité 1 (resp : 2, 3).

Définition. Soit P € K[X]\ {0}. Posons {ai,...,ar} = {z € K/P(z) = 0}. Pour tout h € Ny,

notons my, la multiplicité de ap pour le polynéme P. On dit alors que le nombre de racines de P,
k

comptées avec multiplicité, est égal a Z mp.
h=1
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Et k est le nombre de racines de P comptées sans multiplicité.

Propriété. Soit P € K[X], a1,...,ar € Ket mq,...,mp € N. Pour tout h € {1,...,k}, ap, est racine
k

de P de multiplicité au moins my, si et seulement si P est un multiple de H (X —ap)™".
h=1

Propriété. Soit P € K[X] un polynéme non nul. Le nombre de racines de P, comptées avec multi-
plicité est inférieur ou égal au degré de P.

Hypothése : Pour la suite de ce paragraphe, on suppose que car(K) = 0.

Théoréme. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est racine de P de multiplicité au moins m si et
seulement si Vi € {0,...,m — 1}, P®(a) =0.
11 faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soit P € K[X], a € K et m € N. a est racine de P de multiplicité m si et seulement si
Vi€ {0,...,m—1}, P®(a)=0et P (a) #0.

Corollaire. Si a € K est racine de P € K[X] de multiplicité m € N*, alors a est racine de P’ de
multiplicité m — 1.

6 Polynomes scindés

Notation. K désigne un corps quelconque.

Définition. P € K[X]\ {0} est scindé dans K[X] si et seulement si sa décomposition en polynémes
irréductibles dans K[X] ne fait intervenir que des polynémes de degré 1.

Propriété. Soit P € K[X]\ {0}. P est scindé dans K[X] si et seulement si le nombre de racines de
P dans K, comptées avec multiplicité, est égal au degré de P.
11 faut savoir le démontrer.

Définition. Soit P € K[X]\ {0}. On dit que P est simplement scindé dans K[X] si et seulement si
P est scindé dans K et si toutes ses racines sont simples.

Relations de Viéte entre coefficients et racines : Soit P € K[X] un polynéme scindé dans K[X]
de degré n, avec n > 1. Alors P peut s’écrire sous les deux formes suivantes :
— P(X)=a, X"+ a, 1 X" 1+ -+ a1 X + ag, avec ag, . ..,a, € Ket a, #0;
— P(X)=an(X — 1) X+ x (X —Bn), 0lU fBi,..., By est la liste des racines de P, comptées avec
multiplicité. Alors, pour tout p € {1,...,n},
op = (—1)pa2;p, ol o, = Z Biy X - X B

1<iri<--<ip<n

Les o, s’appellent les fonctions symétriques élémentaires des racines. En particulier,

n
Qp—
— Pour p =1, Z B = —— Lo s’agit de la somme des racines de P, comptées avec multiplicités.

a
i=1 n

n
a
— Pourp=mn, H Bi = (—1)”—0. Il s’agit du produit des racines de P, comptées avec multiplicités.
N Qap
i=1
Cette fin de paragraphe est hors programme.
Définition. Soit n € N* et A € K[X1,...,X,,] un polynéme & n indéterminées. On dit que A est
symétrique si et seulement si, pour tout o € Sy, A(Xo1)s -+ Xom)) = A(X1,..., Xn).

Exemples. Les polynomes de Newton : X¥ + -+ 4+ X? ol n,p € N* sont symétriques.
Les polynomes symétriques élémentaires : pour tout p € {1,...,n},
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(X, X)) = Z Xi, x -+ x X;, est bien un polynéme symétrique.
1<i1<iz < <ip<n

Propriété. (Admise) Soit n € N*. On suppose que A est un polynéme symétrique de L[ X1, ..., X,,]
(ont L est un corps). Alors il existe B € L[X7,...,X,] tel que A = B(%4,...,%,).

Corollaire. Avec ces notations, si K est un sur-corps de LL et si P € L[X] est scindé dans K[X], alors
en notant 31, ..., 3, les racines de P comptées avec multiplicité, A(S1,..., 5,) € L.

Exemple. Soit P € Q[X] un polynéme dont les racines complexes comptées avec multiplicité sont
notées B, ..., B,. Alors pour tout p € N*, g7 + ...+ 3P € Q.

7 Polynémes de R[X] et de C[X]

Définition. Si P = Zaka € C[X], on note P = Z@Xk.
keEN keN
Clx] — Clx]

est un isomorphisme d’anneaux.
P +—s P P

Propriété. L’application
Propriété. Soit P € C[X], « € C et m € N. « est racine de P de multiplicité m si et seulement si @
est racine de P de multiplicité m.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Si P € R[X] et si « est racine de P (resp : racine de multiplicité m), alors @ est aussi
une racine de P (resp : racine de multiplicité m).

Théoréme de d’Alembert : Tout polyndéme a coeflicients complexes de degré supérieur ou égal a 1
possede au moins une racine complexe.

Corollaire. Les polynémes irréductibles de C[X] sont exactement les polynomes de degré 1.

Corollaire. Dans C[X], deux polynémes sont premiers entre eux si et seulement si ils n’ont aucune
racine complexe commune.

Corollaire. Dans C[X], tout polynéme non nul est scindé.

Dans C[X], le nombre de racines, comptées avec multiplicité, de tout polynéme non nul est égal & son
degré.

Propriété. Soit P,Q € C[X]\ {0}. Alors P | @ si et seulement si toute racine de P est racine de Q

avec une multiplicité pour @) supérieure ou égale a celle pour P.

Propriété. Les polynomes irréductibles de R[X] sont exactement les polynémes de degré 1 et les
polyndmes de degré 2 a discriminant strictement négatif.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit P € R[X]\ {0}. P est scindé dans R[X] si et seulement si toutes ses racines sont
réelles.
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