DM 47 : un corrigé

Partie I : Polynomes de Bernstein

1°)
o D’apres le cours, deg(B,, ) = deg(X*) + deg((1 — X)" %)) =k +n—k=n.
o Bni(X) = X*Q(X) ot Q € R[X] vérifie Q(0) = 1 # 0, donc 0 est racine de B,
de multiplicité k. En particulier, 0 est racine de B, si et seulement si k& > 1.
¢ De méme, on montre que 1 est racine de B, ;, de multiplicité n — k. En particulier,
1 est racine de B, si et seulement si £ <n — 1.
n—k L
2°)  D’apres la formule du binome de Newton, B, ; = X* Z <n ; ) (—=X)",

—k
donc B, = Z ( ) )" X*" En posant j = h + k,

h=0

on obtient B, = Z (7; :l/j) (—1)77F X7,

J=k

3°) X’“:X’“(X+(1—X))”*k:an_ <”

h=0
j=k+h, X’“—Z(?:Z)Xj(l—X)”j—Z <;‘::)Bn,j.
j=k j=k

4°) Soit P € R,[X]. 1l existe (pr)o<k<n € R™™ tel que P(X) = Zkak, donc

k=0
d’apres la question précédente, P(X Z Dk Z ( - > B, ;. Ainsi,
n— n—
P(X) = Z Dk ( ) Z (Zpk ( ) )Bnyj. Ceci montre qu’il
j,keN2 ‘7 7=0
0<k<j<n

existe (g )o<k<n € R™M tel que P(X) = Zaan,k.



Donc (B, k)o<k<n est une famille génératrice de R,,[X], or cette famille est de cardinal
n + 1 = dim(R,[X]), donc c¢’est une base.

1
5°) Pour tout n, k € N tels que 0 < k < n, posons I, = / B, (1) dt.
0

¢ Supposons que 0 < k < n et intégrons par parties :

tk—‘rl L 1 1 tk+1 1 n — k,
Lp = 1)t — k)1 — )" dt, donc Ly = 2 I jop.
= [ga-o + [ e -ha -0 one Lk = T i
¢ On peut en déduire par récurrence descendante finie sur k € {0,...,n}
n—1
n
RE) : Ly=1,n )

En effet, c’est vrai pour k = n car le produit est alors vide, donc il est égal a 1.
De plus, si R(k + 1) est vrai pour 0 < k < n,

n—=k n—=k o —h "l —h

alors I,y = ——Ipjpp1 = —— X Iny, =Inn .
k+1 k+1 h:k+1h+1 h:k;h+1

1
¢ De plus I, = —+ T donc pour tout n,k € N tels que 0 < k < n,
n

— k)l
. (n—k)! _ 1

e (h)

6°) Pour tout j € {0,...,n}, B ; = JX77H 1 = X)) — (n— ) X1 — X)L
c’est en particulier vrai lorsque j = 0 ou j = n, en travaillant dans R(X) (ensemble
des fractions rationnelles). Ainsi,

00=3- (25 () 0 xr

j=1 j=
Dans la premiere somme, on pose t =75 — 1 :
n—1 n—1
/ _ n . ) 7 _ n i—1 _ n—j—1
mm_;c+0mw%au Z()nj%ﬂﬂX)J.
De plus, d’apres la formule comité-président, pour tout j€{0,...,n—1},

n n—1 n n—1 n—1

. i+ 1) = . t . —J)= . = -
(J+1>U+'> n( J >e (n—J>m & n<n—ﬂ—1) n( J )
donc Q'(X) = nz Qjp1 — (n j_ 1) By, _1;.
7°) Soit 7 € N. On note R(r) lassertion suivante : pour tout n > r, pour tout

(ag, ..., ) € R™ silon pose Q(X) = Z (?) ;B ,
=0



o Pour r = 0, on vérifie que Z (IZ) (=1)"*a;,p, = a;, donc R(0) est vraie.

o Pour r > 0, on suppose R(r). Soit n >r+1 et (ap,...,a,) € R*.

n

Posons Q(X) = Z (?) ;B j. D’apres R(r),

J=0

() ra) ()
(c

On peut alors appliquer la question précédente ’es t-a-dire R(1)) en remplagant n par

n —r. On obtient que QU+Y = (n —r) n! ‘ @- (n - 1) B, r_1;, ou
(n—r)! — J

<

B = i (;) (=) a1k — i (;) (=) *ajyp

k=0 k=0

e E @
= ajirp + (1) oy + Z ( ( ) (,:) )(—1)T_k+104j+k,

donc d’apres la relation du trlangle de Pascal,

r+1
1 o
Bi=3 (T k > (=)™ a4k, donc

k=0

n—r—1 r4+1
) r+1 1l n—r—1

k=0

N

qui prouve R(r + 1)
D’apres le principe de récurrence, la propriété est démontrée.

Partie II : Théoréeme de Stone-Welierstrass

1
o B,(1)(z) = Z (Z 2*(1—2)" = (x4 (1—2))" = 1 d’aprés la formule du binome

1
~(n\k n—k ) e A rda
o Bu(X)(x) = P (1 —2)" ", or d’apres la formule comité-président,

k=0
n n—1
k:(k)—n(k_l)pourtoutk:e{l }
donc B, (X)(x) = xz (Z B i) R — ) (D= Ainsi, toujours d’apres la for-
k=1



mule du bindme de Newton, B, (X)
o Lorsque n = 1, By(f)(z) = f(0) 1 — x) + f(1)z, donc B;(X?) = X. Supposons

maintenant que n > 2.
n

B, (X?)(z) = Z (Z) %xk(l — )" " or k? = k(k — 1) + k donc

k=0
= k(k—1 = k
B, (X?)(x) = Z (Z) %xk(l —z)" k4 Z (Z) Exk(l — )" or d’apres la
k=2 k=1

formule comité-président-vice-président,

k(k—1) (Z) —n(n—1) (Z:g) pour tout k € {2,...,n},

donc B, (X?)(z) = 2? Z (Z : ;) n; 1xk_2(1 — z)n=(=2) %Bn(X)(x) Ainsi,
k=2

n—1

B,(X?) =

1
X? 4+ =X, ce qui est encore vrai lorsque n = 1.
n n

9°)

o Pour tout f € C, B,(f) est un polynome, donc B,(f) € C.

De plus, on vérifie que, pour tout f,g € C et a € R, B,(af + g) = aB,(f) + B.(9),
donc B,, € L(C).

o SmthC Some[O 1].

sl =3 (1) )0

< Z ( ) ’f( )’X|Ik(1 — )| (par inégalité triangulaire)
k;i

g ( YAl lata = o

~ 11 Z (1) et eyt aro et ey

Ainsi, || f]| est un majorant de {|B.(f)(x)| / = € [0,1]}, or la borne supérieure est le
plus petit des majorants, donc || B,(f)|| < ||f]| (par la suite, cet argument sera appelé
un passage a la borne supérieure). De plus, B, est linéaire, donc d’apres le cours, B,
est continue.

10°)  Soit x € [0,1].

B,(f)(x) = Z (Z) (eix)k(l — :U)"*k = (e%x +1—-2)"=(1+ x(e% — 1))
k=0

Ainsi, B,(f) = (1 +X(€n — 1)

Bn(f)(x) :enln(1+x(n+0(n))) en(s +o(1)) _ prto(l) __y T

n—-+4o0o

11°)



o On a déja vu que 0 < z*(1 — 2)"*, donc S, s(z) > 0.
k k 2

o Pour tout k € {0,...,n} tel que ‘——x’ >0, 0% < ——x> , donc
n

0?Sus(z) < Y (% —~ x>2 (Z) aF(1 = z)"h '

0<k<n
\ﬁ7ﬂ>5

<Z[( ) T —i—a:](?;)xk(l—a:)"k

B @x%()-—sz (X)(2) + 22B,(1)(z)

-1 1
- 2 4+ —x — 2% 4 22,
no_on
r—x
donc S, <
onc Sys(x) < 5 1
2 _ 1y2 _ 1 1
De plus, 2° — 2 = (z — 3)* — 7 > —, donc Sy, 5(z) < 52

12°)
o Soit z € [0,1] et § > 0.

f(z) = Bu(f)(x) = i (Z) (f(x) - f(%))xk(l —2)"*, donc par inégalité triangu-

ivs 160 - B < 3 [y 5(5)] (1) a4 ey
ou A = Z ’f(x)—f(%)}(?)xk(l—x)”k

0<k<n
|E—z|>5

Or, pour tout k € {0,...,n}, |f(x) — f(%) < |f(z)|+ ‘f(%)
donc A < 2| f[|S,s(z), ce qu'il fallait démontrer.

o Soit € > 0. f est continue sur [0,1] qui est compact, donc d’apres le théoreme de
Heine, f est uniformément continue. Ainsi, il existe § > 0 tel que, pour tout x,y € [0, 1]

avec [x —y| <9, [f(z) = f(y)] < 3

% n:)oo 0, donc il existe N € N* tel que, pour tout n > N, 2”;(5[ =5

Soit n > N. Soit x € [0, 1]. D’apres l'inégalité précédemment démontrée,

1) - BN 218050+ 3 5 () a0

0<k<n
|5 _z|<s

< 2[| £l

done () = B, (1)) < 05+ 5 <=

Alors, par passage a la borne supérieure, on en déduit que ||f — B,(f)|| < €, ce qu’il
fallait démontrer.

13°) D’apres la question précédente,



’/01(f(t)— dt‘ /|f (@) !dt</ If = Boa(f)| dt, donc

)/O(f(t)—an )(1)) dt‘SHf_B”(f)HnI)ooo‘

1
Ainsi, d’apres le principe des gendarmes, / B,(f)(t) dt — / ft)
0

n—-+4o0o

1 n
Mais par ailleurs, / B.(f)(t) dt = Z (Z) f(ﬁ)/ B, x(t) dt, donc d’apres la
0 k=0 nsJo

"k
E f (—), ce qui permet de conclure.
n

1
t1 9, B, t) dt =
question /0 (F)t) = 2

14°) D’aprés 'hypothese, par combinaison linéaire, pour tout P € R[X],
1 1
/ P(z)f(x) dxz = 0, donc en particulier, pour tout n € N*| / B, (f)(x)f(z) dx = 0.
0 0

1
Dautre part, | [ (5,(£)(a) = S(@)f(@) da| < 1B,(0) = 17| 0. done dapris

1 1
le principe des gendarmes, / Bn(f)(x)f(x) dx - / f2(t) dt
0 n—-+00 0

1
On en déduit que f2(t) dt = 0, or f? est positive et continue, donc f? est identi-

0
quement nulle. On a bien montré que f = 0.

Partie III : convergence uniforme des dérivées

15°)
o D’apres la question 7,

mn =2 S (S () () (75 ) e

o En particulier, avec 7 = 1, on obtient que pour tout x € [0, 1],

01w =n S (1) = 1(2)) (") B

Si l'on suppose que [ est croissante, alors pour tout j € {0,...,n— 1},
1
f(j il ) f<l> > 0, donc B,(f)'(z) > 0, ce qui prouve que Bn(f) est aussi crois-
n n
sante.

o Lorsque n = 1, By(f) est un polynéme de degré inférieur a 1, donc c’est une fonction
toujours convexe (et concave). Supposons maintenant que n > 2. Alors d’apres la
formule précédente avec r = 2, pour tout x € [0, 1],

B () —n(n—1>§(f( )-2(E) 4 (E2)) (7 2) Bucas

J]=




Supposons que [ est convexe.
Soit j € {0,...,n — 2}. Alors, par inégalité de convexité,

1) = 0GR+ 2 <32 +1(55)
donc f(%) — 2f<‘%) + f(‘%) > 0. Alors [B,(f)]"(z) > 0, ce qui prouve que

B, (f) est aussi convexe.

16°) Soit n € N* et k € {0,...,n}. D’apres 1'égalité des accroissements finis, il

existe t, E]nﬂ,fﬁ[tel que f(* w —f niﬂ :%Hf/(nk)

Deplus, |tn,k_;|§‘tn,kz n+1’+’m—% _n+1—|—nn—+1—% :ni-i-l
Soit € > 0. f" étant uniformément continue, il existe § > 0 tel que, pour tout x,y € [0, 1]
avec |z —y| <6, [f'(z) = f'(y)| <e.

2

5 — 0, donc il existe N € N* tel que pour tout n > N, +1 < 4.
n—-+o0o

Soit n > N Zt kle {O,...,?}f}. Alors .
o0 (G) - 1)) = Gl -
car |t,, — & < 25 <6.

ntl —
17°)
o Montrons d’abord que B, 1(f) — Bn(f") - 0. Pour tout z € [0, 1],
n—-+0o0o

Bl 0= Bl 0) L3 (40 [ (D) -1 ()] -7 (D)) () B

Soit € > 0. D’apres la questign précédente, il existe N € N* tel que

E+1 k k
2N ke 0o D) - /()] -7 () <o
Vn > VEk € {0 n} (n—i—)fn+1 fn+1 f S =«
Soit n > N. Pour tout z € [0,1], d’apres la relation (1) et l'inégalité triangulaire,

|Bpi1(f) () — Bu(f)(z)] < Ze (Z) 2¥(1 — 2)"* = ¢. Ainsi, par passage au sup,
k=0
on a montré que Ve >0, AN € N*, Vn > N, ||B.1(f) — Ba(f)]| <e.

o On sait d’apres la question 12 que B, (f") njoo f,
donc Bn—i—l(f)l = [Bn—H (f)/ - Bn(f/)] + Bn(f/) —> f,a puis [Bn(f>]/ — f/‘

n—-+o0o

Flia) 5 (5)| <

18°) a) Il s’agit d'un polynome d’interpolation de Lagrange, donc d’apres le cours,

:%g Lk ,OuLk(X>: H )kf—}ill

0<h<r

or [[ (& —h) = (ﬁ(k - h)) x (=1 T (h = k) = (1) *E!(r — k)!, donc
- ;g(k)% Osll(x —h).



b) Soit k& € {0,...,r — 1}. L’application P — g s’annule en k et k + 1, donc d’apres le
lemme de Rolle, il existe a1 €]k, k + 1] tel que (P — g)'(ax1) = 0.

De méme, pour tout k € {0,...,r — 2}, (P — g)’ s’annule en oy et @411, donc il
existe ag 2 €Jay1, 1] tel que (P — g)"(ag2) = 0.
Par récurrence sur h, on peut donc montrer que, pour tout h € {1,... 7}, il existe

une famille (ay;)o<k<r_n Strictement croissante de réels de 0, r[ en lesquels (P — g)™®
s’annule.
En particulier, lorsque h = r, (P — g)™(ap,) = 0. Posons = = ag,..

P est un polynéome de degré inférieur & 7, donc P")(x ) est égal a son coefﬁcient de
7" k

degré r multiplié par r!. Ainsi, d’apres la question a), P =rl Z g(k

On a donc ¢ (z) = Z <};> (—1)"*g(k).

k=0
19°) On suppose que f est de classe C". D’apres la question 15, en remplacant n

e 0] = CE S (5 () Crsa () () 5

=0

Soit j € {0,...,n}. Posons g, ,(z) = f(j —_f;x) pour tout x € [0,r]. L’application
n+r

|+ x
gn,; est bien définie car pour 0 < j < net 0 <z < r, 0 < ]i
n+r

gn,j est de classe C”, donc d’apres la question précédente, il existe z,, ; €]0, 7] tel que
T

r r— T 1 " r |+
91(13(%13) = Z (2) (—1)"*g(k). Or gflg(zv) = ( > 1 )(‘7 ), donc en posant

n—+r n+r
o + +

J+ Tng : ~(r rk <j+’<7> < 1 ) (r)
tnj = , on obtient : » —1 = tn)-
IS Ty IR ko(k)( A e nrr) I ()

On peut alors adapter les raisonnements des questions 16 et 17 :

PO () - B = (”) (7t = 10(2)) Bus

< 1. De plus

(n+7)! = \J
Pour tout n € N* et j € {0,.
]‘ ‘j—f—l‘n]__‘ ‘n:pm |xn]| rj 2r
B n—l—r IREICERY) _n—i-r nn+r) ~ n+r

Soit € > 0. f( étant uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que,
pour tout z,y € [0,1] avec |z —y| <6, |f(z) — fT(y)] <e.
5 (), donc il existe N € N* tel que pour tout n > N, 2” <.

n+r n—-+o0o

Ainsi, pour tout n > N et j € {0,...,n}, ‘f(’")(tn,j) — f(’")<—>‘ < e. On en déduit
n

| T
comme en question 17 que, pour tout n > N, ||%[Bn+r(f)](r) — B.(fM)|| <e.
. . n‘(n + T)r (,,,) (7,)
Ainsi, W[an(f)] — B,(f )njoo 0, or



nl(n+r)" (n+7) n’
(n+7r)  (m+r)(n+r—1)...(n+1) notoo nr
donc [By, (f)]™ =B, (f™) — 0. On sait d’aprés la question 12 que B, (f)) — £,

n—-+o0o n—-+o0o

donc [B, ()] — f©), puis [B,(f)]" — fO.

n—-+o0o n—-+o0o

Y

Partie IV : vitesse de convergence vers f

20°)

o Pour tout 2,y € [0,1], |£() — f)] < 1f(@)| + £ )] < 2],

donc {|f(z) — f(y)| / (x,y € [0,1]) A (Jz —y| < I)} est majoré par 2| f||. Cet ensemble
étant non vide, w(d) est bien défini et par passage au sup, w(d) < 2| f]|, donc w est une
application bornée.

o Soit 6,8 € Ry avec § < ¢ Alors {|f(x) — f(y)| / (z,y € [0,1]) A (|l — y|] < )}
est inclus dans {|f(x) — f(y)| / (z,y € [0,1]) A (| — y| < ¢)}, donc d’apres le cours,
w(9) < w(d) : application w est croissante.

21°)  Notons K = {(z,y) € [0,1)> / |z — y| < 6}. K est inclus dans la boule unité
de R? muni de la norme infinie, donc K est borné. De plus K = [0,1]2 N ¢~1([0, d]) olt
¢ est I'application de R? dans R définie par p(x,y) = |z — y|.  est continue d’aprés
les théoremes usuels et [0, d] est un fermé de R, donc K est un fermé. Ainsi K est un
fermé borné de R? qui est de dimension finie, donc c¢’est un compact de R2.

Alors I'application continue (z,y) — |f(x) — f(y)| est bornée et elle atteint sa borne
supérieure : il existe (z,y) € [0,1]? tel que |z —y| < d et |f(z) — f(y)] = w(9).

22°)  D’apres le théoreme de la limite monotone, w(d) . ¢ = inf{w(0) / 6 > 0}.
—0

Soit € > 0. f étant uniformément continue, il existe 6 > 0 tel que, pour tout x,y € [0, 1],
[z —yl < 6= |f(x) = f(y)| <e.

Alors d’apres la question précédente, w(d) < e, donc ¢ < g, pour tout £ > 0.

On en déduit que ¢ < 0, mais w est a valeurs dans R, , donc ¢ = 0.

23°)  Soit 6 > 0 et x,y € [0,1].

Quitte a échanger x et y, on peut supposer que r < .

Posons n = L%J Ainsi n est un entier tel que n < % <n+1.
En particulier, 0 < y—2 < 4.
n+1

pour tout k € {0,...,n+ 1}, posonsxk:erk'y_x
n

. Ainsi,
n

() = F)] = £ (o) = f (e = | SO0 ) = Flanan))| < 30 1fwn) = Flans)], or

k=0

pour tout k € {0,...,n}, |vy — 1| = ZI_T <0, donc |f(xg) — f(zr1)| < w(6).
On en dédit aue |f() — F(5)] < (n + 1(0) < (0 + 1(8) < wio)(1+ LU0,



24°)  Soit n € N*. Alors

1B (f)(z) = fz)] = ‘i (f(%) - f(g;)) <Z> (1 _x)nfk‘
Si (5) - 1) (Z)x’“ﬂ—x)”—k,

donc d’apres la question précédente, pour tout 6 > 0,

B()e) — S0)] < gw@(l Y (1) e

1
= w(0)(1 + ﬁ(xQ — 20B,(X)(z) + B,(X?)(x))
1
< 1
< w1+ ), 1
d’apres le calcul effectué en fin de question 11. En particulier pour § = T, apres
n

5 1
assage au sup, on obtient que ||B,(f) — f|| < —w(—).
passag p que [[Bn(f) = fll = Tn
1
Or, par composition des limites, w(—) —+> 0, donc d’apres le principe des gen-
n/ n—+oo
darmes, on obtient a nouveau que B, (f) - f
n—-+0o0o

10



