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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Notation. K désigne un corps quelconque.
Selon le programme, “en pratique, K est égal a R ou C”.

Notation. Symbole de Kronecker : Si ¢ et 7 sont deux objets mathématiques, on
convient que d; ; = 0 lorsque ¢ # j et 9;; = 1 lorsque 7 = j.

1 Les matrices

1.1 Vocabulaire

Définition. Soit (n,p) € N*2. On appelle matrice a n lignes et & p colonnes (&
coeflicients dans K) toute famille de scalaires indexée par N,, x N,,.
Si M = (my ;)i j)eN, xN, = (M ;)1<i<n, on représente M sous la forme suivante :

1<j<p

le e mLp
M = E S I
mn71 PR mn7p

ott le (4,7)*™® coefficient est situé a l'intersection de la ™ ligne et de la j°™° colonne.

Une matrice est donc un tableau de scalaires.

Notation.
— L’ensemble des matrices a coefficients dans K, a n lignes et p colonnes est noté
Mk (n,p) ou M, ,(K).
— De plus, Mg(n,n) est souvent noté My (n) ou M, (K).

Définitions :

— Une matrice ligne est une matrice ne possédant qu’une ligne.

— Une matrice colonne est une matrice ne possédant qu'une colonne.

— Une matrice carrée est une matrice possédant autant de lignes que de co-
lonnes.

— Soit M = (m;;) € Mx(n,p).
M est une matrice triangulaire supérieure si et seulement si
V(i,7) e N, x N, (1 >j=m;; =0).

— M est une matrice triangulaire inférieure si et seulement si
\V/(Z,j) e N, x Np (l <j] = m;; = 0)

— M est une matrice diagonale si et seulement si
V(i,j)ENnXNP (27&]:>mw:0)
On note alors M = diag(my 1, ..., Muyny).

— Soit M une matrice diagonale et carrée. On dit que M est une matrice scalaire
si et seulement si tous ses coefficients diagonaux sont égaux.
En particulier, lorsque tous ses coefficients diagonaux sont égaux a 1, on obtient
la matrice identité, notée I,,.
Ainsi, M est une matrice scalaire si et seulement s’il existe A € K tel que
M = \,.
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Définition. Soit M = («a; ;) € Mk(n,p).

Pour j € N, on appelle 7™ vecteur colonne de M la quantité (ay j,...,a, ;) € K"
Pour i € N,,, on appelle ™ vecteur ligne de M la quantité (o, ..., q;,) € KP.

Remarque. Lorqu’aucune ambiguité n’est possible, on identifie K" avec Mk(n,1)
(ensemble des matrices colonnes).

Plus rarement, un vecteur de K" sera vu comme un élément de Mx(1,n) (ensemble
des matrices lignes).

1.2 Opérations sur les matrices

Définition. My(n,p) = KN*N or K est un K-espace vectoriel , donc My(n, p) est
un K-espace vectoriel : On dispose ainsi des lois d’addition et de multiplication par un
scalaire.

1 2 -1 0 4 -1
Exemple. 3(0 0 3 ) — (2 3 1 ) =---
Propriété. Soit n,p € N*. La base canonique de M,, ,(K) est la famille de matrices
(EiJ)léién définie par : Pour tout i € {1,...,n}et j€{1,...,p}, Ei,; = ((5&,1-(51,7]4)1%?.
1<j<p 1<b<p
E; ; est appelée la (i, j)-ieme matrice élémentaire de M,, ,(K). Tous ses coefficients sont
nuls, sauf celui de position (7, j) qui est égal a 1.

Ainsi, pour tout M € M,,,(K), M = Z M; ;E; ;.

1<i<n
1<j<p

On en déduit que dim(M,, ,(K)) = np.

Définition du produit matriciel : Soit (n,p, q) € (N*)3.

Soient A = (a; ;) € Mg(n,p) et B = (b;x) € Mk(p,q).

On appelle produit des matrices A et B la matrice C' = (¢; ) € Mg(n,q) définie
par

p
V(i,k) € Ny x Ny ¢ = Z @i jbj k-
j=1

1 -1
2 1
Exemple. Soit a € K : a 1 a+2 1l—a
—a a a 2a
0 0 0 0

Convention : sauf précision du contraire, lorsque A est une matrice, on notera A, ;
son coefficient de position (3, j).

Ainsi, lorsque A et B sont deux matrices telles que le nombre p de colonnes de A est
égal au nombre de lignes de B, la définition du produit matriciel se résume par :

p
[AB);; = Z A 1 By jl.
k=1
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Exercice. Soit n,m,p € N*, calculer E; ;E, j, ou E;; désigne la (7, j)-éme ma-
trice élémentaire de M, ,(K) et out Ej, ;, désigne la (h, k)-eme matrice élémentaire
de M,,,,,(K).

Solution : Soit aﬁc €N, xN,,.

[Eij Enkac :Z[Ei,j]a,b[Eh,k]b,c
b=1

p
= Z 0i.a07.60h p0k.c

b=1
= 6i,a5h,j5k,c
= 0; 0 Eiklac
donc ‘EZ‘J'EhJ€ = 5j,hEi,k

Formule pour le produit de trois matrices : Soit (n,m,,p) € (N*)2.
Soient A = (a; ;) € Mg(n,m), B = (bj) € Mg(m,1) et C = (¢x5) € Mx(1,p).
Pour tout i,h € N, x N, [(AB)Clip = [ABO)|ipn = Y AijBjuChn

1<j<m
1<k<l

Démonstration.
Soit (i,h) € N,, x N,,.
l

l m m l
[(AB)Clip = > [ABlisCrn =) (Z Az‘,ij,k) Cin=Y Y Ai;jBjsCip. 0
k=1 k=1 \j=1 j=1 k=1
Remarque. On pourrait généraliser en donnant I'expression des coefficients du pro-
duit de N matrices en fonction des coefficients de ces N matrices.

Exemple. On considere un ensemble S = {sy,...,s,} fini de cardinal n, dont les

éléments sont appelés des sommets, et une partie A de S?, dont les éléments sont

appelés des arétes. On a ainsi défini un graphe orienté, dont ’ensemble des sommets

est S et 'ensemble des arétes est A.

La matrice d’adjacence de ce graphe est, par définition, la matrice M € M, (R) sui-

vante : pour tout ¢,5 € {1,...,n}, M;; = 1si (s;,s;) € Aet M, ; =0 sinon.

Alors, pour tout p € N, [MP?]; ; correspond au nombre de chemins de longueur p per-

mettant de passer de s; a s; : en effet, [M?];; = Z M; i M, 4y -+ M; et
1<i1,0nsip_1<n

M3, M, 4y -+ - M;,_, ; est égal a 1 si et seulement si le chemin

Si = 8y —» +++ —> 8, — 8; est bien une succession d’arétes du graphe, et il est égal

a 0 sinon.

p*l,j’

Propriété. La multiplication matricielle est associative.

Propriété. La multiplication matricielle est distributive par rapport a ’addition.

Démonstration.
Soit Ae M,,, et B,C € M, ,. Alors A(B + C)=AB+ AC
p

p P
car [A(B+ C)ix = > Aij(Bis+Cix) = Y AijBix+ > Ai;Cix = [AB + AC) ;.
j=1

j=1 j=1
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

De méme, on montre que si D € M, ,(K), (A+ D)B=AB+ DB.O
Propriété. Soit A e M, ,, Be M,, et ac K. Alors a(AB) = (a¢A)B = A(aB).

Démonstratz'on.

0(AB) ok =S 0l B = [(@A)B)os = [A(aB))]s. 0

j=1
Propriété. Pour tout M € Mxg(n,p), I, M = MI, = M.
Démonstration.
[InM]z,k = Z 6i,ij,k = MiJg. O

1<j<n

Propriété. Soit n,p € N* et M € Mk(n,p).
Pour tout X € KP = Mk(p,1), MX € Mk(n,1) =K".

T
Si X = : |, alorsVie{1,...,n}, ZMZJ% :
Lp
I
Si X = - |, alors MX = o My + ---2,M,|,
Lp
en notant My, ..., M, les colonnes de M.
Démonstr%tion.

p
(MX);1= Z M; ;X;1, donc avec d’autres notations, [MX]; = Z M,

Ainsi, | E xj[M;];, ot [M;]; désigne la i-eme composante de M;. O

Propriété. Smt n,p € N* et M € Mg(n,p).
Soit j € {1,...,p}. La j-éme colonne de M est Mc;, ou ¢; = (d;;)1<i<n € KP.

Propriété. Soit n,p € N* et M € Mxk(n,p).

[ KF — K"

X — MX

Papplication linéaire canoniquement associée a la matrice M.

Mg (n,p) — L(KP,K")
M — M

Alors I'application est une application linéaire que 1’on appelle

Propriété. Soit n,p € N*. Alors est un isomorphisme

d’espaces vectoriels.

Démonstration.

o Soit A, B € Mx(n,p) et A € K. Pour tout X € K",

(M + B)(X) = (M + B)X = MX + BX = M(X) + B(X) = (A + B)(X). Ceci
prouve que M +— M est linéaire.

o Soit u € L(KP,K"). Sl existe M € Mx(n,p) telle que M = u, alors, pour tout
j€{l,...,p}, la j-eme colonne de M est égale & Mc; = M(c;) = u(c;). Donc si M
existe, elle est unique.
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Ainsi, M — M est injective. De plus, dim(Mg(n,p)) = np = dim(L(K?, K")), donc
M —— M est bien un isomorphisme. O

Remarque. Avec les notations précédentes, pour tout X € K7, M(X)=MX.

Il est fréquent que 'on identifie M et M. Alors, pour tout X € KP, M(X) = MX.
Cette identification n’est pas systématique cependant.

Définition. Soit M € Mxk(n,p).

Ker(M) £ Ker(M) = {X € KP /| MX = 0}.

Im(M) 2 Im(M) = {MX / X € K}.
Corollaire. Soit (M, M) € Mg(n,p). Alors,
VX eRr MX=MX) M=M.

Démonstration. o
SiVX e KP MX = M'X, alors M = M’, donc par injectivité, M = M’. o

Propriété. Soit n,p,q € N*, soit A € M,,,(K) et B € M, ,(K). Alors AB = Ao B.

Démonstration. o . -
Pour tout X € K%, Ao B(X) = A(BX)=ABX = AB(X).o

1.3 L’algebre des matrices carrées

Notation. On fixe un entier n non nul.
Propriété. (M, (K),+,., X) est une K-algebre, non commutative dés que n > 2.

ATTENTION : (M, (K),+,., x) n’est pas integre, des que n > 2.
2

En effet, (8 (1)) =0.

Ainsi, lorsque A, B,C € M, (K), AB=0=~ (A=0)V (B=0)

et (C#0)N(AC =BC)=~ A=B.

Cependant, lorsque C' est inversible, alors AC' = BC' = A = B.

Définition. Soit A € M,,(K).
On dit que A est nilpotente si et seulement si il existe p € N* tel que AP = 0.

ATTENTION : L’anneau (M,(K),+, x) n’est pas commutatif, ce qui nous prive
d’un certain nombre de regles : si A, B € M,,(K),
— (AB)r # APB";
— (A — B)(A + B) # A? — B?; plus généralement, la formule de Bernoulli n’est
plus valable, lorsque A et B ne commutent pas.
— (A+ B)? # A%+ B*+2AB. plus généralement, la formule de Newton n’est plus
valable, lorsque A et B ne commutent pas.

e Ma(n) — LKY) R
Propriété. M o AT est un isomorphisme d’algebres.
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Démonstration.

o(1,) = Idgn.
Pour tout A4, B € Mg(n) et X € K",

(AB)(X) = (AB)X = A(BX) = A(B(X)) = [Ao B|(X). O
Corollaire. Soit A € Mg(n). A est inversible dans Mg (n) si et seulement si A est
inversible dans L(K") et dans ce cas, M—! = M.

Corollaire. Soit A € Mg(n). A est inversible dans Mg(n) si et seulement si, pour
tout Y € K", il existe un unique X € K" tel que AX =Y.

Propriété. Soit A € M,,(K). Alors

A inversible dans M,,(K) <= A inversible a droite dans M,,(K) <= Im(A4) = K"
<= A inversible a gauche dans M,,(K) < Ker(A) = {0} "

Démonstration.

A est inversible a droite dans M, (K) si et seulement si il existe B € M,,(K) telle

que BA = I,,, i.e telle que BA = Idg», donc si et seulement si A est inversible & droite

dans L(K").

De méme, A est inversible & gauche dans M, (K) si et seulement si A est inversible

a gauche dans L(K").

De plus, on sait que A est inversible dans M, (K) si et seulement si A est inversible

dans L(K").

La propriété est alors démontrée car on a vu lors du cours sur les espaces vectoriels de

dimension finie (page 27) que, lorsque E est un K-espace vectoriel de dimension finie et

u € L(FE), alors u est inversible dans 'anneau L(FE) si et seulement si u est inversible

a droite (resp : est inversible a gauche). O

Formule : Dans My (K), M = (CCL Z) est inversible si et seulement si

det(M) 2 ad—cb # 0, et dans ce cas

a B\ 1 d b
c d)  det(M)\—c a )
Démonstration.
o Supposons que det(M) # 0.
a b d —b ad — bc 0
On calcule (C d) X ( ) ( —cb—i—ad) det(M)I1s,

o (23) <ty (4 1)

1 _
donc M est inversible et M1 = det 0 (—c ab>.

o Supposons que ad — bc = 0.
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

i (2 8Y () <o (2 8Y () =t (4).(,) € et

On en déduit que Ker(M) # {0} lorsque M # 0, donc que M n’est pas inversible, puis
que M n’est pas inversible. Lorsque M = 0, comme dans tout anneau non nul, M n’est
pas inversible. O

~1
1 5 1 /2 -5
Exemple. (_3 2) =1 (3 1 )

On en déduit les formules de Cramer pour la résolution d’un systeme linéaire de deux
équations a deux inconnues :

Formule de Cramer : Soit a,b,c,d, e, f € K. On considere le systeme linéaire (S) :

ar +by =e : 2
{cx+dy:f’en les inconnues (z,y) € K=
( e b
fd
b T T et
Lorsquedet:ad—cbéccl d‘%o,(5)<:> a e
_le f
\y— det
Démonstration.
Posonst(ﬁ Z)’X:(§> eth(Jec).Alors(S)<:>MX:Y.

On suppose que det(M) # 0, donc M est inversible.

Alors (S) <= X = MY = detEM) (_dc —ab> (;) O

r+oy =1 x:—%
Exemple. {—3x+2y 1 <:>{ A7

Notation. On note GL,(K) le groupe des inversibles de M,,(K). On l'appelle le
groupe linéaire de degré n.

Exemple. Un automorphisme intérieur de M,,(K) est un automorphisme sur M,,(K)
de la forme M — AMA™! ou A € GL,(K).

Propriété. L’ensemble des matrices diagonales de M,,(K) est une sous-algebre com-
mutative de M, (K).

Propriété. Pour tout i € N,,, on pose ¢; = (0; j)1<j<n € K™

Pour tout i € {0,...,n}, on note F; = Vect(cg)1<k<i- Ainsi, Fy = {0} et pour tout
x

ie{l,...,n},Fi:{ o /xl,...,xieK}.
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

Si M € My(K), alors M est triangulaire supérieure si et seulement si, pour tout
Jj €{1,...,n}, F; est stable par M.

Démonstration.
M est triangulaire supérieure si et seulement si, pour tout j € {1,...,n}, la j-éme
colonne de M, égale a M (c]) est une combinaison linéaire de cy,...,c;, donc si et

seulement si (C) : Vj € {1,...,n}, M(c;) € F}.
Or si tous les Fj sont stables par M, alors pour tout j, sachant que ¢; € F, M (¢;) € F},
donc (C') est Verlﬁee.

Réciproquement, si 'on suppose (C), pour j fixé dans {1,...,p}, pour tout
ke{l,....j}, M(ck) € Fy, C Fj, donc Vect({M(cx)/1 <k < j}) C F}, or
J

Vect({M(e)/1 <k <j}) ={> axM(ck) [ ar,...,0; €K}

:{M(iakck) [ oq,...,0; € K}

= M(Vect({ck/l <k <j})),
donc Vect({M(cx)/1 < k < j}) = M(F}), si bien que M(F;) C F;. O

Propriété. On suppose que n > 2.
— L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement : inférieures)
de M,,(K) est une sous-algebre non commutative de M,,(K).

— Le produit d’une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (aq, . .., a,)
par une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (bl, oy by) est une
matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (a1bq,. .., a,by).

Démonstration.

Premiére démonstration :

o Notons 7 I’ensemble des matrices supérieures. I,, € T, T est stable pour ’addition et
la multiplication par un scalaire, donc pour montrer que 7 est une sous-algebre, il reste
a montrer qu'il est stable pour le produit. Or, si A, B € T, pour tout 4 ie{l,...,n},

(AB)(F)) = A(B(F)) € A(F,), car B € T donc B(F) C F;, donc (AB)(F,) C FZ, ce
qui prouve que AB € T.

o Soit j € {1,...,n}. Ac; est la j-eme colonne de A et A € T, donc Ac; = A, jc; +d,
oud € Fj_y. De méme, Bcj = Bjjc; +d',oud € Fj_y.

Ainsi, (AB)c; = A(Bj c; +d') = BjjAc; + Ad' = A, ;B; jc; + B; jd + Ad'.
OrAeTetd € Fj_y,donc Ad' € F;_; et d € F;_4. Ceci démontre que le coeflicient
de position (j,7) de AB est égal a A; ;B

Seconde démonstration : Par calcul matriciel direct.

o Soient A = (a;;) et B = (b; ;) deux matrices triangulaires supérieures.

Soit (7,7) € N2 avec i > j. Le coefficient de position (i, j) de AB vaut Z a; kbr j. Mais,
k=1

pour tout k € N,,, ¢ > k ou k > j (sinon, i < k < j, donc i < j, ce qui est faux). Or A

et B sont triangulaires supérieures, donc, pour tout £ € N,,, a;, = 0 ou by ; = 0, ce qui
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

eme

prouve que le (7, 7)™ coefficient de AB est nul. Ainsi AB est une matrice triangulaire

superleure.

n

o De plus, le coefficient de position (i,7) de AB vaut Zai,kbkﬂ‘ Mais, pour tout
k=1

k € N, a; by, est nul lorsque i > k ou k > i, donc lorsque k # i. Ainsi, le (i,7)"™°

coefficient de AB vaut a; ;b;;. O

Exercice. Soit M € Mx(n) une matrice triangulaire supérieure stricte, c’est-a-
dire triangulaire supérieure et de diagonale nulle.

Montrer que pour tout k € {1,...,n}, M* est une matrice triangulaire supérieure
dont les k diagonales supérieures (en partant de la diagonale principale) sont
nulles. En déduire que M est nilpotente.

Solution : En adaptant ce qui précede, on montre que pour tout ¢ € {1,...,n},
M (F;) C F;_4, puis par récurrence sur k que, pour tout k € {1,...,n},
eti€ {1,...,n}, M*(F;) C Fi_j, en convenant que pour tout h € Z\N F, = {0}.

Propriété. Soit A € M, (K) une matrice triangulaire supérieure, dont la diagonale
est notée (ay, ..., a,). Alors A est inversible si et seulement si pour tout i € {1,...,n},
a; # 0, et dans ce cas, A~! est encore triangulaire supérieure et sa diagonale est

1 1
o)

Démonstration.

¢ Soit A € T une matrice supposée inversible. L’application ’g : ZB est linéaire
et injective car AB =0 = A'AB =0= B =0, or T est de dimension finie, donc
¢’est un isomorphisme. En particulier, I,, possede un antécédent : il existe B € T telle
que AB =1, Ainsi A~'=B¢eT.

¢ Les éléments diagonaux de

I, = AA! sont égaux au produit des éléments diagonaux de A et de A~!, donc les
éléments diagonaux de A sont non nuls et les éléments diagonaux de A~! sont les
inverses des éléments diagonaux de A. On a ainsi montré le sens direct de la propriété.
o Réciproquement, supposons que pour tout i € N,,, A;; # 0.

Soit X € K" tel que AX = 0. Pour tout 7 € N,,,

(E;) : 0=[AX]; Z A X = Z A, j X, car A est triangulaire supérieure.

Pour i = n, (E,) se redu1t a AnynX =0,or A,, # 0, donc X,, = 0. Alors (E,_) se
réduit a A, _1,-1X,,—1 =0, or A,_1,—1 # 0, donc X,,_;. Par récurrence descendante,
on en déduit que X = 0.

Ainsi Ker(A) = {0}, donc A est une application linéaire injective de K" dans lui-méme,
or K" est de dimension finie, donc A est un isomorphisme, ce qui prouve que A est
inversible. O
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Matrices et systemes linéaires 1 Les matrices

1.4 Transposée d’une matrice

Définition. Soit A = (a; ;) € Mk(n,p). On appelle transposée de la matrice A
et on note *A la matrice (5; ;) € Mxg(p,n) définie par

’\V/(Z,j) € Np X Nn ﬁi,j = Q.

En résumé, ['A];; = A;,.

ATTENTION : Si A = (a; ;) € Mx(n,p), alors (Oéj,i)léjén = A.
1<i<p

Exemples.
— I, = I,. Plus généralement, pour toute matrice diagonale D € Mg(n),'D = D.
1 2
— La transposée de | 2 3 | est (; 3 ;L)
4 5

— La transposée d’une matrice triangulaire supérieure est triangulaire inférieure.
Propriété. Pour tout A € Mx(n,p), '(*A) = A.

Mg (n,p) — Mg(p,n)

est un isomorphisme d’espaces
M ; Vi p p

Propriété. L’application
vectoriels.
Propriété. Soit (A, B) € Mx(n,p) x Mk(p,q). Alors, '(AB) ='B 'A.

Démonstration.
Soit i € {1,...,n}et ke {1,...,q}.
p p

'B'Ali = > ['‘Ble;['Al;i = Y BixAij = [ABlix = [(AB)]xs. O
P j=1

Corollaire. Si A € GL,(K), ‘A € GL,(K) et (*fA)~! =1(A"1).
Démonstration.

Soit A € GL,(K). Alors AA™' =1,,, donc I,, ='I, = {(AA™!) = {(A71)t A
De méme, on montre que ‘A {(A™1) =1,. 0

Définition. Soit M € M, (K).
M est une matrice symétrique si et seulement si ‘M = M.

M est une matrice antisymétrique si et seulement si ‘M = —M.
1 0 1 0 a 1

Exemples. 0 3 2] estsymétriqueet [ —a 0 2 | est antisymétrique.
1 2 4 -1 -2 0

Remarque. Lorsque car(K) # 2, si M € M,,(K) est antisymétrique, sa diagonale est
nulle.

Notation. §,(K) désigne 'ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
A, (K) désigne 'ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.
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Propriété. S,(K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(K), mais ce ne
sont pas des sous-algebres. Cependant, elles sont stables par passage a l'inverse :

si A€ S,(K)NGL,(K) (resp : A € A,(K)NGL,(K)) ,

alors A™! € S, (K) (resp : A € A,(K)).

Démonstration.

Notons 7" I'opérateur de tranposition. Alors S, (K) = Ker (T — Id, k)

et A, (K) = Ker(T + Id, x)), donc ce sont des sous-espaces vectoriels.

0 1 1 0 0 0 , o ,
(1 o) %o 0) = (1 O>,donc S, (K) n’est pas stable pour le produit : ce n’est

pas un sous-anneafl.
I, ¢ A, (K), donc ce n’est pas un sous-anneau.

Soit A une matrice inversible. Si *A = A, alors !(A™!) = (*fA)™! = A~ donc A" est
symétrique.

C’est analogue si A est antisymétrique. O

1.5 Différentes interprétations du produit matriciel

Au niveau des coefficients :

p
Si A € Mg(n,p) et B € Mk(p,q), [ABix = ZAi,jB]k:

j=1
Remarque. D’apres cette formule, les coefficients de la k-eme colonne de AB ne
dépendent que de A et de la k-eme colonne de B. Plus précisément, on voit que la

k-eme colonne de AB est égale a ABy si By désigne la k-eme colonne de B.
D’otu l'interprétation suivante :

Au niveau des colonnes de la matrice de droite :
Soit A € Mx(n,p) et B € Mxk(p,q).
Notons By, ..., B, les colonnes de B, ce qui permet d’écrire B = ]Bl |32 ’B ‘

Alors AB = ]ABllABQ ’AB ‘ En résumé, si By, ..., B, sont des vecteurs colonnes
de KP, |A x[By[Bs]--+|By| =[AB\[AB,]---|AB,| .

En décomposant la matrice de droite en blocs de colonnes :
Soit A € Mxg(n,p) et B € Mk(p,q). Soit r € {1,...,¢—1}.

Notons B’ la matrice constituée des r premieres colonnes de B et B” celle qui est
constituée des colonnes suivantes : B’ = (B] k)1<g<p et B' = (Bjtr) g ).

r

Ainsi, on peut décomposer B en blocs : . Alors AB =

En résumé, [A x ]B’lB”‘z]AB’]AB”‘ )

Au niveau des colonnes de la matrice de gauche :
— Si M € Mk(n,p) et X € KP, M X est une combinaison linéaire des colonnes de
T
M. Plus précisément, si I’on note My, ..., M, les colonnes de M et X = S,
Lp
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(MX =x, My + -+ x,M,| .

— Soient A € Mk(n,p) et B € Mxk(p,q). Les colonnes de AB sont des combi-
naisons linéaires des colonnes de A : en notant Ay, ..., A, les colonnes de A et

B = (bi;), [la j*™ colonne de AB est égale & by jA; + -+ + bp,jAp‘ :
Exemple. Si M € Mk(n,p), la j-eme colonne de M est égale a M X (0;;)1<j<p-
1
0
La premiere colonne privée de la derniere est égale a M :
0
—1

Propriété. Pour tout M € Mxk(n,p),
Im(M) est I'espace vectoriel engendré par les colonnes de M.

Démonstration. )
Im(M) ={MX / X €K} ={) a;M; / z1,...,2; €K}. D
j=1
Remarque. FEn prenant la transposée de ces différentes relations, on obtient des
interprétations au niveau des lignes des matrices :

Au niveau des lignes de la matrice de gauche :
Soit A € Mk(n,p) et B € Mk(p,q). Notons 1A, ..., ,A les lignes de A, ce qui permet

d’écrire A = : . Alors AB = : . En résumé, si {A,...,,A sont des
WAB
|AB

vecteurs lignes de taille n, : X B = :
nA WAB
Démonstration.

En transposant 1’égalité A x ]BllBg\- . -’Bq‘ = ’ABIIABQ“ . -’ABq
‘B, 'BtA

on obtient : xtA =

U

tlgqt/1
En décomposant la matrice de gauche en blocs de lignes :

Soit A € Mx(n,p) et B € Mk(p,q). Soit r € {1,...,n—1}.

Notons A’ la matrice constituée des r premieres lignes de A et A” celle qui est constituée

des lignes suivantes : A" = (A; ;) 1<i<r et A" = (Aj4y ;) 1<i<n—r.
1<5< j

1<5<
Ainsi, on peut décomposer A en blocs : A = () Alors AB = ()

() o= ()
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Au niveau des lignes de la matrice de droite :

— SiM e Mg(n,p) et X € My, XM est une combinaison linéaire des lignes de
M. Plus précisément, si 'on note 1 M, ..., , M leslignesde M et X = (x1 -+ x,),
]XM::z:l ><1M—|—~~-—|—:cn><nM\.

— Soient A € Mg(n,p) et B € Mxk(p,q). Les lignes de AB sont des combinaisons
linéaires des lignes de B : en notant 1B, ...,,B les lignes de B et A = (a;;),

’1& i€ ligne de AB est égale a a1 X 1B+ +a, X pB‘ .

Exemple. Notons U € K" le vecteur Attila, dont toutes les composantes sont égales
a 1. Pour tout A € M,,(K), AU est un vecteur colonne, obtenu en sommant toutes les
colonnes de A, ‘UA est un vecteur ligne, obtenu en sommant toutes les lignes de A, et
tU AU est un scalaire, égal a la somme de tous les coefficients de A.

1.6 Trace d’une matrice

Définition. Soit M = (m; ;) € M, (K).

La trace de la matrice M est Tr(M) = Zm“

Exemple. Tr(1,) = n.
Propriété. La trace est une forme linéaire de M,,(K).

Propriété. Soit A € M,,,(K) et B € M, ,,(K). Alors, Tr(AB) = Tr(BA).
Démonstration.
Notons A = (a; ;) et B = (b; ;).

TI‘(AB) = Z (Z ai7kbk7i) Z bk iQik = Z (Z bk,iaiyk> = TI"(BA) O

i=1 k=1 1<i<n
1<k<p

T n
Exemple. Soit X = [ ! | € K" Alors Tr(X 'X) ='XX = fo
Tp i

Remarque. Si A € M, ,(R), Tr(*AA) = Z ZAJZ, donc A =0 <= Tr(*AA) = 0.
=1 j=1

ATTENTION : Si (A, B,C) € M,,(K)3, on peut écrire

Tr(ABC) = Tr((AB)C) = Tr(C(AB) = Tr(CAB), ou Tr(ABC) = Tr(BC'A), mais en

général Tr(ABC') # Tr(ACB).

Définition. Soit A, B € M,,(K). On dit que A et B sont semblables si et seulement
si il existe P € GL,(K) telle que B = PAP™!.
La relation de similitude (“étre semblable a”) est une relation d’équivalence sur M, (K).

Remarque. Pour une matrice A donnée dans M,,(K), “réduire A”, c¢’est trouver une
matrice semblable a A aussi simple que possible.
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La théorie de la réduction des matrices est au centre du programme d’algebre de seconde
année.

Définition. Une matrice de M, (K) est diagonalisable (resp : trigonalisable) si et
seulement si elle est semblable & une matrice diagonale (resp : triangulaire supérieure).

Propriété. Deux matrices semblables ont la méme trace, mais la réciproque est fausse.

Démonstration.

o Soient (M, M') € M,,(K) un couple de matrices semblables. Il existe P € G L, (K)
tel que M’ = P"*MP. Ainsi Tr(M') = Tr((P~'M)P) = Tr(P(P~'M)) = Tr(M).

o Prenons A = (8 (1)) : Tr(A) = 0 = Tr(0), mais si A était semblable & la matrice

nulle, il existerait P € GL,(K) telle que A = POP~! =0, ce qui est faux. 0

1.7 Matrices décomposées en blocs

1.7.1 Matrices extraites

Définition. Soit n,p € N et soit I et J deux parties de N telles que |I| = n et |J| = p.
Notons 0 <47 <idg < -+ <4y, les éléments de [ et 0 < j; <1 < -+ < 7, les éléments
de J.

Alors on convient d’identifier toute famille (M; ;) j)erxs de scalaires indexée par I x J
avec la matrice (Mihyjk>i§2§: € Mg(n,p).

Ainsi, on identifie globalement My (n, p) = KNvNe avec K>/,

Exemple. Il est en particulier parfois pratique de faire débuter les indices de lignes
et de colonnes a partir de 0.

N = O
DO
RN

Par exemple, <max(2’]))8§§§ =

Remarque. Lorsque I ou J est vide, I x J = () et KI*7 possede un unique élément,
que 'on appellera la matrice vide.

Définition. Soit n,p € N* et M € Mx(n,p). Une matrice extraite de M est une
matrice de la forme (M; ;)i j)erxs, ou I C N, et J C N,

Exemple.

1.7.2 Matrices blocs

Définition. Soient (ni,...,n,) € (N) et (p1,...,p) € (N*)

a b
On pose n = an et p= ij.
=1 j=1

Pour tout (7,7) € N, x Ny, considérons une matrice M, ; € Mg(n;, p;).
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Alors la famille de ces matrices M = (M, ;)1<i<a peut étre identifiée a une matrice
1<5<b

possédant n lignes et p colonnes. On dit que M est une matrice décomposée en

blocs, de dimensions (nq,...,n,) et (p1,-..,pp)-
0 1 1 1
Exemple. Posons A = (_1 0) et B = (1 1).
A A B : , .
( B B A) est une matrice décomposée en blocs.
0o 1 0 1 1 1
, -1 0 -1 0 1 1
Elle est égale a 1 1 1 1 0 1
1 1 1 1 -1 0
. 0 1 2 11 -2
Remarque. Choisissons A = <_1 0 2),3— (1 1) et C = ( 0 )
Au sens de la définition précédente, BAC’ n’est pas une matrice décomposée en

blocs. Ainsi, le théoreme ci-dessous, relatif au produit matriciel, ne s’applique pas a ce
type de matrices. Cependant, cette décomposition peut étre utilisée pour décrire une
matrice.

Définition. La définition précédente peut étre généralisée : Soit n,p € N*. Soit
(I;)1<i<a €t (Jj)1<j<p des partitions respectivement de N,, et de N,. Alors on peut

identifier toute matrice M = (m;;)i<i<a de Mxg(n,p) avec la famille des matrices
1<j<p

extraites (M”)Eﬁi’ ot Mi; = (Mnk)(nryer ;- On dit encore que (M”)E;%; est une

écriture par blocs de la matrice M, associée aux partitions (1;)1<i<q €t (Jj)1<j<b

Avec ces notations, pour tout a, f € N,, X N, mqy 5 = [M;j]ap, o (4, ) est I'unique
couple tel que o € I; et 8 € Jj.

Définition. Reprenons les notations de la premiere définition.

La matrice M = (M, ;)i<iza est une matrice triangulaire supérieure par blocs
1<5<b

si et seulement si, pour tout (7,7) € N, x N, tel que i > j, M; ;= 0.
De méme on définit la notion de matrice triangulaire inférieure par blocs.

La matrice M = (M, ;)1<i<a est une matrice diagonale par blocs si et seulement
1<5<b

si, pour tout (7,7) € N, x N, tel que i # j, M;; = 0.

1.7.3 Opérations sur les matrices blocs

Combinaison linéaire de matrices décomposées en blocs :

Soient M = (M, j)i<i<a et N = (N;;)1<i<a deux matrices décomposées en blocs selon
1<5<b 1<5<b

les mémes partitions (I;)1<i<q et (Jj)lggg_b respectivement de N,, et de N,,.
Pour tout (u,v) € K?, uM + vN se décompose en blocs selon la formule suivante :

uM -+ vIN = (UM,LJ -+ UNi,j)

1<i<a
1<5<b
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Démonstration.
Notons M = (m,, 5)1<a<n et N = (ng, ﬁ)1<a<n.
B<p

1<B<p

SoitaENnetﬂeN Ilex1steunun1que (i,7) € Ny x Ny tel que a € I; et 8 € Jj.
Alors ma.g = [M; jlap €t napg = [Nijlap, donc u mag+v ngg = [u M;;+v N;jlag. O

Produit matriciel de deux matrices décomposées en blocs : soit n,p,q € N*.

Soit M = (M, j)1<i<a une matrice décomposée en blocs selon les partitions (I;)1<i<q €t
1<5<h ==

(J;)1<j<p respectivement de N,, et de N,,.

Soit N = (N;j)1<j<e une matrice décomposée en blocs selon la méme partition
1<k<c

(Ji)1<j<p de N, et une partition (Kj)1<p<. de Ny.

Alors M N peut étre vue comme une matrice décomposée en blocs selon les partitions

(Ii)lfiga de Nn et (Kk)lgkgc de Nq et :

MN = (ZM,]N]Q e
] 1 Ic<

En résumé, le produit de deux matrices par blocs se comporte comme le produit ma-
triciel usuel.

Démonstration.
Notons M = (map)i<a<n et N = (”Bw) . Soit o,y € N,, x N,.

1<B8<p ’ 'y<

Il s’agit de montrer que Z Ma,NB~y = [Z M; ;N k} , ou (i, k) est 'unique couple
oy

p=1 '
tel que a € I; et v € K. Or,
b

b
[Z Mi,ij,k:} o D IMiiNitlar =D > [Mijlas[Njsls. donc
=1 !

<

j 1 j=1 BeJ;
b P
M, N, } = My gN My 8NB~. O
[Z 1,54V 5,k o ZZ a8y — Z a,B1By
j=1 j=1 BeJ; B=1

Application : Produit de matrices triangulaires (resp : diagonales) par blocs, puis-
sances de telles matrices.

2 Matrices et applications linéaires

2.1 La notion de rang

2.1.1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition. Soient E un espace vectoriel et x une famille de vecteurs de F.
Le rang de z est rg(x) 2 dim(Vect(z)) € NU {+o0}.

Propriété. Pour une famille z de vecteurs d’un K-espace vectoriel F,
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— rg(x) < #(x). Lorsque rg(z) est fini, il y a égalité si et seulement si z est libre.
— rg(z) < dim(F). Lorsque rg(x) est fini, il y a égalité si et seulement si z est
génératrice.
Démonstration.
o x est une famille génératrice de Vect(x), donc son cardinal est plus grand que la
dimension de Vect(z), égale au rang de x.
De plus, il y a égalité si et seulement si x est une base de Vect(z), donc si et seulement
si x est une famille libre.
o Vect(x) est un sous-espace vectoriel de E, donc sa dimension est inférieure a la
dimension de E. De plus, il y a égalité si et seulement si Vect(z) = E, c’est-a-dire si
et seulement si x est une famille génératrice de F. O
Propriété.
Soient F et F' deux espaces vectoriels,  une famille de vecteurs de E et u € L(E, F).
Alors rg(u(x)) < rg(z). Lorsque rg(x) est fini, il y a égalité lorsque u est injective.
Démonstration.
Notons G = Vect(z) et x = (2;)ier. rg(u(z)) = dim(Vect(u(zx))). Or
Vect(u(x)) = Vect(u(z;))ier = u(\/ect(xi)ie]> = u(@), donc rg(u(z)) = dim(u(Q)).
La propriété résulte alors du fait que dim(u(G)) < dim(G), avec égalité lorsque u est
injective. O
Propriété. Soit (x;);c; une famille de vecteurs d'un K-espace vectoriel E. Alors
rg((z;)ier) n'est pas modifié si 'on échange l'ordre de deux vecteurs, si 'on multiplie
I'un des vecteurs x; par un scalaire non nul, ou bien si I'on ajoute a I'un des x; une
combinaison linéaire des autres x;.

2.1.2 Rang d’une application linéaire

Théoréme. Soit u € L(E, F).

Si H est un supplémentaire de Ker(u) dans E, alors uyf,?(“)
Ainsi Im(u) est isomorphe a tout supplémentaire de Ker(u).

est un isomorphisme.

Remarque. Soit u € L(E, F') et H un sous-espace vectoriel de E.

On a toujours Ker(u|y) ={z € H / u(z) =0} = H N Ker(u).

Démonstration.

(déja vu lors du TD 12)

Posons v = u\gn(u). Ker(v) = H N Ker(u) = {0}, donc v est injective.

Soit y € Im(u). Il existe = € F tel que y = u(x), or E = H @ Ker(u), donc il existe
(h,k) € H x Ker(u) tel que = h + k. Ainsi y = u(h) + u(k) = u(h) = v(h), car
u(k) =0 et h € H. Ceci prouve que v est surjective. O

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels et u € L(F, F'). On note
rg(u) = dim(Im(u)) € NU {400} : il s’agit du rang de 'application linéaire u.

Propriété. Si e est une base de E, alors rg(u) = rg(u(e)).
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Démonstration.
rg(u(e)) = dim(Vect(u(e))) = dim(u(Vect(e))) = dim(Im(u)) = rg(u). O

Formule du rang. Soient £ un K-espace vectoriel de dimension finie et F' un second
K-espace vectoriel de dimension quelconque. Soit v € L(E, F). Alors Im(u) est de
dimension finie et

’dim(Im(u)) + dim(Ker(u)) = dim(E).‘

Démonstration.
Avec les notations du théoreme précédent, Im(u) est isomorphe & H qui est de dimen-
sion finie, donc Im(u) est de dimension finie

et rg(u) = dim(H) = dim(F£) — dim(Ker(u)). O

Propriété. Soient E et F' deux espaces vectoriels et u € L(E, F).

Alors rg(u) < min(dim(£), dim(F)). De plus,

lorsque E' est de dimension finie, rg(u) = dim(FE) si et seulement si u est injective

et lorsque F' est de dimension finie, rg(u) = dim(F') si et seulement si u est surjective.
Démonstration.

Lorsque E est de dimension finie, rg(u) = dim(FE) —dim(Ker(u)), donc rg(u) = dim(E)
si et seulement si dim(Ker(u)) = 0, c’est-a-dire si et seulement si u est injective. O

Théoreme. Soient E, F' et G 3 espaces vectoriels. Soient u € L(E, F) et v € L(F,G)
tels que Im(u) et Im(v) sont de dimensions finies. Alors ’rg(v ou) < inf(rg(u), rg(v))‘ .
De plus, si u est bijective, alors rg(vowu) = rg(v) et si v est bijective, rg(vou) = rg(u).
Ainsi, on ne modifie par le rang d’'une application linéaire en la composant avec un
isomorphisme (& sa gauche ou a sa droite).

Démonstration.
rg(vu) = dim(v(Im(u))) < dim(Im(u)), avec égalité lorsque v est injective.
rg(vu) = dim(v(u(E))) < dim(v(FE)), avec égalité lorsque u est surjective. O

2.1.3 Rang d’une matrice

Définition. Si M € Mxk(n,p), le rang de M est rg(M) 2 rg(M) = dim(Tm(M)).

Le rang d'une matrice est aussi le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.

Démonstration.

On a déja vu que Im(M) est I'espace vectoriel engendré par les colonnes de M. O
11 2 2

Exemple. Lerangde | 0 1 2 1 | est 2, car les deux premieres colonnes sont
1 1 2 2

libres et les suivantes sont des combinaisons linéaires des deux premieres.

Propriété. M € M, (K) est inversible si et seulement si rg(M) = n.

Propriété. Soit (A, B) € Mg(n,p) x Mk(p,q). Alors, rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).
On ne modifie pas le rang d’une matrice en la multipliant a gauche ou a droite par une
matrice inversible.
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2.2 Matrice d’une application linéaire

Remarque. On a vu que pour construire une application linéaire v de E dans F', si
(€;)icr est une base de F, il suffit de donner la famille (u(e;));e;r des images des e; par
u.

Par exemple, on peut définir un endomorphisme u sur R3[X] par les conditions :
wX?) =X, u(X)=X*+1,uX)=X>—- X, etu(l) =1.

u est nécessairement 'unique endomorphisme tel que : pour tout

P=a3X?+ a;X?+ a1 X + ag, uw(P) = a3 X + ap(X? + 1) + a1 (X3 — X) + a.

Définition. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0. Soient e = (ey,...,e,) une base de E et f = (fi,..., fn) une base de F.

Siu € L(E, F), on appelle matrice de l’application linéaire u dans les bases e et f
la matrice notée mat(u, e, f) = (a;;) € Mg(n,p) définie par : pour tout ¢ € {1,...,n}

et je{1,...,p}, |, est la i®™° coordonnée du vecteur u(e;) dans la base f|.

C’est donc I'unique matrice (o ;) € Mg(n,p) vérifiant : Vj € N, u(e;) = Zoszi.
i=1

C’est I'unique matrice dont la j-eme colonne contient les coordonnées de u(e;) dans la
base f, pour tout j : la j-éme colonne est égale a \Ifjjl(u(ej)).

On peut également dire que la matrice de u dans les bases e et f est définie par
[mat(u, e, f)];; = fi(u(e;)), pour tout i € N,, et j € N,

Interprétation tabulaire : Avec les notations précédentes,

u(er) o u(ep)
mat(u,e.f) = [ AR
mn,l T mn,p fn

Notation. Lorsque E = F et que l'on choisit e = f, on note mat(u,e) au lieu de
mat(u, e, e).

Exemple. L’endomorphisme u de R3[X] défini ci-dessus a pour matrice dans la base

1 0 1 0
canonique : mat(u, (1, X, X2, X3)) = 8 _01 (1) (1)
0O 1 0 0

Exemple. La forme linéaire u : K* — K définie par u =r+4+y—22+3ta

+ N e 8

pour matrice dans les bases canoniques de K* et K la matrice ligne (1 1 — 2 3).
Plus généralement la matrice d’une forme linéaire est toujours une matrice ligne.
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U R? — R?
E le. Considé x 22ty
xemple. Considérons ( ) . y
y 3x —vy

u est une application linéaire et, si 'on note B = (by,by) et C = (c1, ¢2,¢3) les bases
canoniques de R? et de R3 respectivement,

2 1 1 2
mat(u, B,C)= | 0 1 |.En effet, u(by) =u <0> =10
3 -1 3

muwg:u<g): 1

-1

2 1 .
En fait, si 'on pose M = | 0 1 |, on voit que pour tout ( > € R?,

3 -1 4
U (z) =M (z) , donc u n’est autre que 'application linéaire canoniquement associée
a M.
Remarque. Plus généralement, si M € Mg(n,p), on a défini M e L(K?,K") par :
VX eKP, M(X)=MX.
On a vu que, si 'on note ¢ = (¢1,...,¢p) la base canonique de KP, alors pour tout
Jj €N, M(cj) = Mc; est la j-eme colonne de M, donc :

Propriété. Pour tout n,p € N*, pour tout M € Mx(n,p), jmat(M, ¢, ¢) = M|, en
notant ¢ et ¢’ les bases canoniques de K? et de K".

Remarque. Nous disposons maintenant de deux manieres équivalentes de définir
I'application linéaire canoniquement associée a une matrice M € Mg(n,p) : c’est
Kr — K"

X — MX)=MX"
M € L(K?,K") telle que mat(M, ¢, ) = M.
Exemple. Reprenons l'exemple précédent, et déterminons la matrice de v pour un

autre couple de bases : Posons e; = (i) et ey = ( 1 )

I’application ou bien c’est 'unique application

—1
det(ey, ez) = —2 # 0, donc E = (eq, e2) est une base de R
1 1 0
Posons fi =10 |, fo=[1]et f5=10
1 0 1

On vérifie que F = (fy, fo, f3) est une base de R3.

En effet, si a1 fi1 + asfo + asf3 =0, ot ay,as,a3 € R, alors 0 = ay + as = as = a; + as,
donc 0 = ay = a; = az. Ainsi F est libre, de cardinal 3, or dim(R?) = 3, donc c’est
bien une base de R3.

3 1
Soit(a,ﬂ)E]Rzu(ael%—ﬂeg)—au(i)+6u(_11)—a L1+6(-1],
2 4
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Ja+p =z+y

donc u(ae; + Pes) = zfi + yfo + 2f3, ou a—pf =y ,doncy = a—p,
20+ 48 =x+ 2
2 2
x =2a+ 20 et z=25. On en déduit que mat(u, E, F)= [ 1 -1
0 2

Nous verrons plus loin une formule de changement de bases qui permet d’obtenir
mat(u, £, F') par un calcul purement matriciel.

Propriété. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, munis de
bases e et f et soit u € L(E, F). Alors rg(mat(u, e, f)) = rg(u).

Démonstration.

Notons e = (e1,...,e,) et f=(f1,..., fa)-
Alors les colonnes de mat(u, e, f) sont les \Ifj?l(u(ej)), donc

rg(mat(u, e, f)) = I'g(\I/;l(U(Ej))lgjgp) = rg(u(e)) car \11]71 est injective.
De plus, e étant une base de E, on a déja vu que rg(u(e)) = rg(u). O

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0. Soient e = (ey,...,e,) une base de E et f = (fi,..., f,) une base de F.
L(Ev F) — MK(n7p>

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
u — mat(u,e, f)

L’application

Démonstration.

o Soit u,v € L(E,F) et A € K.

Posons U = mat(u,e, ), V = mat(v,e, f) et M = mat(Au+ v, e, f).

Soit i € N,, et j € N,. M, ; est la i-eme coordonnée de (Au + v)(e;) dans la base f.
C’est donc f*(Au(e;) +v(ej)), or f; est linéaire,

donc M, ; = Mff(ule;)) + fi(v(e;)) = AU;; + Vi j, donc M =AU +V,

c’est-a~dire mat(Au + v, e, f) = Amat(u, e, f) + mat(v, e, f). Ceci prouve la linéarité.
o Soit M = (o;) € Mg(n,p) et w € L(E,F). On a vu que M = mat(u,e, f) si et

n
seulement si pour tout j € N, u(e;) = g;, ou g; = Zai,jf,-, or on a déja énoncé
i=1
quil existe une unique v € L(E, F) telle que, pour tout j € N, u(e;) = g; (i.e : une
application linéaire est uniquement déterminée par la donnée des images des vecteurs
d’une base de I'espace de départ). Ainsi, M possede un unique antécédent : 'application
est bijective. O

Remarque. En particulier, lorsque £ = KP? et ' = K", ou n,p € N*, en notant ¢, et
¢p les bases canoniques de K" et de K”, on vient de montrer que

v: LKPK"Y —  Mg(n,p)

u +— mat(u,cpy, ¢y

x(n,p) — L(K? K")

I'isomorphisme réciproque de M ~ .
M — M

) est un isomorphisme. On le savait déja car c¢’est
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Théoreme. Soient F, F' et GG trois K-espaces vectoriels de dimensions respectives ¢, p
et n, munis de bases e, f et g. Soient v € L(E, F) et v € L(F,G).
Alors, mat(v o u,e,g) = mat(v, f,g) x mat(u,e, f).

Démonstration.
Posons U = mat(u, e, f) € Mx(p,q), V = mat(v, f, g) € Mx(n,p)
et M =mat(vou,e, g) € Mg(n,q). Soit k € Ny et i € N,,.

My = g; (vuler)) = g7 [v(ﬁj Uinl;)] = 2_: Usgi [0(£))

p
donc M, = g U;xVi; = [VU]ik, ce qui prouve que M = VU. O

=1
Exemple. On peut ainsi remplacer un calcul matriciel par un calcul sur des applica-
tions linéaires. Par exemple, on peut retrouver que, dans Mg(n), E; jEp; = d;nEi
Notons e = (ey, ..., €e,) la base canonique de K".
Pour (i,7) € N2, notons u; ; 'endomorphisme de K™ canoniquement associé a F; ;.
Pour tout k € N,,, w; j(ex) = 0k ;€.
Soit [ c Nn Us;,5 © uh7k(el) = um(ék’leh) = 5k,15j,h€i; donc U;,5 © uh7k(el) = 5j,hui,k(el).
Ainsi, w; j o up = 0j U, puis en prenant les matrices de ces endomorphismes,
E;jEng = 0jnEik.

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0
et n > 0, munis des bases e = (e1,...,¢e,) et f=(f1,..., fn), et soit u € L(E, F).
On note M la matrice de u dans les bases e et f.

Soit (z,y) € Ex F. On note X la matrice colonne des coordonnées de = dans la base e,
p

et Y celle des coordonnées de y dans la base f. C’est-a-dire qu’en posant = = Z xje;,
j=1
A n
X =1 ‘], et quen posant y = Zyifi, Y =
xp =1 Yn
C’est aussi dire que X = U 1(z) et Y = \Iijl(y).
On écrira également que X = mat(z,e) et Y = mat(y, f). Alors,

n

’u(a:):y<:>MX:Y.‘

Démonstration.

On pourrait bien str passer aux coordonnées et mener un calcul analogue a celui de
la démonstration de la propriété précédente. Essayons plutot d’utiliser cette derniere
propriété.

. r: K — E |
Si x € E, notons * 2 e LK, E).
A — Ax
L’application - j( E) est un isomorphisme, dont la bijection réciproque est
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LK,E) — E
a +—> /\(1) -

On vérifie que u(x) = wo Z, car pour tout A € K, u(x)(\) = Au(z) = u(Az) = u(z(N)).
Alors y — 7 étant injective,
u(z) =y <= u(x) =7

<= mat(uoz,1, f) =mat(y, 1, f)

<= M x mat(z,1,e) = mat(y, 1, f).
Or mat(Z, 1, e) est une matrice colonne dont les composantes sont les coordonnées de
Z(1) = x dans la base e, donc mat(z,1,e) = X, et de méme, mat(y, 1,e) =Y. 0O

. De méme, a tout y € F, on associe § = (A — \y) € L(K, F).

Propriété.

On reprend les notations de la propriété précédente et on suppose de plus que n = p.
Alors u est un isomorphisme si et seulement si M est une matrice inversible et dans ce
cas, mat(u, e, f)~! = mat(u~?!, f,e).

Démonstration.

u est bijective si et seulement si pour tout y € F, il existe un unique x € F tel que
u(x) = y, donc si et seulement si pour tout Y € K", il existe un unique X € K" tel
que MX =Y, c’est-a-dire si et seulement si M est inversible.

Dans ce cas, posons N = mat(u~!, f, e).
Alors MN = mat(uu™t, f, f) = mat(Idp, f, f) = I,, donc N =M~ 0

Exercice. Pour tout i,j € {0,...,n}, on note m; ; le coefficient binomial

m;; = (‘Z >, en convenant que (‘Z) = 0 lorsque i > j.

Montrer que M = (m; ;)o<i<n est inversible et calculer son inverse.
0<j<n

Solution : Notons u : K,[X] — K, [X] définie par u(P) = P(X + 1).
Notons ¢ la base canonique de K, [X]. Pour tout j € {0,...,n},
J .
i— ) xi —
(X+1) ZO (z) X*, donc M = mat(u,c).
Or u est inversible et u™! : P+ P(X — 1), donc M est une matrice inversible
et M~ =mat(u?, c). Pour tout j € {0,...,n},

(X — 1) = i (z) Xi(=1), done M1 = ( (g) G

=0 1<j<n

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n, muni d’une

L(E) — Myu(K)
u

. L’applicati
base e. L’application s mat(u, e

) est un isomorphisme d’algebres.

u +—— mat(u,e,e)
n’est pas un morphisme d’algebres, par exemple car mat(Idg,e,e’) # I,,.
C’est pourquoi, le plus souvent, lorsque ’on considere la matrice d’'un endomorphisme,
on choisit la base d’arrivée égale a la base de départ.

Remarque. Si ¢’ est une seconde base de E, L’application
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Propriété. Si E est un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n, muni d’une
GL(E) — GL,(K)

I'applicati
base e, 'application u — mat(u,e)

est un isomorphisme de groupes.

3 Les systemes linéaires

3.1 Trois interprétations d’un systeme linéaire

Définition. Une équation linéaire a p inconnues scalaires est une équation de la forme

(E) @ aymy +agxe+ -+ apr, = b, o0l ay,...,a,,b € K sont des parametres, et ol
z1,...,T, € K sont les inconnues.
Exemples.

— (E) : 22— b5y + z =5 est une équation linéaire.
— (E) : 22 =1+ 2z est aussi linéaire.
— (E) : 2> +y+ 2z —t =2 n’est pas linéaire.

Notation. Fixons (n,p) € N*? et considérons un systeme linéaire & n équations et p
inconnues, c’est-a-dire un systeme d’équations de la forme suivante :

( 1177 + -+ a1 ply = bl
(S) . ;171 + -+ Q; pTp = bl s
\ On, 171 + -+ Qnplp = bn

ou, pour tout (4,7) € {1,...,n} x{1,...,p}, a;; € K, pour tout i € {1,...,n}, b; € K,

les p inconnues étant xy, ..., x,, éléments de K.
b1

Le vecteur | * | est appelé le second membre du systeme, ou bien le membre constant.
bn

Lorsqu’il est nul, on dit que le systéme est homogene.

Premieére interprétation. Combinaison linéaire de vecteurs.

Qg1 Q1,2 Q1p b1
Notons Ch = | asq |, Co=| o |,...,Cp=| aup |, et B=| b |.Ilsagit de
Qn 1 Q2 Qnp bn

p + 1 vecteurs de K™. Alors

(9) <= 210 + 22Cy + -+ + 2,0, = B.

Définition. On dit que (5) est compatible si et seulement s’il admet au moins une
solution.
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Propriété. (S) est compatible si et seulement si B € Vect(CY,...,C,).
Démonstration.
S est compatible si et seulement §il existe (z1,...,z,) € K tel que
B = 2,0y + 220y + - - - 2,C,, c’est-a-dire si et seulement si B € Vect(Ch,...,C,). O
Deuxiéme interprétation. Matricielle.

T
Notons M la matrice de M,, ,(K) dont les colonnes sont Cy, ..., Cp, et X =

Tp
Alors

(S) <= MX = B.

Définition. On dit que (S) est un systéme de Cramer si et seulement si n = p et
si M est inversible. Dans ce cas, (S) admet une unique solution.

Démonstration.
Si M est inversible, (S) < X = M'B. 0O

Troisieme interprétation. A [’aide d’une application linéaire.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases
e=(e1,...,ep) et f=1(f1,..., fn). On note u I'unique application linéaire de L(E, F)
telle que mat(u, e, f) = M, x le vecteur de E dont les coordonnées dans e sont X et b
le vecteur de F' dont les coordonnées dans f sont B. Alors

’(S) — u(zx) = b.‘

Définition. On dit que (S) est un systéme homogéne si et seulement si b = 0.
Définition. Le systéme homogene associé a (S) est (Sy) : u(x) = 0.

Propriété. L’ensemble des solutions de (Sy) est Ker(u).
D’apres la formule du rang, c’est un sous-espace vectoriel de dimension p — r, ou r
désigne le rang de u (ou de M).

3.2 Les opérations élémentaires

Définition. On appelle manipulations ou opérations élémentaires sur les lignes d’une
matrice, les applications de Mk (n,p) dans Mxg(n, p) suivantes :

1) Ajouter a une ligne le multiple d’une autre, opération notée :
Li<+— L+ AL;, out# jet A € K. Clest une transvection.
2) Multiplier une ligne par un scalaire non nul, notée :

L; +— aL;, on a € K*. C’est une affinité.

©Eric Merle 26 MPSI2, LLG



Matrices et systemes linéaires 3 Les systemes linéaires

3) Permuter deux lignes, notée :

L;<— L; ,oui# j. C'est une transposition.

Remarque. On définirait de méme les opérations sur les colonnes.

Définition. Si o € S, on note P, = (0;,+(;)) € Mn(K).
Ainsi, pour tout j € {1,...,n}, la j*™° colonne de P, est constituée de 0, sauf pour le
o(7)®me coefficient qui vaut 1.

Propriété. Pour tout (0,0') € 8%, P,;s = P,P,.

Démonstration.

Notons e = (ey, ..., e,) la base canonique de K". Si s € S,,, notons u, I’endomorphisme
canoniquement associé a la matrice P, : Pour tout j € {1,...,n}, us(e;) = e

Soit j € {1,...,n} : (U 0 U )(€j) = Us(Cor(5) = €o(o'(j)) = Uooo'(€)),

donc u, 0 uy = u,.. En prenant les matrices de ces endomorphismes dans la base e,
on en déduit que P,,» = P,P,,. O
Propriété.

-----

avec 1 # j, alors

Li <— Lz + )\LJ : M]K(n,p> — M]K(”vp)
L; +— \L; : Mg(n,p) — Mgk (n,p)
L, +— Lj : M]K(nap) — MK(”vp)

De méme, en notant (E; ;)¢ jyeq1,.. p32 la base canonique de M,(K), si A € K* et
(i,7) € {1,...,p}?* avec i # j, alors

Ci «— Ci + X0 - Mk (n, p)
M

M]K(”? p)
M(I,+ \E;;)

—

—
C; +— M\C; - Mg(n,p) — Mgk (n,p)
Oi <— C] : M]K('I’L,p) — MK(n7p)

Propriété. Si I'on effectue une série d’opérations élémentaires sur les lignes d’une
matrice M, alors on a multiplié M a gauche par une certaine matrice inversible.

Si 'on effectue une série d’opérations élémentaires sur les colonnes d’une matrice M,
alors on a multiplié M a droite par une certaine matrice inversible.
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Propriété. Sil’on passe de la matrice M ala matrice M’ par une succession d’opérations
élémentaires sur les lignes ou sur les colonnes, alors rg(M) = rg(M’).

Démonstration.
Provient de la propriété précédente et de la derniere propriété du paragraphe 2.1.2. 0O

Notation. Soit (S) : MX = B un systeme linéaire de matrice M € M,, ,(K) et de
vecteur constant B € K™.

On appellera matrice globale de (S) la matrice a n lignes et p + 1 colonnes dont les p
premieres colonnes sont celles de M et dont la derniere colonne est égale a B.

Propriété. Soient (S) : MX = B et (5') : M'X = B’. On suppose que 'on peut
passer de la matrice globale de (S) a celle de (S”) a 'aide d’une série d’opérations
élémentaires portant uniquement sur les lignes.

Alors ces deux systemes sont équivalents.

Démonstration.

Une opération du type 1) revient a ajouter a ’équation i du systeme A fois I’équation
7. Le systeme apres cette manipulation est équivalent au systeme avant cette manipu-
lation.

Une opération du type 2) revient & multiplier une équation par un scalaire non nul, et
une opération du type 3) revient a permuter 'ordre de deux équations du systeme.

A chaque étape on ne change pas ’espace des solutions du systeme. O

En pratique : Pour résoudre un systeme linéaire, on tente de modifier la matrice
globale du systeme par des manipulations élémentaires, afin de se ramener a une matrice
qui, privée de sa derniere colonne, est diagonale ou bien triangulaire supérieure. Dans
ce cas en effet, le systeme est simple a résoudre.

Remarque. Dans le systeme (S) : MX = B, permuter les colonnes de M revient
a modifier 'ordre des inconnues. On peut donc autoriser ce type d’opération pour la
résolution d’un systeme linéaire, mais il faudra les mémoriser pour connaitre la position
de chaque inconnue.

Propriété. Soit M € M, (K). On suppose que I'on peut transformer, par des opérations
élémentaires portant uniquement sur les lignes, la matrice blocs € Mgk(n,2n)

en une matrice de la forme € Mxk(n,2n).
Alors M est inversible et M~1 = N.

Démonstration.

Il existe une matrice P € GL,,(K) telle que = P x[M|1,],
or P x = [PM]P x I,|, donc I, = PM et N = P, ce qui montre bien que M

est inversible et que son inverse est N. O

Exemple. Inversion de la matrice de taille 4

el =)
— = O
—_ O =
O~ =
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01 11 1] 1000
. 1 01 1] 0100 . \ T
Partons de la matrice 11010010 . Ajoutons a la premiere ligne
1 110 ] 00 01
la somme des suivantes. On obtient comme nouvelle matrice :
3333 ] 1111
101 1] 0100 . . N .
11010010 . On divise ensuite la premiere ligne par 3, ce qui
1110 | 00 01
11 1 1
11111 3 3 35 3
donne 1011 ]010°0 uis on enleve la premiere ligne aux sui-
11011]o0010 [P P &
1 110 1] 0 0 0 1
[ S N T
. 0 1 0 0 | -3 =2 -1 -1 o
vantes. On obtient 0 0 -1 0 | I SRS S . On multiplie en-
3 ia 3 3
' ' 0 O 0 -1 | —3 —% %
suite les lignes autres que la premiere par —1, ce qu1 fournit :
1111 ] 35 &+ 3 3
o100 bl
Y PR . Enfin, on enleve a la premiere ligne la somme
0 0 0 1 z 3 z ==
3 3 3 3
Looo | 3 4 b
. . o100 | & =2 2 2 . .
des suivantes. On obtient : 0010 | i IR ¢ . Ainsi M est in-
3 3 3 3
0001 | 3 3 3 =3
~2 1 1 1
3 3 3 3
r _2 1 1
versible est son inverse vaut M ! = 3 B2 35 3
3 3 3 3
1 1 1 _2
3 3 3 3

Remarque. Pour cette matrice, généralisée a une matrice de taille n, une autre
méthode plus rapide consiste a remarquer que (M + I,,)*> = n(M + I,,), donc
M*+ (2—n)M+ (1 —n)l, =0, puis M(M + (2 —n)l,) = (n — 1)I,, ce qui montre
1

que M est inversible et que M~ = —1(]\/[ + (2 —n)l,).

n —
Cette méthode se généralise a toute matrice pour laquelle on peut trouver simplement
un polynoéme annulateur.

Pour cette matrice, c’est facile car elle est combinaison linéaire de I,, et de la matrice
U dont tous les coefficients sont égaux a 1. C’est plus généralement le cas de toute

a b .- b
matrice de la forme b
b b «a
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3.3 Méthode du pivot de Gauss

Notation. On souhaite résoudre le systeme (S) : MX = B de n équations a p
inconnues. La matrice globale du systeme sera notée (a; ;) € Mg(n,p+1).

Pour simplifier les notations, si on transforme (a; ;) par des opérations élémentaires, le
résultat sera encore noté (a; ;) : C’est la matrice globale d’'un systeme équivalent a (.59).

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice (a;;) de dimensions
(n,p+ 1) telle que

V(i,j) € {1,...,n} x{1,...,p} i>j=a;; =0.

Le systeme correspondant est alors triangulaire et facile a résoudre.

Pour cela on procede en min(p, n) étapes, en imposant qu’a I’étape r, la matrice globale
commence comme une matrice triangulaire supérieure sur ses r premieres colonnes,
¢’est-a-dire que

(E,): Y(.j)e{l,....n}xN, i>j=>a;,;=0.

Pour r =0 : (Ep) est toujours vérifiée.

Pour 0 < r < min(n,p) : On suppose que l'étape r — 1 est réalisée et on effectue
I’étape r de la maniere suivante :

Premier cas : Vi€ {r,...,n} a;, =0.
Dans ce cas, il n’y a rien a faire car (E,) est déja vérifiée.

Second cas : Jig € {r,...,n} a;,,»#0:On dit que a,,, est le pivot de I'étape r.
On permute d’abord les lignes L;, et L,. Ainsi a,, # 0. Ensuite on effectue la série
d’opérations élémentaires suivante :

for i fromr+1tondo L; «— L; — CLZ"TLT od;

r,r

La nouvelle matrice vérifie (E,.).

Remarque. Replacons-nous dans la situation du début du second cas :
Il existe différentes stratégies pour choisir le pivot parmi les a;,, # 0 ou ¢ € {r,...,n}:

Stratégie du pivot partiel : On choisit comme pivot un coefficient a;, dont le module
est maximum. Cela présente ’avantage de minimiser les erreurs d’arrondis commises
lorsque l'on divise par le pivot. C’est la stratégie la plus couramment utilisée lorsque
cet algorithme est programmé en langage informatique.

Stratégie humaine : Dans les cas ou on applique 'algorithme du pivot a la main,
on souhaite éviter autant que possible 'apparition de fractions compliquées lors de la
division par le pivot. La stratégie humaine consiste donc a choisir comme pivot 1 ou
—1 quand c’est possible, sinon 2 ou —2, etc. ..

Remarque. Comme on n’effectue que des opérations élémentaires sur les lignes, les
lignes de la matrice finale du systéeme engendrent le méme espace vectoriel que les lignes
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de la matrice initiale. La méthode du pivot permet donc de déterminer une base de
I'espace vectoriel engendré par les lignes (ou les colonnes en opérant sur les colonnes)
d’une matrice.

La méthode du pivot permet aussi de déterminer une base de I'image d’une application
linéaire : On considere sa matrice dans des bases données et on détermine une base de
ses vecteurs colonnes en appliquant la méthode du pivot au niveau des colonnes.

Remarque. Le systeme final présente une matrice triangulaire supérieure, la derniere
colonne exceptée. On dit que le systeme est échelonné.

Cependant, comme les pivots peuvent étre nuls, il est assez difficile de programmer la
résolution de ce systeme échelonné.

Exercice. Soit A € R. Déterminez la compatibilité et les éventuelles solutions
du systeme suivant :

x4y 4z 4+t =1
xr Xy +z +t =
r 4y FAz Ht = )\?
r 4y  +z M =)\

A1 1 1 1

) o ‘ . 1 A 1 1 A
Résolution : La matrice globale du systeme est 11 N 1 X
1 1 1 X X

Le pivot de la premiere étape est 1 (on adopte la stratégie ‘humaine’). On obtient

comme nouvelle matrice :
1 A 1 1 A

0 1—X2 1—X 1-X 1-X
0 1-X A=1 0 AA=1)
0 1—-X 0 A—1 AX-—1)

Premier cas : Si X # 1, on simplifie les équations par 1 — A. On obtient ainsi

1 A 1 1 A
8 ! 41— A _11 (1) 1_+/\/\ . Pour la seconde étape, le pivot choisi est 1.
0 1 0 —1 =X1+2X

On aboutit a
1 A 1 1 A
8 (1) 2;1 \ (1) (1 —_F)\)\)Q . Pour la troisieme étape, le pivot choisi est 1.
0 0 1 -1 -2

On aboutit a
1 X 1 1 A
0 1 -1 0 -
0 0 1 -1 —\?
0 0 0 34+X (1+N2+XN+2)

1.1 : Si A # —3, le systeme est de Cramer et I'unique solution est donnée par :
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N3N H20+1 M3 +20+1 20 +1

t = = )2 =
A+3 < * A+3 A+37
__)\+2A+1_—>\2—>\+1
y= A+3 . A43
X322 =1 =2 1N HEN N X220 —2
T =\+ = .

A+3 A3
1.2 : Si A = —3, le systeme est incompatible.

Second cas : Si A =1, le syteme est compatible,
et (S)<—=r=1—-y—2z2—1t.

3.4 Meéthode du pivot total

Notation. On reprend les notations du paragraphe précédent.

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice (a;;) de dimensions
(n,p+ 1) telle qu’il existe s € {0, min(n,p)} vérifiant

\V/(Z,j)ENz 2'>j:>am-:0,
(F): Vr € Ny ary # 0 , et
V(i,j)€{$+1,...,n}X{1,...,p} ai,j:o

o Pour cela on proceéde en au plus min(p,n) étapes, en imposant qu’a 1'étape r,
la matrice globale commence comme une matrice triangulaire supérieure sur ses r
premieres colonnes, les coefficients diagonaux étant non nuls, c¢’est-a-dire que

(Fr) : (V(’L,j) S {1,,77,} XNT z'>j:>ai,j:0) et (VZGNT am#O)

o Pour r=0: (F,) est toujours vérifiée.

o Pour 0 <r < min(n,p) : On suppose que I'étape r — 1 est réalisée et on effectue
I’étape r de la maniere suivante :

Premier cas : ¥(i,j) € {r,...,n} x{r,....,p} a;; =0.

Dans ce cas, avec s = r — 1, la matrice vérifie (F') : on arréte I'algorithme.

Second cas : 3(ig, jo) € {r,...,n}x{r,...,p} a;j, # 0 :on dit que a;, j, est le pivot
de I'étape r.

On permute les colonnes Cj, et C,, ce qui revient a modifier 'ordre des inconnues
(il faudra mémoriser ce nouvel ordre). La suite de I'algorithme est identique a celui
présenté au b).

¢ A la fin de I'algorithme, on obtient la matrice globale d’un systeme équivalent a
(S), vérifiant (F).
o Le systeme est compatible si et seulement si Vi € {s+1,...,n} a;,41 =0.
b
Si le vecteur B = : du systeme est quelconque, ces conditions de compatibilité
bn
s’expriment en fonction de by, ..., b,. Elles constituent un systeme d’équations de 'es-
pace vectoriel engendré par les colonnes de (), car (S) est compatible si et seulement
si B appartient a cet espace vectoriel .
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Si la matrice de (5) est celle d'une application linéaire u dans des bases e et f, ces
conditions de compatibilité constituent un systeme d’équations de I'm(u) dans la base

f.
¢ En cas de compatibilité, le systeme triangulaire final peut étre facilement résolu :

Définition. Résoudre un systeme (S): MX = B an équations et p inconnues, c’est
déterminer une partie I de {1,...,p} et deux familles de scalaires (b; ;) )e({1,..p\D)x1
et (ci)ien,\s telles que :

(S)(z)VzE{l,,p}\[, Ii:Ci+Zbi,jxj~

jel

On dit que (z;);er est la famille des inconnues principales et que (2;)icq1,.. pp\s est la
famille des inconnues secondaires (Attention : Le choix de la partie I n’est en général
pas unique).

En résumé, résoudre un systeme, c’est exprimer les inconnues secondaires en fonction
des inconnues principales.

Apres déroulement de 'algorithme du pivot total, la résolution du systéme triangulaire
final se fait en prenant naturellement comme inconnues principales xg, 1, ..., Zp.
Attention : Ces inconnues ne sont pas nécessairement les n — s dernieres inconnues du
systeme d’origine, car d’éventuelles permutations de colonnes ont peut-étre modifiées
I'ordre des inconnues.

3.5 Meéthode de Gauss-Jordan

Notation. On reprend les notations du b), en supposant que (S) est un systeme de
Cramer, c’est-a-dire que M € GL,(K).

But : On veut transformer la matrice globale en une matrice de dimension (n,n + 1)
dont les n premieres colonnes correspondent a la matrice I,,, en utilisant uniquement
des opérations élémentaires sur les lignes.

Pour cela on procede en n étapes, en imposant qu’a 1’étape r, la matrice globale com-
mence comme la matrice I, sur ses r premieres colonnes.

Pour 0 <r <n : On suppose que I'étape r — 1 est réalisée et on effectue ’étape r de
la maniere suivante :

La matrice obtenue apres ’étape » — 1, que l'on notera encore M, est égale au produit
d’une matrice inversible avec la matrice initiale, donc elle est encore inversible. Alors,
il existe ip € {r,...,n} a;.» #0.
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Qaqr

)

Qr—1r
En effet, si pour tout i € {r,...,n}, a;, =0, alors on vérifie que M | —1 =0, ce

qui contredit 'inversibilité de la matrice M.

a;,» est le pivot de 'étape r.

On permute alors les lignes L;, et L,. Ainsi a,, # 0. Ensuite on effectue la série
d’opérations élémentaires suivante :

ai,r

\V/ZG{].,,TL}\{T}, Ll(—Ll— Lr

T,

Enfin, on réalise I'opération
1

Qr

L, +—

L,.

Les r premieres colonnes de la nouvelle matrice sont bien celles de la matrice I,,.

A la fin de 'algorithme, le systeme est immédiatement résolu puisque

(S) — Vi€ {1, c. ,n} Ty = Ajn+1-

Remarque. Le dernier théoreme du paragraphe 3.2 montre comment modifier cet
algorithme pour calculer I'inverse d’une matrice. Ce nouvel algorithme sera encore
appelé algorithme de Gauss-Jordan.

Remarque. Si, lors de la recherche du pivot de I’étape r, pour tout i € {r,...,n},
a;» = 0, c’est que la matrice initiale du systéme n’était pas inversible. L’algorithme de
Gauss-Jordan peut donc constituer un test efficace d’inversibilité d’une matrice.

Remarque. Ceci montre que toute matrice inversible est un produit de matrices de
permutation, d’affinités et de transvections.
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