Résumé de cours :
Semaine 27, du 28 avril au 2 mal.

Les matrices (fin)

1 L’algebre des matrices carrées de taille n € N*

Propriété. (M, (K),+,., x) est une K-algebre, ni commutative ni intégre dés que n > 2.
Définition. A € M, (K) est nilpotente si et seulement si il existe p € N* tel que AP = 0.

Mg(n) — L(K")

/| . . 1o
M o AT est un isomorphisme d’algebres.

Propriété.
Propriété. Soit A € Mg(n). Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— A est inversible dans Mg (n).
— A est inversible dans L(K") (auquel cas, A=t = A~1).
— Pour tout X € K", il existe un unique Y € K" tel que AX =Y.
— A est inversible a droite.
— A est inversible a gauche.
— Ker(A) = {0}, i.e pour tout X e K", AX =0=— X =0.
— A est surjective, i.e Im(A) = K".
Il faut savoir le démontrer.

Formule : Dans Ms(K), M = <(cl Z) est inversible si et seulement si det(M) 2 ad —cb # 0, et

dans ce cas a b 71—$ d —b
c d)  det(M)\-c a )

Il faut savoir le démontrer.

Formule de Cramer : Soit a,b,c,d,e, f € K* Lorsque det = ad — cb 214 Z‘ #0,
e b a e
ar +by=e v — [od e f
cx+dy=f ~ det R

Il faut savoir le démontrer.
Notation. GL,(K) = groupe des inversibles de M,,(K). On lappelle le groupe linéaire de degré n.

Exemple. Un automorphisme intérieur de M,,(K) est un automorphisme sur M, (K) de la forme
M +—s AMA™! ot A € GL,(K).

Propriété. Les matrices diagonales de M,,(K) forment une sous-algébre commutative de M, (K).

Propriété. Pour tout i € N,,, on pose ¢; = (0;,j)1<j<n € K" et F; = Vect(ck)1<k<i-
Si M € M, (K), M est triangulaire supérieure ssi, pour tout j € {1,...,n}, F; est stable par M.
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Il faut savoir le démontrer.

Propriété. On suppose que n > 2.

— L’ensemble des matrices triangulaires supérieures (respectivement : inférieures) de M, (K) est
une sous-algebre non commutative de M,, (K).

— Le produit d’une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (ai,...,a,) par une
matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (b1,...,b,) est une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale est (a1by,...,anby).

— Une matrice triangulaire supérieure dont la diagonale est (aq,...,a,) est inversible si et seule-
ment si pour tout i € N, a; # 0 et dans ce cas, son inverse est une matrice triangulaire
supérieure dont la diagonale est ((Tll’ ce, i)

Il faut savoir le démontrer.

2 Transposée d’une matrice

Définition. Soit A € Mk (n,p). On appelle transposée de la matrice A et on note *A la matrice
de Mk(p,n) définie par [*A]; ; = A; ;.
Propriété. Pour tout A € Mg(n,p), {(*tA)=A

M]K(n7p) — MK(p7 n)
M — tM
Propriété. Soit (A4, B) € Mxg(n,p) x Mk(p,q). Alors, *(AB) ='B ' A.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Si A € GL,(K),'A € GL,(K) et (*fA)~t =1(A~1).

Propriété. L’application est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Définition. M est une matrice symétrique si et seulement si *M = M.
M est une matrice antisymétrique si et seulement si 'M = —M.

Remarque. Lorsque car(K) # 2, si M € M,,(K) est antisymétrique, sa diagonale est nulle.

Notation. S, (K) désigne I’ensemble des matrices symétriques d’ordre n.
A, (K) désigne I’ensemble des matrices antisymétriques d’ordre n.

Propriété. S, (K) et A,(K) sont des sous-espaces vectoriels de M, (K), mais ce ne sont pas des

sous-algebres. Cependant, elles sont stables par passage a Uinverse. De plus, lorsque car(K) # 2,

S4(K) © A, (K) = M, (K), dinn(5,,(K)) = "1 a4, (1) = 22—

Il faut savoir le démontrer.

3 Différentes interprétations du produit matriciel

Au niveau des colonnes de la matrice de droite : Soit A € Mg(n,p). Si By, ..., B, sont des

vecteurs colonnes de KP, A x m ’ABl |AB2 ’AB ‘

Au niveau des colonnes de la matrice de gauche :
— Si M € Mxg(n,p) et X € KP, MX est une combinaison linéaire des colonnes de M.
il

Plus précisément, si 'on note M, ..., M, les colonnes de M et X = S,

Lp
MX:$1M1+"'+(EPMP.
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— Soient A € Mk(n,p) et B € Mk(p,q). Les colonnes de AB sont des combinaisons linéaires des
colonnes de A : en notant Ay, ..., Ay, les colonnes de A et B = (b; ;), la j™° colonne de AB
est égale a by ;A1 + -+ by ; Ap.

Au niveau des lignes de la matrice de gauche : Soit A € Mg(n,p) et B € Mk(p, q). Notons
14, ..., ,A les lignes de A. Alors AB = : X B = :
A5
Au niveau des lignes de la matrice de droite :
— Si M € Mg(n,p) et X € My, XM est une combinaison linéaire des lignes de M.

Plus précisément, si 'on note 1M, ..., , M les lignes de M et X = (z1 -+ xp),
XM:xl X 1M—|—+l‘n><nM

— Soient A € Mg(n,p) et B € Mx(p,q). Les lignes de AB sont des combinaisons linéaires des
lignes de B : en notant 1B,...,,B les lignes de B et A = (a;;), la i°° ligne de AB est égale
aam X 1B+---—|—ai7p XpB.

4 Trace d’une matrice

Définition. La trace de la matrice M € M, (K) est Tr(M) = me.
i=1

Propriété. La trace est une forme linéaire de M,,(K).

Propriété. Soit A € M, ,(K) et B € M, ,,(K). Alors, Tr(AB) = Tr(BA).

Il faut savoir le démontrer.
ATTENTION : Si (4, B,C) € M,(K)3, en général Tr(ABC) # Tr(ACB).

Définition. Soit A,B € M, (K). On dit que A et B sont semblables si et seulement si il existe
P € GL,(K) telle que B = PAP~L.
La relation de similitude (“étre semblable &”) est une relation d’équivalence sur M, (K).

Définition. Une matrice de M,,(K) est diagonalisable (resp : trigonalisable) si et seulement si elle
est semblable & une matrice diagonale (resp : triangulaire supérieure).

Propriété. Deux matrices semblables ont la méme trace, mais la réciproque est fausse.
II faut savoir le démontrer.

5 Matrices décomposées en blocs
5.1 Matrices extraites

Définition. Soit n,p € N et soit I et J deux parties de N telles que |I| = n et |J| = p. Notons
0<i; <1<+ <iyleséléments de T et 0 < j; <ig < -+ < jp les éléments de J.

Alors on convient d’identifier toute famille (M; ;) j)erx.s de scalaires indexée par I x J avec la
matrice (M;, ;,) 1shsn € Mg (n,p).

Remarque. Lorsque I ou J est vide, I x J = () et KI*/ possede un unique élément, que I’on appellera
la matrice vide.

Définition. Soit n,p € N* et M € Mgk (n,p). Une matrice extraite de M est une matrice de la forme
(Mi,j)(i,j)EIXJv oul C Nn et J C Np.
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5.2 Définitions

a b
Définition. Soient (ny,...,n,) € (N*)% et (p1,...,pp) € (N*)°. On pose n = an et p= ij.
i=1 j=1

Pour tout (7, j) € N, x Ny, considérons une matrice M; ; € Mx(n;,p;). Alors la famille de ces matrices

M = (M; ;)1<i<a peut étre identifiée & une matrice possédant n lignes et p colonnes. On dit que M
15520

est une matrice décomposée en blocs, de dimensions (n1,...,n,) et (p1,...,0p).

Définition. Avec ces notations, M est une matrice triangulaire supérieure par blocs si et

seulement si, pour tout (i, j) € N, x Ny tel que ¢ > j, M; ; = 0.

De méme on définit la notion de matrice triangulaire inférieure par blocs.

La matrice M = (M, j)1<i<a est une matrice diagonale par blocs si et seulement si, pour tout

1<5<b

(1,7) € Ny x Ny tel que i # j, M; ; = 0.

5.3 Opérations sur les matrices blocs

Combinaison linéaire de matrices décomposées en blocs : Soient M = (M”) 1<i<a €t
155<b
N = (N; ;) 1<i<a deux matrices décomposées en blocs selon les mémes partitions (I;)1<i<q €t (J5)1<<b
15520 == ==
respectivement de N,, et de N,,. Alors, Vu € K, uM + N = (uM; ; + N; j)1<i<a.
155<0
Produit matriciel de deux matrices décomposées en blocs : soit n,p,q € N*.
Soit M = (MiJ)l%iga une matrice décomposée en blocs selon les partitions (I;)i1<i<q €t (J5)1<j<p
155<b == ==
respectivement de N,, et de N,. Soit N = (IV, ) 1<;<» une matrice décomposée en blocs selon la
1<k<c
méme partition (J;)1<;<p de N, et une partition (Kj)i1<p<c de Ng.
Alors M N peut étre vue comme une matrice décomposée en blocs selon les partitions (I;)1<i<, de

1<i<a ’
1<k<c

b
N, et (Ki)1<k<c de Ny et MN = (ZMi,ij,k)
j=1
En résumé, le produit de deux matrices par blocs se comporte comme le produit matriciel usuel.

Application : Produit de matrices triangulaires (resp : diagonales) par blocs, puissances de telles
matrices.

6 La notion de rang
6.1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition. Soient F un espace vectoriel et z une famille de vecteurs de E.
Le rang de x est rg(z) = dim(Vect(z)) € NU {+o0}.

Propriété. Pour une famille x de vecteurs d'un K-espace vectoriel F,
— rg(z) < #(x). Lorsque rg(z) < +00, il y a égalité si et seulement si x est libre.
— rg(z) < dim(E). Lorsque rg(z) < 400, il y a égalité si et seulement si x est génératrice.

Propriété.
Soit u € L(E, F) et x une famille de vecteurs de F.
Alors rg(u(z)) < rg(x), avec égalité lorsque rg(x) < 400 et u injective.

Propriété. Soit (z;);c; une famille de vecteurs d’un K-espace vectoriel E. Alors rg(z;);cr n’est pas
modifié si 'on échange 'ordre de deux vecteurs, si I’on multiplie I'un des vecteurs x; par un scalaire
non nul, ou bien si I'on ajoute a I'un des x; une combinaison linéaire des autres x;.
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6.2 Rang d’une application linéaire

Théoréme. Soit v € L(E, F).

Si H est un supplémentaire de Ker(u) dans E, alors u|gn(
11 faut savoir le démontrer.

u) est un isomorphisme.
Définition. rg(u) = dim(Im(u)) € NU {+o0} : il s’agit du rang de l'application linéaire w.
Propriété. Si e est une base de E et u € L(E, F'), alors rg(u) = rg(u(e)).

Formule du rang. Soit u € L(E, F') avec E de dimension finie.
Alors rg(u) est fini et ’dim(hn(u)) + dim(Ker(u)) = dim(E) ‘

Propriété. Siu € L(E,F), alors rg(u) < min(dim(F), dim(F)). De plus,

lorsque E est de dimension finie, rg(u) = dim(E) si et seulement si u est injective

et lorsque F' est de dimension finie, rg(u) = dim(F) si et seulement si u est surjective.

Théoréme. rg(vou) < inf(rg(u),rg(v)).

On ne modifie par le rang d’une application linéaire en la composant avec un isomorphisme (a sa
gauche ou & sa droite).

6.3 Rang d’une matrice

Définition. Si M € My(n, p), le rang de M est rg(M) 2 rg(M) = dim(Im(M)).
Le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille de ses vecteurs colonnes.
Propriété. M € M, (K) est inversible si et seulement si rg(M) = n.

Propriété. Soit (A, B) € Mxk(n,p) x Mk(p,q). Alors, rg(AB) < min(rg(A),rg(B)).
On ne modifie pas le rang d’une matrice en la multipliant par une matrice inversible.
Il faut savoir le démontrer.

7 Matrice d’une application linéaire

Définition. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0 et n > 0. Soient
e=(e1,...,ep) une base de E et f = (f1,..., fr) une base de F. Si u € L(E, F'), on appelle matrice
de Uapplication linéaire u dans les bases e et f la matrice notée mat(u, e, f) = (o ;) € Mg(n,p)
définie par I'une des conditions équivalentes suivantes :

— pour tout i € N, et j € Np, oy 5 est la i®™me coordonnée du vecteur u(e;) dans la base f.

— pour tout ¢ € N,, et j € N, [mat(u,e, f)];; = f(u(e;)).

n
— mat(u, e, f) est 'unique matrice (o; ;) € Mg (n,p) vérifiant : Vj € N, u(e;) = Zai7jfi.
i=1

— mat(u, e, f) est 'unique matrice dont la j-éme colonne, égale & \Iffl(u(ej)), contient les coor-
données de u(e;) dans la base f.

Interprétation tabulaire : Avec les notations précédentes,

u(er) oo u(ep)
mii - mi, f1
mat(u, e, f) = P .
Mnp 1 o Mn,p fn

Notation. Lorsque E = F' et que 'on choisit e = f, on note mat(u, e) au lieu de mat(u,e,e).
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Propriété. Pour tout n,p € N*, pour tout M € Mxk(n,p), ’mat(M, e, )= M‘, en notant c et ¢ les

bases canoniques de K? et de K™.

Remarque. Nous disposons maintenant de deux manieres équivalentes de définir 'application linéaire
canoniquement associée & une matrice M € Mx(n, p) : c’est application K= K
ou bien c’est 'unique application M € L(KP,K") telle que mat(M,¢,c¢') = M.

Propriété. Soient E et F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies, munis de bases e et f et
soit u € L(E, F). Alors rg(mat(u, e, f)) = rg(u).
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient F et I’ deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0 et n > 0. Soient
e=(e1,...,ep) une base de E et f = (f1,..., fn) une base de F.
L(E7F) — MK(nap)

L’application w — mat(u,e, f

) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Théoréme. Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels de dimensions finies, munis de bases e, f et
g. Solent u € L(E, F) et v € L(F,G). Alors, mat(v o u, e, g) = mat(v, f, g) x mat(u,e, f).

II faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimensions respectives p > 0 et n > 0, munis
des bases e = (e1,...,¢ep) et f=(f1,...,fn), et soit u € L(E, F).

On note M la matrice de u dans les bases e et f.

Soit (z,y) € E x F. On note X la matrice colonne des coordonnées de = dans la base e, et Y celle des
coordonnées de y dans la base f. Alors,

’u(x)zy{z}MX:Y.‘

Propriété. On reprend les notations précédentes. Lorsque n = p, u est un isomorphisme si et
seulement si M est une matrice inversible et dans ce cas, mat(u, e, f)~' = mat(u=!, f,e).

Propriété. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie égale a n, muni d’une base e. L’application
LE) — Mn(K) est un isomorphisme d’algebres.
u +— mat(u,e)

8 Les systemes linéaires
8.1 Trois interprétations d’un systeme linéaire

Définition. Une équation linéaire & p inconnues scalaires est une équation de la forme
(E) : cqxq +agza+ -+ apxp =b, 0l a1, ...,ap,b € K sont des parametres, et ot z1,...,2, € K
sont les inconnues.

Notation. Fixons (n,p) € N*? et considérons un systéme linéaire & n équations et p inconnues,
c’est-a-dire un systéme d’équations de la forme suivante :

01,121 + - + a1 pTp = bl
(S):< a1 + 0+ pr, =0b;,
ap 1Tl + o QupTpy = by

ol, pour tout (4,5) € {1,...,n} x{1,...,p}, ay; € K, pour tout i € {1,...,n}, b; € K, les p inconnues
étant x1,...,x,, éléments de K.
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by
Le vecteur : est appelé le second membre du systeme, ou bien le membre constant. Lorsqu’il est

bn,
nul, on dit que le systéme est homogene.

Premiere interprétation. Combinaison linéaire de vecteurs.

Qg1 Qg2 a1 p by
Notons C1 = | a1 |, Co=| a2 |,..,Cp=| qup |, et B=] b; |.Ils’agit de p+ 1 vecteurs
Qn,1 Qp 2 Qn p bn

de K". Alors (S) = 2101 + 2203+ --- +2,C, = B.
Définition. On dit que (S) est compatible si et seulement s’il admet au moins une solution.
Propriété. (S) est compatible si et seulement si B € Vect(Ch,...,Cp).

Deuxiéme interprétation. Matricielle. Notons M la matrice de M, ,(K) dont les colonnes sont
x
Ci,...,Cpet X=| : ].Alors (S) <= MX = B.
Tp
Définition. On dit que (S) est un systéme de Cramer si et seulement si n = p et si M est
inversible. Dans ce cas, (S) admet une unique solution.

Troisieme interprétation. A l’aide d’une application linéaire.

Soient E et F' des K-espaces vectoriels de dimensions p et n munis de bases

e = (e1,...,ep) et f = (f1,..., fn). On note u l'unique application linéaire de L(E, F) telle que
mat(u, e, f) = M, x le vecteur de E dont les coordonnées dans e sont X et b le vecteur de F dont les
coordonnées dans f sont B. Alors (S) <= u(z) = b.

Définition. On dit que (5) est un systéme homogéne si et seulement si b = 0.
Définition. Le systéme homogene associé a (S) est (Sg) :u(x) =0.

Propriété. L’ensemble des solutions de (Sg) est Ker(u).
C’est un sous-espace vectoriel de dimension p — r, ou r désigne le rang de u (ou de M).
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