DS 8 : un corrigé

Baréeme

Le baréeme comporte un total de 80 points.
Partie I (sur 22 points) : 2 points pour les questions 1 et 2, puis 1, 4, 3, 1, 1, 3, 3, 4.
Partie 2 (sur 19 points) : 2, 2, 3, 1, 4, 3, 1, 3.
Partie 3 (sur 39 points) : 1, 4, 3, 3, 2, 3, pour la question 25 : 2, 2, 4, pour la question
26:2,1,2,1,2,2, 5.

Partie I : Propriétés élémentaires des polynomes cyclotomiques

1°) Le degré de ®,, est le cardinal de P(n), donc deg(®,,) = ¢(n).
Le polynome ®,, est défini comme produit de polynomes unitaires, il est donc également
unitaire.

2°) P(1) ={1},donc 1 =X —wi1 =X — 1= 4]
P(2) = {1}, donc &3 = X —wy1 =|X + 1 = Py

)
P(3) = {1,2}, donc @5 = (X —ws1)(X —wsz) = (X —j)(X —j2) =[X? + X + 1 = &4}
P(4) = {1,3}, donc &y = (X —wy1)(X —wi3) = (X —)(X +14) =[X* + 1 = &,
IP’(6) = {1,5}, donc @ = (X —¢'5)(X —€'3) = X?—2X cos I+1, donc ’(I)G(X) — X2 _ X + 1‘

3°) On suppose que n est premier. Alors P(n) = {1,...,n — 1}. Ainsi,

n—1
X" -1
0, (X) = [[(X = wan) = P =X X"+ X+ 1=,
k=1

4°) D’apres le cours, X" — 1 = H(X — 62”%).
k=1
Posons A = {% / k €N,}. Ainsi, X" — 1 = H(X _ gRimay,
a€A
Soit a € A. 1l existe k € N, tel que a = % L’écriture irréductible de ce rationnel est
de la forme a = %, ou h Ad =1, d étant un diviseur de n dans N. De plus, a €]0, 1],

h
donc h € Ny. Ainsi, a = %, ot h € P(d). Ceci démontre que A C U {E / he P(d)}.

d|n



Réciproquement, si a est de la forme a = %, ou h Ad =1, d étant un diviseur de n,
alors il existe e € N tel que n = de, donc a = % = % € A. De plus, cette réunion est

disjointe par unicité de I’écriture d’un rationnel sous forme irréductible.

Ainsi A = |_| {g / he€ P(d)}. Alors, par produit par paquets,
d|n

X"—le H (X — e¥74), donc Xr—1= chd :

d
dln heP(d) |

5°) o Unicité : Supposons qu'il existe (Q, R) € Z[X]? tels que A = BQ + R avec
deg(R) < deg(B). Alors (Q, R) € Q[X]?, donc @ et R sont les reste et quotient de la
division euclidienne de A par B dans Q[X] (Q étant un corps). Ainsi, sous condition
d’existence, il y a bien unicité.

o Euxistence : On fixe B € Z[X] \ {0} et on suppose que B est unitaire.

Soit n € N. On note R(n) I'assertion suivante : pour tout A € Z[X]| avec deg(A) < n,
il existe un couple (Q, R) € Z[X]? tel que A = BQ + R avec deg(R) < deg(B).

Pour n = 0, soit A € Z[X] avec deg(A) < 0.

Si deg(B) > 1, le couple (@, R) = (0, A) convient.

Sinon, deg(B) = 0, donc B € Z \ {0}. De plus, B est unitaire, donc B = 1. On peut
alors écrire A = BA + 0 et deg(0) < deg(B). Donc le couple (A,0) convient.

Pour n > 1, on suppose R(n — 1). Soit A € Z[X] avec deg(A) < n.

Si deg(A) < deg(B), il suffit d’écrire A = 0.B + A.

Supposons maintenant que deg(A) > deg(B). Posons A = a, X" + C

avec deg(C) <n—1et B= XP+ D avec deg(D) < p <n.

Alors A — a, X" ?PB =0a,X"+C —a, X" —a, X" PD=C—a,X"PD.

Or deg(C —a, X" ?D) < max(deg(C),n—p+deg(D)) <n—1, donc d’apres R(n—1),
il existe (@', R) € Z[X]? tels que C — a, X" D = BQ' + R et deg(R) < deg(B).
Alors A = (a, X" P+ Q")B + R, ce qui prouve R(n), car Q = a, X" ? + Q' € Z[X].
Ceci prouve 'existence d’apres le principe de récurrence.

6°) Montrons par récurrence forte sur n € N* que ®,, € Z[X].
— Initialisation : vérifiée pour n € {1,2,3,4} d’apres la question 2.
— Hérédité : soit n > 2 tel que pour tout m € {1,...,n — 1}, ¢, € Z[X].
Alors, le polynome @Q = H ®, est a coefficients entiers et unitaire. Or d’apres

dln
d#n

la question 4, &, est le quotient de X™ — 1 par ce polynome, donc d’apres la
question précédente, @, € Z[X].
D’apres le principe de récurrence, pour tout n > 1, ®,, € Z[X].

7°) D’apres la question 2, ®;(0) = —1 et pour tout n € {2,3,4}, ,,(0) = 1.
Supposons que n > 3 et que, pour tout k € {2,...,n— 1}, ®,(0) = 1. Alors pour tout
de N telqued|netd<n,Py(0)=1.0r X"—1=2,d H ®,4, donc en évaluant

dln
d¢{1l,n}

en 0, on obtient que —1 = —®,,(0), donc ¢,(0) = 1.



Le principe de récurrence forte permet de conclure.

8°) Notons n = p{*---pp* la décomposition de n en produit de facteurs premiers,

avec Qu,...,q € N* ou py,...,pr sont des nombres premiers deux a deux distincts.
Sin =1, le seul diviseur de n dans N est 1, donc Z,u(d) =pu(l)=(-1)0=1.
dj1

On suppose maintenant que n > 2 et on doit montrer que Z w(d) = 0.
dn

Soit d un diviseur de n. Ainsi, il existe £1,...,0r € N tels que d = sz avec 5; < «;
i=1
pour tout i € Ny. Sl existe ¢ € Ny tel que 5; > 2, alors u(d) = 0, donc les seuls
diviseurs d de n pour lesquels u(d) # 0 sont de la forme d = H pi, ou I C Ng, et dans
iel
ce cas, pu(d) = (=11
L’application I — H pi est donc une bijection de P(Ny) dans I'ensemble des diviseurs
iel
d de n tels que p(d) # 0. Ainsi, par changement de variable,
Z pu(d) = Z (=), puis par sommation par paquets,

d\n ICNg
k k
Zu(d) = Z Z (- = Z ( ) = (1 — 1)* d’apres la formule du binome
djn h=0 Ity =0
de Newton. Or & > 1, car n > 2, donc Z w(d
dln
9°) D’apres la question 4, H (Xd — 1) = H H (I’
djn dln d'|2

Posons A = {(d,d') € N** / d|n et d'|2}.

Soit (d,d') € A. Alorsn =d% et 5 € Net 5 =d' 75 et 75 € N,

Dans ce cas, % = dZ' e N, donc on peut écrire n = d’ i et = ddz,
, f A — A

(d',d) € A. On peut donc poser (dd) — (d.d)

Ceci prouve que

On a clairement fof = Idy,

donc f est une bijection. Or

X — 1) — <I> g(d,d'), en posant g(d,d') = q)”,(d), donc par
d
djn (d,d')eA (d, d')eA
changement de variables, H Xi— H g(f(d,d)) = H g(d',d). Ainsi,
d|n (d,d")eA (d,d")eA
Zd w(d") )
n d d/\ﬁ ,ﬁ
NESRREES 1) CRE | A | OO
dln dln d/|i dln din

10°) Supposons que p est premier. Notons a nouveau n = pJ* x- - -xpp* la décomposition
primaire de n.



Premier cas : on suppose que p ne divise pas n. Alors, la décomposition primaire de
k k

np s’écrit np = pH ps, donc les diviseurs de np sont les entiers de la forme p H ;"
i=1 i=1

avec [y € {0,1} et, pour tout i € Ny, 5; € {0,...,;}. Ainsi, si 'on note D I'ensemble

des diviseurs de n, I’ensemble des diviseurs de np est DLpD. Alors, d’apres la question

précédente, P, = H (XF — 1)) = ( H((XP)% _ 1)u(d)> ( H(X% _ 1)u(pd)>7

deDU(pD) deD deD
or par définition de p, lorsque d € D, u(pd) = —p(d), donc

[T -1y

) _ deD _ CI)n(Xp)
" H(X% — 1)m@) P, (X) "
deD

Second cas : on suppose maintenant que p divise n. Sans perte de généralité, on peut

supposer que p = p;. Alors, la décomposition primaire de np s’écrit np = p"‘lJr1 H i,

k

donc les diviseurs de np sont les entiers de la forme H p;* avec B € {0,094 + 1} et,
i=1
pour tout i € {2,...,k}, B; € {0,...,a;}. Ainsi I'ensemble des diviseurs de np est la
k

réunion disjointe de D et de E = {p?‘lJrl sz /Yie{2,....k}, B €0,... ,ai}},

mais pour tout d € E u(d) =0 car ay + 1 > 2, donc d’apres la question précédente,
Do = [TXF — 1)1 = 0, (x7).
deD

Partie II : Une infinité de premiers congrus a 1 modulo n.

11°) < Soit P = Zkak et Q = quXk deux polynomes de Z[X]. Alors

keN keN
P+Q =) (prtaq)X* donc P+ Q=) pr+aXt =) mX+) GX'=P+Q.
keN keN keN keN
De méme, PQ = Z ( Z phq@> X"
keN  htl=k
donc PQ = Z( Z phqz>Xk = Z( Z m)X’“. D’autre part, en calculant
keN  hl=k keN  htl=k
dans I'anneau F,[X], Px Q = (Z ka’f) (Z%X’“) = ( 3 m)xk, donc
keN  htt=k

PQ = P x Q. De plus 1 = 1Fp[X]7 donc lapphcation P —— P est un morphisme

d’anneaux.
o Soit @ € F,[X]. Ses coefficients sont dans F,, donc @) est de la forme @) = Zp_kX k
keN



oil (p) est une famille presque nulle d’entiers. Ainsi, Q = P en posant P = Z pe X"

keN
Ceci prouve que le morphisme est surjectif.

o p est un polynéme constant non nul de Z[X], mais p = 0, donc p est un élément
non nul du noyau du morphisme. Ceci prouve que le morphisme n’est pas injectif.

12°) o Lorsque P = Zkak € Z[X] et a € Z, P(a) = Zp_kﬁ = P(a).

keN keN
Ainsi, si @ = 0, alors 0 = ®,(a) = ®,(0) = ®,(0), donc d’apres la question 7, lorsque
n>1,0=1etlorsque n = 1, 0 = —1. Ceci est toujours faux. Ainsi a # 0.
o a est donc un élément du groupe multiplicatif (F*, x) qui est de cardinal p— 1, donc
d’apres le théoreme de Lagrange, I'ordre de a, qui correspond au cardinal du groupe
multiplicatif engendré par a, est un diviseur de p — 1.

13°) o Dans F,, a¥ = 1, donc a est une racine du polynome X* — 1 de F,[X]. Mais

d’apres les questions 4 et 11, X¥ —1 = H@ Ainsi, HCPTd(a) = 0 or F,, est un corps
djw d|w

donc il est integre. Ainsi, il existe d € N* tel que d divise w et tel que ®4(a) = 0.

o Toujours d’apres la question 4, X4 — 1 = H ®,, donc a? — 1 = ®4(a) H(E(a) =0,

e|d eld
e#d

donc a? =1, donc d’apres la définition de w, w < d, mais d divise w, donc d = w.

14°) Un résultat similaire a été établi en cours, mais seulement dans un corps de
caractéristique nulle, ce qui n’est pas le cas ici.

x est une racine de @, donc d’apres le cours, il existe H € F,[X] tel que Q = (X —x)H.
Alors Q' = (X —2)H' + H, donc Q'(z) = H(z) # 0. Ainsi, x n’est pas une racine de
H, ce qui prouve que z est bien une racine simple de Q).

15°) o A nouveau, on a ®,(a) =0 et X" — 1 = H ®4, donc @™ = 1. Ainsi, a est bien
dn

une racine de X" — 1.
De plus, (X" —1)'(a) =na"' =nxa"'. Ora # 0, donc a®! # 0. De plus, pAn = 1,
donc m # 0, or [F, est integre, donc (X™ — 1)'(a) # 0. Ceci prouve d’apres la question
précédente que a est une racine simple de X — 1.

©  Supposons que w # n.

D’apres le point précédent, a” = 1, donc d’apres le cours, w est un diviseur strict de
n. Alors, toujours d’apres la question 4, X* — 1 = @, x ®,, x H ®,4, or a est une

d|n
d¢{w,d}

racine de ®,, (par hypothese) et de @, (d’apres la question 13), donc a est une racine
au moins double de X™ — 1, ce qui est faux. On a donc montré que w = n.

o D’apres la question 12, n = w divise p — 1, donc p — 1 =0 [n] puis p =1 [n].

16°) o Supposons d’abord que n = pq ou p divise g = %. Alors, d’apres la question 10,
0, (X) = @pu(X) = ©2(XP), donc 0 = P,(a) = = (a?), mais on a vu que a’' =T,

n
P

donc a? = a. Ainsi, q)_%(a) = 0.



Il reste a montrer cette propriété lorsque n = pq avec p A g = 1. Mais dans ce cas, selon
n p
la question 10, @, (X) = &, donc on a bien ®x (a) = ®n(a?) = ®,(a)®=(a) = 0.
(I)% (X ) p P P

o Par récurrence sur w, on montre que si p* divise n, alors a est une racine de @
Notons v la valuation p-adique de n. Alors n = pm ou m A p = 1. Alors a est une
racine de ®,,, donc d’apres la question précédente en remplacant n par m € N*, w = m.
On a bien montré que n = p’w ou v € N*,

o D’apres la question 12, w divise p — 1, donc w < p — 1, or les diviseurs premiers de
n différents de p sont des diviseurs de w, donc ils sont strictement inférieurs a p. Ainsi,
p est le plus grand diviseur premier de n.

17°) Dans F,, on a 0 = ®,(a) = &,(a), donc @ est une racine de ®,,. On peut donc
utiliser les questions précédentes. D’apres les questions 16 et 17, si p est premier avec
n, alors p =1 [n] et sinon, alors p est le plus grand diviseur premier de n.

18°) ¢ Posons @, (X) = thXh € Z[X]. Alors, ¢,(A) = thAh = po [4], or
heN heN

po = ®,(0) =1, car n > 2, donc ®,(A) = 1 [A]. Ainsi, dans Z/AZ, ®,(A) = 1 est

inversible, donc d’apres le cours, ®,,(A) et A sont premiers entre eux.

o deg(®,) =y, > 1, car L An =1 et &, est unitaire, donc ¢,,(t) — +o0. Ainsi,

t—4o00
quitte a choisir N suffisamment grand, on peut supposer que ®,,(A) > 2. Alors il existe

p € P tel que p divise ®,,(A).

D’apres la question précédente, p = 1 [n] ou p est un diviseur de n. Dans le premier
k

cas, il existe i € Ny tel que p = p;, donc p divise A = N Hpj, mais c’est encore vrai
j=1

dans le second cas car N est un multiple de n. Ainsi p est un diviseur commun de

®,,(A) et de A, ce qui est impossible car ils sont premiers entre eux.

Il existe donc une infinité de nombres premiers congrus a 1 modulo n.

Partie III : Une infinité de premiers congrus a -1 modulo n.

19°) Soit = € F,. Lorsque x # 0, on a déja vu que 27~! = 1, donc 2? = z. Lorsque
x =0, on a aussi ¥ = 0 = x, donc les éléments de [, sont tous des racines de X? — X,
or IF, est de cardinal p et X? — X est de degré p, donc on a déja toutes les racines de
XP — X, qui sont d’ailleurs simples. On a bien montré que ’RaCK(Xp -X)= Fp‘ .

20°) ¢ La question 14 est en fait valable dans n’importe quel corps, donc également
dans K[X]. Soit a € Racg(X™ — 1). Alors a” = 1, donc a # 0.

De plus, (X" —1)(a) = (nlg)a™ !, mais F C K, donc 1g = 1g, = 1, or n Ap = 1, donc
nlg =n # 0. On en déduit que (X™ — 1) (a) # 0, donc que a est une racine simple
de X" — 1. Ainsi, X™ — 1 est simplement scindé dans K[X], donc il en est de méme
de tout polynéme qui divise X™ — 1, ce qui est le cas de ®,,, car on a toujours, dans



F[X], X" = 1=]]®a

din
o Pour montrer que ®,(X) = H (X — a), il suffit donc
aEIK\{O}
tq ord(a)=

de montrer que Racg(®,) = {a € K\ {0} / ord(a) = n}.

Supposons que a € K\ {0} avec ord(a) = n. Alors a" = 1k, donc a est racine de

Xr—1= HCE Ainsi, il existe d € N* tel que d|n et tel que a est racine de ®,. Mais
dln

X4—-1= HQTG, donc a? = 1g. Par définition de l'ordre de a, d > n, or d|n, donc
eld

d = n. Ainsi, a est bien une racine de ®,,.

Réciproquement, supposons que a est une racine de ®,, dans K. Alors a™ = 1k, donc

ord(a) divise n. Si ord(a) # n, on peut reprendre le méme raisonnement qu’en question

15, en posant w = ord(a), pour aboutir a une contradiction. Ainsi ord(a) = n.

21°) Cette propriété résulte de la formule du binéme de Newton et de la symétrie

des coefficients binomiaux ((?) = (k: ﬁ )

laborieuse, on préfere une simple récurrence.
Soit k € N*. Posons R(k) T'assertion suivante : il existe (by,...,br) € ZFF1 tel que

<X—|—)1(> —bo—l—Zbg(Xf X€> avec b, = 1.

R(1) est évidente. Supposons que R(k) est vraie et montrons R(k + 1).
1 \k+1 1 1
<X + Y) = (X + X) <X + }> donc d’apres 'hypothese de récurrence,

<X+)—1(>k+1 —b0<X+ X) Zbg(xf ><X+ )1() Ainsi,

1\ k+1 1 41 1 61 1
(x+5) :bO<X+§)+ZbE<X+ ot X )

)) mais sa mise en oeuvre précise est

e
= by (X + ) Zb“<x‘f+—) Zle(X +—) puis
en convenant que b, = 0 pour tout E e Z\A{0,...,k}, on peut écrire
Laker KA1 1 k1 . 1 k1 . ]
(¥ +%) be (X +X€>+Zb”1(x ) = 2t (X4 57).

=0
k+1 Z
Ainsi, (X + > =co+ Z ) (X ) en posant

co = 2by € Z, et pour tout E G {1,...,k+ 1}, ¢, = b1 + by € Z. En particulier,
ckr1 = by = 1, donc on a prouvé R(k + 1).

22°) ¢ On raisonne par récurrence sur k. Notons R(k) l'assertion suivante :



Pour tout (ao, yay) € ZFPL il existe Q € Z[X] avec deg(Q) < k

1 1
tel que ag + ZCM(XZ X€> = Q(X + }> et tel que deg(Q) =k si ax # 0.
Pour £ =0: smt ag € Z*. Notons () le polynome constant égal a ay.

1
Alors ag = Q(X + X

Supposons que k > 1 et que R(k — 1) est vrai. Soit (ao, ..., a;) € ZFF.
Alors, avec les notations de la question précédente,

k

1 1\k 1 .
Qo + ;&Z(XE —|— ﬁ) - a/k(X + }) = ag — a/kbo + Z Ay — akbe)(X + ﬁ) mails
ap—apby, = ag—ay = 0, donc d’apres R(k—1), il existe H E Z[X] avec deg(H) < k—1 tel

1 1
queaﬁ—Zag(Xe Xé) ak<X—i—X) —H(X—i—X) Ainsi, en posant Q = H+a, X",

>, ce qui prouve R(0).

1
on a ag + Zae (XZ + —> = Q(X + y> et deg(Q) < k. De plus, si a; # 0, alors

deg(Q) = k On a prouvé R(k).
1
o Soit P € Z[X] tel que deg(P) = 2k et XQ"TP(}) = P(X).

2k 2%k 2%k
Notons P(X) = Znge. Par hypothese, ZngZ = Zng%_z, donc en posant

=0 =0 =0

2%k 2k
h = 2k — £, on obtient que Zngé = Zka_hXh.

=0 h=0
Ainsi, pour tout ¢ € {0,...,2k}, pr = pag—_s-

k-1
Alors P(X) = pp.X* + Z ngg—i-Zka X =ppXF Z peX’+ Z pp X2
(=k+1 =0 (=k+1 h=k+1
2%k
1 _

done < P(X) =px + > Ph(Xh F 4 e k) pk+2p£+k<X + —>

h=k+1
deg(P) = 2k, donc poy, # 0, donc d’apres le point precedent, il existe Q € Z[X] avec

1 1
deg(Q) = k tel que ﬁP(X) = Q(X + }), ce qu’il fallait démontrer.

23°) 1 est premier avec n, donc 1 € P(n), ce qui prouve que ¢(n) > 1.

Soit k € N,,. Si d est un diviseur commun de k et de n, d|(n— k), donc d est un diviseur
commun de k et n — k. La réciproque s’obtient par un raisonnement similaire, donc &
est premier avec n si et seulement si n — k est premier avec n.

Lorsque (h, k) € P(n), convenons que h R k <= (h = k)V (h = n—k). On définit ainsi
une relation d’équivalence sur P(n) dont les classes d’équivalence sont les {k,n — k}
avec k € P(n).

k=n—k <= n = 2k, mais si n = 2k, comme n > 3, alors n > 4 donc k > 2 et
k=FkAn#1, donc lorsque n —k =k, k ¢ P(n). Ainsi, toutes les classes d’équivalence



sont de cardinal 2, or P(n) est la réunion disjointe de ses classes d’équivalence, donc
son cardinal ¢(n) est pair.

1
24°) D’apres la question 22, il suffit de montrer que X*™d, <Y) =o,.
Or &,(X) = [ (X —¢*™), donc

1<k<n

kAn=1
(n) —_ ) = (n) o pkimy ) — _ 2wty _ 2w
X <I>n<X>—X“’ [] (X e ) [ 0 -Xe*™)=a J] (X—¢ ),
1<k<n 1<k<n 1<k<n
kAn=1 kAn=1 kAn=1

ou « désigne le coefficient dominant de ce polynome. Or ce coefficient dominant vaut
1 .
®,(0) = 1, donc X*”(")CI)n(§> = H (X — 62”%) = ®,, car on a vu lors de la

1<k<n
kEAn=1

question précédente que P(n) ={n—k / k € P(n)}.

p
25°) o D’apres la formule du binéme de Newton, 7 = Z (2) wP~hyh,
h=0

Soit h € {1,...,p — 1}. Alors p divise le produit non vide (car h > 1)
pp—1)---(p—h+1)= p hl,or pAh!l =1 (car h < p—1), donc d’apres le lemme

h
.. D .. (P AT
de Gauss, p divise 'k Ainsi, S g = S 1 = 0 dans F,. On peut donc ne
retenir dans la somme précédente que les termes d’indice h € {0, p}, ce qui prouve que
1

B =wl 4+ —.
WP

¢ Ainsi, Bp:5<:>wp+$ :w+£<:>w2p—wp+1—wp_1+1 =0, puis

P=0< W (w!—1)— (W' =1) =0« (W' = 1)(wP™ —1) =0, or K est
integre, donc P =0 <= (WP '=1)V (W =1) = (W =w)V (WP =w™).
o Soit v € Racg(¥, ). Par hypothese sur le corps K, le polynome X2 — X+ 1 possede
aul moins une racine, notée w, nécessairement non nulle. Alors w? —wy + 1 = 0, donc
y=w+ i D’apres la question 19,
v € F, <= +? = v, donc d’apres le point précédent,
yEF, <= (w1 =1)V (wPt! =1).

»(n)

T 1
Par ailleurs, 0 = U,(7) = Ty(w+ 1), Or X4, (X + X) — 3, (X).

On voudrait en déduire que ®,,(w) = 0, mais le passage modulo p puis la substitution
de X par w n’est pas acquis car il s’agit de fractions rationnelles. On va le faire en se
ramenant a des polynomes.

Posons m = @ et U, (X) = thXh.
h=0

Ona®,(X)=X" th <X+ }> = thXm—h(X2 +1)", donc d’apres la question
h=0 h=0



11, ,(X) = Zp_th*h(X2 "= Zp_Xm "(X% +T1)" Clest une égalité dans
h=0 h=0
K[X], dans laquelle on peut donc remplacer X par w

— 1
On obtient que ®,,( thw (W + 1) Zp_(w + ) =w"v, <w + —).

Ainsi, w est une racine de <I>n.
D’apres la question 20, w est d’ordre n, donc d’apres le cours,
vEF, < (n|(p—1)V(nl(p+1)) < p==l[n].

26°) a) Supposons que ¥, (0) = 0. Posons w = 4. Ainsi, w? = —1, donc 0 = w + 1.

D, (w
Alors 0 = ¥,,(0) = ¥, (w+ 1) = :Li(n>)’ donc ¢ est une racine de ®,,, donc 7 est d’ordre
w2
n (on peut par exemple le démontrer en adaptant ce qui a été dit en seconde partie de
question 20), or 7 est d’ordre 4, donc n = 4, ce qui est faux.

26.b) Posons V,, = thX "ot (pn) est une famille presque nulle d’entiers relatifs.

heN
1

Alors © = — th(aX)h _ + thah_th7 ora=Y,(0)=p €Z,
a heN a h2>1

donec © =1+ pya" ' X" € Z[X].

h>1
26.c) Soit z € C*. Il existe w € C* tel que z = w + L.
Alors U,(2) = 0 < ®&,(w) = 0 <= 3k € P(n), w = %™, donc les racines de ¥,
sont les e2™n + ¢~2in = 2cos(2mL), ou k décrit P(n).
Soit &, k € P(n). Alors 27% et 2% sont dans ]0, 2], donc
cos(2mE) = cos(2rL) <= 2k =27l)v (2t = 2r—27l) <= (k= h)V(k =n—h).
Le nombre de racines de ¥,, est donc égal au nombre de classes d’équivalence de la
relation d’équivalence définie en question 23, c’est-a-dire a %gp(n) C’est égal au degré
de W, donc ¥, est simplement scindé dans R[X].
a € Z*, donc les racines de © sont les %cos(?w%). Elles sont réelles et © est comme ¥,
simplement scindé dans R[X].
26.d) On a vu que ¢(n) est pair et non nul, donc deg(©) = 1¢p(n) > 1. Ainsi, d’apres
la question précédente, © possede au moins une racine réelle, notée r et cette derniere
est simple. Ainsi, au voisinage de r, ©(t) ~ A(t — r), ou A € R*, donc il existe € > 0
tel que O(¢) est strictement négatif lorque ¢ €|r — €, 7| ou bien lorsque ¢ €]r,r 4 ¢[. 11
existe donc bien «, 5 € R avec o < 3 tels que pour tout ¢ € [a, (], O(t) < 0.

26.e) Posons s = np; - - - pp € N*.

s
— — 0, donc il existe £ € N* telque — <p—a.
po £—+00 po
Posons m = LﬁpOJ € Z. Alors m < Bpo <m+1,
s
donc@<ﬁ<@+ @4—5—(1 Onendedultquea<—<ﬁ donc que
po Po po po po
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m

@<7np1 x -pk> < 0.

Do
d

f) On sait que O est de degré d = 2¢(n). Posons © = ZthXh € Z[X].

h=0
Posons a nouveau s = npy - - - pg € N*

d
Loin _
Nors 16 " ) zth<7 ) =3 s <2
Po h=0

m
D’apres cette expression, modulo s, po ol )E@<7np1 . .pk> est congru a topg?,
0
orty = @(O) =1 (cf la derniere égalité de la solution du b)) et py = 1 [s] par hypothese,
donc p (e @( npy - pk> est congru a 1 modulo np; - - - py.
PG

n m ..
g) Soit p un diviseur premier de pﬂ( )e@<1?np1 e pk> distinct de py.
0

n m .
D’apres le dernier résultat de f), p 2“7( )e@<7np1 .. 'pk> est premier avec npy - - - Py,
Po
donc p est distinct de py,...,pr et pAn = 1.

d
Dans F,, en reprenant les notations de la question f), on a 0 = Zﬂp_oad_h)mh.
h=0
Mais pApy = 1, car p et py sont deux nombres premiers distincts, donc il existe gy € Z tel
d
que (Py) "' = q,. Alors, en simplifiant par p,*, on obtient que 0 = Zﬁ%ehmh , donc

h=0
@(qém_i) =0.0ra® = V,(aX),donca® = ¥, (@X). On en déduit que ¥, (@msqf) = 0,
donc W¥,, possede une racine dans [F,,. D’apres la question 25, sachant que p An = 1,
p = %1 [n], or p est distinct de py, ..., pg, donc p = 1 [n]. On a aussi py = 1 [n], donc tous

%‘P(R)ZG

m
les diviseurs premiers de L = p; <7np1 e pk> sont congrus a 1 modulo n. On
Dy

en déduit que |L| = 1 [n], mais d’apres la question e), L < 0, donc L = —|L| = —1 [n],
or d’apres la question f), L = 1[n]. On aboutit a une contradiction, ce qui termine le
probleme.
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