DM 51 : Polynome minimal

Partie I : La sous-algebre K|a].

Dans toute cette partie, K désigne un corps quelconque, A est une K-algebre et a est
un élément de A.
Si P = anX” € K[X], on notera P(a) = ana" : P(a) est un élément de A.
neN neN
v K[X] — A

1°) Montrer que 'application P — Pla

) est un morphisme d’algebres.

2°) L’image de ¢, sera notée K[a).
Montrer que K[a] est une algebre commutative et que K[a] est la plus petite sous-algebre
de A contenant a.

3°) Dans la Q-algebre R, montrer que Q[v/2] = {a + bv/2/(a,b) € Q*}.

4°) Pour toute la suite de cette partie, on suppose que Ker(yp,) # {0}.
Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire 7, dans K[X] tel que
Ker(p,) = mK[X]. 7, est appelé le polynéme minimal de a.

5°) Dans la Q-algebre R,

montrer que v/2 posséde un polynoéme minimal puis déterminer T /3

6°) On note n le degré de m,. Montrer que (a*)o<<,_1 est une base de Kla).

7°) Montrer qu'un élément P(a) de K[a| est inversible dans ’algebre A si et seulement
si P et m, sont premiers entre eux et que dans ce cas, P(a) est inversible dans 1’algebre
Kla].

8°) Lorsque A est integre, montrer que Kla] est un corps.

9°) Montrer que {a+bv/2+cv/22/(a,b,c) € Q®} est un sous-corps de R et un Q-espace
vectoriel de dimension 3.



Partie II : Les matrices de Toeplitz

Dans M,,(C), on considere les deux matrices suivantes :

o 1 0 -0 0 1 0 0
S={(0 -~ 0 1 0 et Z=1 0 --- 0 1 0
0 0 1 0 0 0 1
1 0 0 -1 0 0

10°) Montrer que C[S] est I'ensemble des matrices M = (m; ;)1<i j<n telles que, pour
tout 7,7, k, h € {1, . ,n}, [Z — 7 =k — h modulo n =—> m;; = mk,h].

11°) Montrer que C[S] est une algebre commutative de dimension n.
Lorsque M € CIS], donner une CNS portant sur les coefficients de M pour qu’elle soit
inversible et montrer que dans ce cas, M~ € C[S].

12°) De maniere analogue, décrire les matrices de C[Z] puis montrer que C[Z] est une
algebre commutative de dimension n et donner une CNS portant sur les coefficients de
M € C[Z] pour qu’elle soit inversible.

13°) On dit qu'une matrice M = (m; j)1<;j<n de M,,(C) est une matrice de Toeplitz
si et seulement si pour tout 7,7, k,h € {1,....,n}, i —j =k —h = m;; = my.
En notant 7" I'ensemble des matrices de Toeplitz, montrer que 7" = C[S] + C[Z].

14°) Soit M € M,(C) et A € C. On dit que A est une valeur propre de M si et
seulement si il existe X € C" avec X # 0 tel que M X = AX. Dans ce cas, on dit que
X est un vecteur propre de M pour la valeur propre .
Si X est un vecteur propre de M pour la valeur propre A\, montrer que, pour tout
P € C[X], X est un vecteur propre de P(M) pour la valeur propre P(\).
Soit P € C[X] tel que P(M) = 0. Montrer que les valeurs propres de M sont
nécessairement des racines de P.

15°) Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de S.

16°) On note P la matrice suivante de M,,(C) : P = (e%”%) . On sest
0<h,k<n—1

permis de faire varier les indices de lignes et de colonnes de 0 a n — 1.
Montrer que SP = PD, ou D est une matrice diagonale que I'on précisera.

17°) Montrer que P est une matrice inversible et que P~ = 1P ot P = (e’Q"’T%> . .
0<h,k<n—1
18°) Montrer que, pour tout M € C[S], P"'MP est diagonale : on dit que les

matrices de C[S] sont simultanément diagonalisables.

19°) On note R la matrice diagonale de M,,(C) suivante : R = (6_”%5;%;6) :
0<hk<n—1

Montrer que R est inversible et calculer RZR™!.

20°) En déduire que les matrices de C[Z] sont simultanément diagonalisables.



Partie III : Irréductibilité dans Q[X]

21°) Soit p un nombre premier. Pour tout () = Z a, X" € Z[X], on pose
neN
Q=) @X" €F,[X], ou F, = Z/pZ.
neN
Montrer que 'application QQ — @ est un morphisme d’anneaux.

22°) Lorsque @ = Z a, X" € Z[X], on note ¢(Q) le pged de la famille (ay,)nen des

neN
coefficients de Q. ¢(Q) s’appelle le contenu du polynéme Q).

On dit que @ est primitif si et seulement si ¢(Q) = 1.

En utilisant le morphisme de la question précédente, montrer que le produit de deux
polynémes primitifs de Z[X] est aussi un polynéome primitif. Il s’agit du lemme de
Gauss.

En déduire le théoreme de Gauss : pour tout P, Q € Z[X], ¢(PQ) = ¢(P)c(Q).

23°) Soit P € Z[X] un polynéme de degré supérieur a 2 que I'on suppose réductible
dans Q[X]. Montrer qu’il existe A, B € Z[X] tels que P = AB avec deg(A) > 1 et
deg(B) > 1.

24°) Critére d’Eisenstein : Soit P € Z[X] un polynéme de degré n > 1. En notant

P = Z a, X", on suppose qu'il existe un nombre premier p tel que p ne divise pas a,,
k=0

p divise ag, . .., a,_1 et p? ne divise pas ag. Montrer que P est irréductible dans Q[X].

En déduire que, pour tout n € N*, X™ — 2 est irréductible dans Q[X].

25°) Soit P € Z[X] un polynéme non nul et unitaire. Soit A, B € Q[X] tels que
AB = P et A unitaire. Montrer que A, B € Z[X].

26°) Pour tout n € N*, on pose ®,, = H (X — GZiW%) : c'est le n-itme polynome

1<k<n
kAn=1

cyclotomique. Montrer que, pour tout n € N*, X" — 1 = H d,.

1<d<n
d| n

27°) Montrer que pour tout n € N*, &, € Z[X].

28°) Soit p un nombre premier. Montrer que l'application f,, définie de F,[X] dans
lui-méme par f,(A) = AP, est un endomorphisme d’algebre (que I'on appelle 'endo-
morphisme de Frobenius). En déduire que, pour tout h € Z[X], selon les notations de

la question 21, (h(X))? = h(XP).

29°) Jusqu'a la fin du probleme, on fixe n € N* et on pose w = e?n.

Dans la Q-algebre C, montrer que w possede un polynome minimal.

Montrer que 7, € Z[X] et qu’il existe h € Z[X] tel que X" — 1 = 7, (X)h(X).



30°) Soit p un nombre premier qui ne divise pas n et soit u une racine complexe de
T,. On souhaite montrer que 7, (u?) = 0. On raisonne par I’absurde en supposant que
T (uP) # 0.
a) Montrer que h(u?) = 0 et en déduire 'existence de g € Z[X]
tel que h(X?) = 7, (X)g(X).
b) Dans F,[X], considérons un facteur irréductible P(X) de 7.
Montrer qu'’il existe @ € F,[X] tel que X” — 1= P? Q.
c¢) En déduire que P est un polyndéme constant et conclure.

31°) Montrer que, pour tout k € {1,...,n} tel que k An =1, m,(wk) = 0.
32°) Montrer que ®,, est irréductible dans Q[X].



