Les espaces préhilbertiens
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Les espaces préhilbertiens 1 Produits scalaires
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1 Produits scalaires

1.1 Définition d’un produit scalaire

Notation. Pour ce paragraphe, on fixe un R-espace vectoriel que 1’'on note E.

Définition. Soit ¢ : E x E — R une forme bilinéaire.
On dit que ¢ est une forme bilinéaire définie
si et seulement si, pour tout x € E'\ {0}, ¢(x,x) # 0.

Définition. Soit ¢ € Ly(E).

On dit que ¢ est une forme bilinéaire positive
si et seulement si, pour tout x € F, ¢(x,z) > 0.
Définition.

]Un produit scalaire est une forme bilinéaire symétrique définie positive,‘

c’est-a-dire une application ¢ : E? — R telle que, pour tout z,y,2 € E et A € R,

T ¢<x7y):: w(yax);
— p(A\r +y,2) = Ap(z, 2) + 0y, 2);
— 2 # 0= p(x,z) > 0.

Définition. Un espace préhilbertien réel est un couple (E, ), ou E est un R-

espace vectoriel et ou ¢ est un produit scalaire sur E.

1.2 Exemples
1.2.1 Sur un R-espace vectoriel quelconque muni d’une base

Supposons que E est muni d'une base e = (€;);er

0 E? — R
et notons <Z Tie;, Z y¢€i> — Z T3y
iel icl el

Alors ¢ est un produit scalaire sur F.

Démonstration.
Soient (z,y,z) € E® et a € R.

Notons = = inei, Y = Zyiei et z = Z Zi€;.

el i€l i€l
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Les espaces préhilbertiens 1 Produits scalaires

° (P((II -+ y,Z) = Z(axz + y@ i = azxzzz + Zyzzz - agp(x Z) =+ ()O(yv )

i€l i€l el
et (v, ay +z) = in(ayi +2) = azxiyi + me = ap(z,y) + ¢(z, 2),
icl iel icl
donc ¢ € LQ(E)
o oly.x) =) yii=) yiw= , donc ¢ € Sy(E).
1€l el
o o(xr,r)= fo, donc ¢(z,z) > 0, ce qui prouve que ¢ est positive.
il

De plus, si ¢(x,z) = 0, pour tout 7 € I, x; = 0, donc = = 0.
Ainsi, ¢ est une forme bilinéaire définie positive.
On a montré que (E, ¢) est un espace préhilbertien.

1.2.2 Sur R" et Mg(n,p).

Soit n un entier strictement positif. Lorsque £ = R" et que e est la base canonique de
E 'exemple précédent devient :

p: R™ x R™ — R
((ala'"7an>7(/617"'7/8n)) L Zazﬂz
i=1

C’est le produit scalaire canonique de R™. O
Remarque. Pour tout X, Y € R" ¢(X,Y) ='XY.

Propriété. Le produit scalaire canonique de Mg (n, p) est 'application ¢ de [Mg(n, p)]?
dans R définie par :

VA, B € Mg(n,p), 9(A,B)= Y A;;B;;=Tr('AB).

1<i,j<n

Démonstration.
C’est encore un cas particulier du paragraphe précédent. On peut cependant aussi le
démontrer directement :
Soient (M, N, P) € M,(R)? et (o, 8) € R2.
o(aM + BN, P) =Tr("(aM + N)P) = Tr((o'!M + B'N)P)
= aTr(!MP) + fTr(*NP) = ap(M, P) + Bo(N, P),
donc ¢ est linéaire par rapport a sa premiere variable. De méme, on montre que ¢ est
linéaire par rapport a sa seconde variable. Ainsi, ¢ est bilinéaire.
¢ Solent M = (mi7j> € Mn<R) et N = (nm) € Mn(R)
o(M,N)=Tr(*MN)=Te(*("!NM)) = Tr(*NM) = ¢(N, M),
donc ¢ est une forme bilinéaire symétrique.
o Soit M = (m; ;) € M,(R). Pour tout i € {1,...,n}, le (i,1)*° coefficient de *M M

est égal a Z m;im;,;, donc (M, M) = Z Z mzj, ce qui prouve que @ est positive.
j=1 i=1 j=1
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Les espaces préhilbertiens 1 Produits scalaires

De plus, si (M, M) = 0, pour tout (4,7) € {1,...,n}* m;; =0, donc M = 0. Ainsi,
@ est un produit scalaire. O

1.2.3 Sur C([a,b],R)

Notation. On fixe a,b € R avec a < b. C([a,b], R) désigne le R-espace vectoriel des
applications continues de [a, b] dans R.

b
Propriété. Pour tout f,g € C([a,b],R), on pose ¢(f,g) = / f(t)g(t)dt
¢ est un produit scalaire sur C([a, b], R). ’
Démonstration.
Soit f,g,h € C([a,b],R) et a € R.
o D’ apres la hnearlte des mtegrales
f (af +g)h = af fh+f gh. De plus f fg = f gf, donc ¢ est une forme bilinéaire
symétrique.
o o(f, f)= f f(t)2dt > 0, donc ¢ est positive.

B [a,b)) — R : o )
De plus, si o(f, f) = 0, alors P (1) est continue, positive et d’intégrale

nulle, donc, d’apres le cours, f = 0. Ainsi ¢ est une forme bilinéaire définie.
On a montré que ¢ est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc que c’est
un produit scalaire. Ainsi (C([a, b}, R), @) est un espace préhilbertien. 0

1.2.4 Les espaces [P

Définition. On dit qu’une suite (u,,) de réels est sommable si et seulement si la série
> u, est absolument convergente.

Notation.
o Pour p € R%, notons ¥ = {(uy)nen € RN / 3 |u,|P converge}.
¢ Notons [*° 'ensemble des suites bornées de réels.

Propriété. [, [? et [* sont des sous-espaces vectoriels de RY.
De plus si (a,) et (b,) sont dans 2, alors (a,b,) est un élément de I'.

Démonstration.

o S0it (an)nen €t (bn)nen deux suites sommables de réels et soit o € R.

Pour tout n € N, |aa, + b,| < |a|an| + |ba|, or > (ala,| + |b,| converge,

donc > (ala,| 4+ Blby,|) est absolument convergente.

Ceci prouve que a(ay,)nen + (b )nen € 1.

De plus, ! est non vide, donc c’est un sous-espace vectoriel de RN,

o S0it (an)nen €t (bp)nen deux éléments de 2.

Soit n € N. (|a,| — [ba])* > 0, donc |ayb,| < 3(a? + b2), ce qui prouve que (a,by,)nen
est dans [*.

De plus, (a, +b,)* = a? + b2 + 2a,b,, donc (a, +b,) € [*. On en déduit facilement que
[? est un sous-espace vectoriel de RY.
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Les espaces préhilbertiens 1 Produits scalaires

o So0it (an)nen €t (bn)nen deux suites bornées de réels et soit o € R,
Pour tout n € N, |aa, + b,| < |a||a,| + |bn] < || sup |a;| + sup |b;],
jEN jEN

ainsi a(an)neny + (bn)nen € 1. De plus, [ est non vide, donc c’est un sous-espace
vectoriel de RN. o

Propriété. Pour tout (u,), (v,) € [?, on pose ((u,)|(v,)) = Zunvn.
neN
I2 muni de (.|.) est un espace préhilbertien.

Démonstration.

Soit (uy), (v,) € [?. On a montré que (u,v,) € I*, donc > u,v, est absolument conver-
gente et ((uy,)|(v,)) est défini.

(.].) est clairement bilinéaire, symétrique et positive.

Si ((un)|(un)) = 0. Pour tout j € N, 0 < uj < ((un)|(un)) = 0, donc (u,) = 0.0

1.3 Identités remarquables

Notation. Dans ce paragraphe, E désigne un espace préhilbertien réel. Son produit
scalaire sera noté (.|.).
Définition. Pour tout z € E, la norme de x est ||z| = v/(z|x).

Formule. Pour tout ((z,y),a) € E* X R,

loel] | = lellizl,
|z + yll” = lll” + llyl” + 2(=ly),
Iz =y = ]I + [lyll* = 2(xly),

o+ ol ~ e~ yl? =d(ely).
o+ ol +lla =yl = 2(lal? + 1)

La derniere formule porte le nom de formule du parallélogramme ou formule de
la médiane, en raison de ses interprétations géométriques.

Les seconde, troisieme et quatrieme formules permettent de calculer (.|.) en ne connais-
sant que ||.||. Elles portent le nom de formules de polarisation, mais selon le pro-
gramme, la formule de polarisation est :

2(zly) = llz +ylI? = [zl — [lylI*.
Remarque. Le cas particulier ou £ = R et ou (.|.) est 'application
q P (1) pp (1.y) — 1y

permet de retrouver rapidement ces formules.
Par exemple, la relation

V(z,y) € R? (z+y)’ — (x—y)* = day

permet de retrouver la quatrieme formule.
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Les espaces préhilbertiens 1 Produits scalaires

Exercice. Pour tout z,y € R?, on pose N(z,y) = /22 + 22y + 3y2.
Déterminer un produit scalaire sur R? dont la norme est N.

Solution : Analyse : Si un tel produit scalaire existe, une identité de polarisation
indique qu’il est donné par :

((z,y), (@ y)) = 1(N(z+2",y+y)? =Nz -2,y —y)?) = za’ + 2y + 2"y +3yy/,
pour tout x, 2, y,y’ € R%.

Synthése : On vérifie que l'application (.,.) ainsi définie est symétrique et bi-
linéaire. De plus, pour tout x,y € R,

(z,y), (x,y)) = 2% + 2zy + 3y* > 2° + 22y + y* = (x +y)? > 0, avec bgalité si
et seulement si x +y = 0 et 3y? = 32, donc si et seulement si y = z = 0. Ainsi
I'application (.,.) est définie positive. Il est clair que sa norme est N.

Théoréme de Pythagore.

(zly) = 0= [lz +ylI* = |=* + Iyl

1.4 Inégalités de Cauchy-Schwarz et de Minkowski
Notation. On reprend les notations du paragraphe précédent.
Théoreme. Inégalité de Cauchy-Schwarz :

V(z,y) € B |(zly)] < [lz]llyll

De plus, il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si x et y sont colinéaires.

Démonstration.
Pour tout A € R, 0 < [|Az +y[|? = N||z]|* + 2\ (z(y) + [ly]|*.
o Premier cas : On suppose que ||z||* = 0. Alors z = 0, donc |(z|y)| = 0 = ||=||/|ly]],

et (z,y) est une famille liée, ce qu’il fallait démontrer.

o Deuziéme cas : On suppose maintenant que ||z|| > 0. Alors le polynome

X?||z||* + 2X (x]y) + ||y||* est de signe constant sur R, donc il possede au plus une
racine réelle. Or il est de degré 2, donc son discriminant est négatif ou nul :

A(aly)? — 422y ] < 0. On en déduit que |(zly)] < 2] ],

o Flude du cas d’égalité dans le second cas :

Supposons que |(z|y)| = ||z||[|y||. Alors le discriminant est nul, donc le polynéme
possede effectivement une racine réelle, que I’on notera \. Ainsi,

0= N2||z||* + 2X\(z|y) + ||y||* = ||\z + y||?, donc Az +y = 0 et (z,y) est bien lié.
Réciproquement, si (z,y) est lié, sachant que = # 0, il existe A € R tel que y = Az,
done [(zy)| = [Al[lz]* = [l=[l[ly]l. ©

Exemple. Y(f,g) € C([a,b],R)? |/ fgl < \/ f2\/

Exercice. Montrer que, pour tout M € M, ( |Tr nTr(*!MM).
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Préciser quand cette inégalité est une égalité.

Solution : Pour tout (M, N) € M, (R)? posons p(M,N) = Tr(!MN). On a
vu que ¢ est un produit scalaire auquel on peut appliquer l'inégalité de Cauchy-
Schwarz, ainsi que le cas d’égalité :

Soit M € M, (R). |Te(M)|? = |o(L,, M)|> < o(IL,, I,)o(M, M) = nTr(* M M).

Il y a égalité si et seulement si M et I,, sont colinéaires, c’est-a-dire si et seulement
si M est une matrice scalaire.

Théoreme. Inégalité de Minkowsk:, ou inégalité triangulaire.

Y(@,y) € B* o +yl < ll=ll + llyll.

De plus, il y a égalité dans cette inégalité si et seulement si x et y sont positivement
colinéaires, c’est-a-dire si et seulement si y = 0 ou s’il existe k € R, tel que = = ky.

Démonstration.

e Soit (z,y) € E~

lz+yl* = =] + ly[|* + 2(=[y)
< l=|* + [lyll* + 2|(z|y)|
< l=l* + [lyll* + 2[|= ||y

o =l ) " L
e Siy=0,ilya égalité et x et y sont positivement colinéaires.

On peut donc supposer pour la suite de la démonstration que y # 0.

e Supposons que x et y sont positivement colinéaires, c¢’est-a-dire qu’il existe k € R,
tel que z = ky. Alors ||z +y|| = (k + 1)|lyl| = [|z[| + [ly].-

e Réciproquement, supposons qu’il y a égalité dans I'inégalité de Minkowski.

Alors, dans la démonstration ci-dessus, toutes les inégalités sont des égalités.

Ainsi, (z]y) = |(z|y)| donc (z]y) > 0, et |(z|y)| = ||z||||y||, donc d’apres le cas d’égalité
de 'inégalité de Cauchy-Schwarz, x et y sont colinéaires. Or y # 0, donc il existe kK € R
tel que x = ky. Ainsi, (z|y) = k||y||?, or ||ly|]| # 0 car y # 0 et (z|y) > 0, donc k € R,.
|

Théoreme. Soit E un espace préhilbertien réel.
Alors la norme associée a son produit scalaire est bien une norme.

Démonstration.

Notons (.|.) son produit scalaire et ||.|| la norme associée.
Soit z,y € F et A € R.

o ||z]| = v/(z|x) > 0 car (.|.) est positive.

o Jlz|| =0 = (z]z) =0 =2 =0, car (.|.) est définie.

o Azl = v (Ax[Az) = A/ (z]z) = [Al]].

o |z 4yl < |lz|| + |lyl|, d’apres 'inégalité de Minkowski. O
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Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

2 Orthogonalité

Notation. FE désigne toujours un espace préhilbertien.
Son produit scalaire est noté < .,. > et la distance associée est notée d.

2.1 Orthogonalité en dimension quelconque

Définition. Soit (z,y) € E.
x et y sont orthogonaux si et seulement si < x,y >= 0. Dans ce cas, on note x_Ly.

Remarque.
La relation d’orthogonalité est symétrique, mais elle n’est ni réflexive, ni transititve.

Exemples.
— Dans R™ muni de son produit scalaire canonique, les vecteurs de la base cano-
nique sont deux a deux orthogonaux.

— Dans lespace vectoriel C3_(R, R) des applications continues et 2r-périodiques de
2

1
R dans R, muni du produit scalaire (f,g) — — f(t)g(t) dt, les fonctions
T

0
sin et cos sont des vecteurs unitaires orthogonaux. En effet,

1 [T sin(2¢
(sin, cos) = —/ sin(2¢) dt = 0 par imparité,
7r

e 2
1 [*™1— cos(2t
Hsianz—/ 1= cos@) ot
T Jo 2
1 [ 2t
W%W:—/‘—i%ilﬁ:L
T Jo 2

Définition. Soit A une partie de E.
L’orthogonal de A est A+ = {x € E/Vy € A w1y} : c’est I'ensemble des vecteurs
de E qui sont orthogonaux a tous les vecteurs de A.

Exemple. Soit a € E'\ {0}. Alors a' est un hyperplan. En effet, c’est le noyau de la
forme linéaire © — (z, a).
Propriété. Soit A une partie de E. Alors At est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration.
Lorsque A # 0, A+ = ﬂ at. o
acA
Définition. Soient A et B deux parties de E. On dit qu’elles sont orthogonales si et

seulement si tout vecteur de A est orthogonal a tout vecteur de B. On note alors AL B.
Ainsi, A1 B <= [V(a,b) € A x B, alb].

Propriété. Soient A et B deux parties de E. A1 B <= A C B+ < B C A'.
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Démonstration.
AlB <= [¥(a,b) € AXx B, alb

< [Vae A, (Vbe B ,albd)]
< [Va€ A ,a € B
< A C B*.
La seconde équivalence s’obtient en intervertissant les roles joués par A et B. O

Propriété. Soient A et B deux parties de E. On dispose des propriétés suivantes :

— AC B= B+ C A}

— (AUB)* = At n B,

— At = (Vect(A))*,

— et AC (AH)L
Démonstration.
© Supposons que A C B.
Soit # € B*. Pour tout a € A, a € B, donc x_La. Ainsi, z € AL,
On a donc prouvé que B+ C A+,
o x appartient & (AU B)* si et seulement si x est orthogonal & tout élément de AU B,
donc si et seulement si z est orthogonal & tout élément de A (ie : x € AL) et & tout
élément de B (ie : z € Bt). Ainsi (AU B)t = At n Bt
o A C Vect(A), donc Vect(A4)+ C A+,
Réciproquement, soit x € AL,
Soit 3 € Vect(A). 11 existe (arg)aca € R telle que y = Z Q.

ac€A
Ainsi < z,y >= Zaa <z,a>=0,carz € At
acA

On a montré que, pour tout y € Vect(A), z_Ly, donc x € Vect(A)*.
C’est vrai pour tout x € A+, donc A+ C Vect(A)*.
o ALA* donc AC (AYH)*t. o

Remarque. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.
F + G = Vect(FUG), donc (F + G)* = F- NG+,
Cependant, en général, (FNG)t # F++ Gt et FH £ F.

Remarque. Un vecteur x € E est orthogonal a un sous-espace vectoriel F' de F muni
d’une base e si et seulement si x est orthogonal aux vecteurs de la base e.
En effet, supposons que e = (e;);e; est une base de F. Si pour tout i € I, x_Le;, alors

x € {e;/i € I} = [Vect{e;/i € [}*+ = F+.

Exemple. Notons H le plan de R? dont une équation cartésienne dans la base cano-
nique est : x +y — 2z = 0.

Déterminons 'orthogonal de H, pour le produit scalaire canonique de R3.

1 0 1 0\ )"
Une base de H est (X, X5) = -11,11 , donc H+ = -11],11
0 1 0 1
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Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

x
Soit X = | y | € R3.
z
1 . . z—y =0 y =
Xe e (X = () 0= {110 =P v =0
1
donc H* est la droite vectorielle engendrée par 1
—1
Exemples.
a1
— Dans R” muni de son produit scalaire canonique, si v = : € R”, alors v
Qn,

est orthogonal a I'hyperplan d’équation ayxy + - -+ + a,x, = 0.

— Dans C°([—1,1],R) muni de son produit scalaire usuel, le sous-espace vectoriel
P des fonctions paires (et continues de [—1, 1] dans R) et le sous-espace vectoriel
J des fonctions impaires sont orthogonaux. En effet, pour tout p € Pet j € J,

(p,J) = f_ll p(t)j(t) dt = 0 par imparité.
Propriété. {0}t = E et E+ = {0}.
Démonstration.

o Tout vecteur de E est orthogonal & 0, donc {0}+ = E.
o Siz e Et alors <z,z >=0,doncz=0. O

Définition. Soit I un ensemble quelconque et (x;);c; une famille de vecteurs de E.
Elle est dite orthogonale si et seulement si

V(i,j) € I* (i #j = z;lay).
Elle est dite orthonormale si et seulement si

V(’l,j) el* < Tiy Tj >= 51"]'.

Exemple. Considérons & nouveau I'espace vectoriel C9_(R,R) des applications conti-
2

1
nues et 2r-périodiques de R dans R, muni du produit scalaire (f, g) — — f(t)g(t) dt.
T

0
Pour tout k € N*, notons ¢;, : z — cos(kz) et s, : = — sin(kz). Montrons que la
concaténation des familles (cg)ren+ €t (Sg)ren+ est orthonormale. Soit &k, h € N*.

1 27 k—h k h
(ck,cn) = _/ i ot coba by dx, donc
™ Jo 2
1 qsin(k —h)x  sin(k+ h)ry2r
lorsque k # h, <Cl~c7Ch>—%[ L—h k+h o

et lorsque k = h, ||cx|> = = 5 dr = 1.
T

1 /2” 1+ cos(k + h)x
0

1 /2” cos(k — h)x — cos(k + h)x
0

De méme, (s, sp) = - 5 dz, donc
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Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

1 rsin(k — h)x  sin(k + h)x72
lorsquek;éh,@k,sh):%[2;_h) _ §€+h) "=,
1 1 —
et lorsque k = h, ||si||* = _/ cos(k + h)x
T Jo 2
1 7T
Enfin, (cg, sp) = —/ cos(kz)sin(hz) dor = 0 par imparité.
T

—T

dr =1

Relation de Pythagore : Soit n € N* et (z1,...,2,) une famille orthogonale de
vecteurs de E. Alors || Z%HQ Z (BRI

=1
Cependant, lorsque n > 3, la rec1proque est fausse.

Démonstration.

Dans R? muni de son produit scalaire canonique, les vecteurs z1 = (1,2), x5 = (0,2) et
x3 = (0, —1) vérifient la relation de Pythagore sans étre deux a deux orthogonaux. 0

Propriété. Une famille orthogonale sans vecteur nul est libre.
En particulier, une famille orthonormale est toujours libre.
Démonstration.
Soit (x;);e; une famille orthogonale sans vecteur nul.
Soit (e)ier € RY) telle que Z&ixi = 0.
iel
Soit j € . aj < x5, >=< xj,Zaimi >=0, or < zj,z; ># 0, donc a; = 0. O
iel
Propriété. Supposons que E admet une base orthonormée notée (e;);e;-
Six = Zaiei ceFety= Zﬁiei € F, alors

el el
<x,y >= Zaiﬁi, |z||? = Za? et x = Z < e;,T > €.
icl icl icl
Démonstration.
o <z,y >=< Zoz 6“25]6] >= Z ;B < e, ej >= Z%ﬁz
icl jel (i,5)€l? el

¢ En particulier, lorsque y =z, < x,x >= Z o,

icl
o Soit jel. <ej,x>=< ej,Zaiei >= Zozi < ej, e >= ay,
iel icl
donc x = Zoziei = Z < e€,r>e. 0
i€l icl

Propriété. Supposons que E est muni d'une base e = (€;);e;s-

Alors il existe un unique produit scalaire sur £ pour lequel e est une base orthonormée.
Démonstration.

e Furistence. D’apres 'exemple étudié au 1.2.1, page 2, 'application
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p: E? — R
est un produit scalaire sur F.
(Z Ti€;, Z yi€i> — Z TilYi P
iel iel iel

De plus, pour tout (h, k) € I, p(ep, ex) = Zéi,h(si,k = Op ks
iel
donc e est orthonormée pour ce produit scalaire.
e Unicité. Soit 1 un produit scalaire sur £ pour lequel e est orthonormée.

D’apres la premiere formule de la propriété précédente, ¥ = . O

Remarque. En particulier, dans un R-espace vectoriel de dimension 2, pour toute
base (7, 7), il existe un produit scalaire pour lequel (7, 7) est une base orthonormée.
Ceci semble contredire la notion intuitive d’orthogonalité de deux vecteurs du plan
basée sur la notion d’angle droit.

En fait, a chaque produit scalaire est associée une notion d’angle droit, et pour deux
vecteurs quelconques mais non liés, on peut choisir un produit scalaire pour lequel ils
forment un angle droit.

Si notre intuition est “choquée” par ce qui précede, c¢’est que nous vivons dans un espace
physique ot la notion de distance est fixée (tout au moins en premiere approximation).
Changer de distance est donc contraire a notre intuition. Or la notion de distance
contient celle d’angle droit, comme angle formés par un rayon et une tangente d’un
méme cercle.

Propriété. Soient n € N* et (E;)1<;<, une famille de n sous-espaces vectoriels de F

que l'on suppose deux a deux orthogonaux.
i i

i
Alors ils forment une somme directe que ’on note F; @ e @ E, = @ E;.
1<i<n
Démonstration. .
Soit (x1,...,x,) € Ey X -+ X E, tel que sz =0. Soit j € {1,...,n}.
i=1 .
Pour tout i € {1,...,n} tel que i # j, < x;,x; >= 0, donc ||z;||* =< z;, Z:)cz >= 0.
i=1
Ainsi, z; = 0 pour tout j € {1,...,n}, ce qui prouve que la somme est directe. O
Définition. Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de F.

i
G est un supplémentaire orthogonal de F si et seulement si £ = F & G.

Exemple. Dans C°([—1,1],R) muni de son produit scalaire usuel, le sous-espace vec-
toriel P des fonctions paires et le sous-espace vectoriel J des fonctions impaires sont
supplémentaires orthogonaux.

Propriété. Soit I’ un sous-espace vectoriel de E.
F admet au plus un supplémentaire orthogonal. Il s’agit de F'*.
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Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

Démonstration.

Supposons que G est un supplémentaire orthogonal de F, et montrons que G = F*+.
e GLF,donc G C F*.

e Réciproquement, soit € F*.

E =F + G, donc il existe (f,g) € F X G tel que x = f + g.

F1G, donc < g, f >= 0. Ainsi, |[f|? =< f,f >+ < g, f >=<a,f >, orx € F*,
donc < z, f >= 0. On en déduit que ||f||* = 0, ce qui prouve que f = 0, puis que
r=g¢€d.

Ainsi F+ C G. o

Remarque. Il est possible qu'un sous-espace vectoriel de F n’admette aucun supplé-
mentaire orthogonal. Par exemple, munissons E = R™ du produit scalaire

<., .>: E? — R
(@) ) — 3 Tu
neN

et notons F' = {(z,) € E/ Z z, = 0}. F est un sous-espace vectoriel de E.
neN
Soit (y,) € F*+. Pour tout (z,,) € R™ tel que an =0, Zmnyn = 0.
neN neN
Soit p € N. Choisissons pour (z,),en la suite dont tous les coefficients sont nuls, sauf

le p®™¢ qui est égal & 1, et le (p + 1)*™° qui est égal & -1.
(r,) € F, donc 0 = Zaznyn = Yp — Ypt1.

neN
Ainsi, pour tout p € N, y,11 = y,, ce qui prouve que (y,) est une suite constante. Or

elle est presque nulle, donc nécessairement, (y,) = 0.

On a donc prouvé que F+ = {0}, or F' # E, donc F* n’est pas un supplémentaire de
F. Ainsi F' n’admet aucun supplémentaire orthogonal.

On peut également remarquer que (F+)* = {0}t = FE # F.

De plus, si 'on pose G = Vect((do.)nen), on a FNG = {0}, donc (FNG)* = E, mais
Fr+ G+ =G+ #E, car (0pn)nen ¢ G

éme

2.2 En dimension finie

Propriété. On suppose que E est de dimension finie.
<z,.> FEF — R

y — <xz,y>
— L(E,R)
— <z >

Pour tout x € E, on note

Alors, 'application - est un isomorphisme.

Démonstration.

e < ... > est linéaire par rapport a sa seconde variable, donc, pour tout x € F,
< z,. >€ L(E,R). Ainsi, 'application x ——< z,. > est bien définie de £ dans
f: E — L(ER)

L(E,R). Pour la suite de la démonstration, on notera :
r — <xz,.>
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e Soit (z,y,a,b) € E x E xR x R. Pour tout z € E,

flaz+by)(2) =<ar+by,z>=a<z,2>+b<y,z>= (af(z)+0f(y))(2),

done f(ax 4+ by) = af(x) + bf(y), ce qui prouve que f est une application linéaire.

e Soit x € E tel que f(x) = 0.

Pour tout y € E, < x,y >= f(x)(y) = 0, donc z € E*+ = {0}. Ainsi, z = 0 ce qui
prouve que le noyau de f est réduit a {0}.

e f est donc une application linéaire injective. De plus, dim(FE) = dim(L(E,R)), donc
f est un isomorphisme. O

Théoreme. On ne suppose pas que E est de dimension finie.
Si F est un sous-espace vectoriel de dimension finie de E, alors F* est I'unique
supplémentaire orthogonal de F. De plus F' = (F*)+.

Démonstration.

° Soit$€E.NotonsSO: F— R

— <x,y>
¢ € L(F,R), donc, d’apres la propriété précédente appliquée a F, il existe f € F' tel
que p =< f,. >/p.
Ceci signifie que, pour tout y € F, < x,y >=< f,y >, donc que x — f € F*.
Ainsi x = f + (x — f) € F + F*. Ceci prouve que E = F + F'+.
Or F'n F*+ = {0}, donc Ft est un supplémentaire de I dans E. De plus, on a déja
établi qu’il n’y a pas d’autre supplémentaire orthogonal de F, donc F* est 'unique
supplémentaire orthogonal de F'.

1
e E=F+@F, donc F est un supplémentaire orthogonal de F*, or le seul éventuel
supplémentaire orthogonal de F* est (F1)L. Ainsi F = (F+)4. o

Exemple. Reprenons I'exemple ol H est le plan de R?® dont une équation cartésienne
dans la base canonique est : x +y — 2 = 0.

1
Silonpose N=| 1 |, H={X e R¥/(N|X)=0}={N} = Vect(N)*.

-1
Or Vect(N) est de dimension finie, donc on peut appliquer le théoréeme précédent.
Ainsi, H+ = (Vect(N)*)+ = Vect(N).
On retrouve bien le méme résultat que précédemment.
Définition.
On appelle espace euclidien tout espace préhilbertien de dimension finie.
Hypothese : jusqu’a la fin de ce paragraphe, on suppose que E est un espace euclidien
de dimension n > 0. On notera < .,. > son produit scalaire et ||.|| la norme euclidienne
associée.
Propriété.
Si F et G sont deux sous-espaces vectoriels de E, alors (F NG)t = F+ +G*+.

Démonstration.
FleGgt=Fr+GHY = (Frugh) = (FH NGt = (FnG)t. o
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Propriété. Si F est un sous-espace vectoriel de E, alors dim(F*) = dimE — dimF.

Propriété. Soit e = (ey,...,e,) une base orthonormée de F.
Soient z et y des vecteurs de F dont les coordonnées dans la base e sont données
sous forme de vecteurs colonnes notés X et Y. Alors < z,y >= 'YX = XY

Démonstration.
n

n
Notons x = Z Tie; et y = Z y;e;. Ainsi
i=1 i=1

X Y1
X = : et Y =

Tn yn

Donc < z,y >= szy, ='XY ='YX.o
i=1
Remarque. Sie = (eq,...,e,) est une base orthonormée de F, pour tout u € L(E),
pour tout i,j € N, [mat(u, e)];; = (e, u(e;)).
La fin de ce paragraphe est hors programme.

Définition. La matrice du produit scalaire dans la base e est égale a

mat(< .,. >,e) = (< e;,€; >)1<i<n € Sp(R).

1<5<n

Propriété. e est orthogonale si et seulement si mat(< .,. >, e) est diagonale.
e est orthonormée si et seulement si mat(< .,. >,e) = I,,.

Formule. Soit e une base quelconque de E. On note €2 la matrice de < .,. > dans
la base e. Soient = et y deux vecteurs de E, dont les coordonnées dans e sont données
sous la forme des vecteurs colonnes X et Y de R". Alors

<,y >='XQY ='YQX = Z LY Wi ;-

1<i<n

15j<n
Démonstration.
T1,1 Y11
Posons X = LY = : et Q = (w; ;) 1<i<n .
15j<n

Tn,1 Yn,1

n n ’ n n
<z,y> = E Ti1€4, E Yji€; ) = E Ti1\ € E Yjr€;
i=1 j=1 =1 j=1
n n n n
= E E TinlYj1 < €, €5 >= E E Li1Wi,jYj1

i=1 j=1 i=1 j=1

= 'XQY,
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Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

d’apres la formule pour le produit de trois matrices. De plus, une matrice carrée d’ordre
1 est toujours symétrique, donc *XQY =(*XQY) ='Y'QX. O

Définition. Soit F un K-espace vectoriel de dimension finie, muni d’une base
e=(e1,...,e,) et soit ¢ une forme bilinéaire sur E.

La matrice de ¢ dans la base e est mat(yp, e) = (¢(e;, €;))1<ij<n € M, (K).
Pour tout z,y € F, en posant X = mat.(z) et Y = mat.(y), ¢(z,y) = XQY.
¢ est symétrique si et seulement si Q2 € 5,,(K).

2.3 Distance d’un vecteur a un sous-espace vectoriel

Définition. Soit I un sous-espace vectoriel de F tel que F@ F+ = E.
On appelle projection orthogonale sur F, la projection sur F parallelement & F+.
Dans ce chapitre, elle est notée pp.

Remarque. On utilisera souvent le fait que le projecteur associé a pr est
Idp — pr = ppr. En particulier, pour tout x € E, x — pp(r) = pp.(z) € F*.

Formule. Soit F' un sous-espace vectoriel de E que I'on suppose muni d’une base
orthonormée e = (¢;);er. On suppose de plus que F @ F+ = E.

Alors, pour tout z € F, pr(T) = Z < €T > e
iel
En particulier, si F' est un sous-espace vectoriel de dimension finie de £, muni d’une

n
base orthonormée e = (ey, ..., e,), alors, pour tout z € E, |pp(z) = Z < e,T > €.
=1
Démonstration.
Soit x € E.
pr(z) = Z < e;,pr(x) > e; car (e;);er est une base orthonormale de F.
iel

Or, pour tout ¢ € I, < e;,pr(z) >=<e¢;, (pr(r) — ) + & >=<¢;,x >
car prp(z) —x € F+, donc pp(x) = Z <e,r>e.0
iel
Remarque. Soit F' un sous-espace vectoriel de E tel que F @ F+ = E.

Pour tout = € E, pr(x) = z — ppi(x), donc on peut calculer prp(x) en passant par
pri(x). Clest pertinent lorsque F' est un hyperplan de E.

Exemple. Considérons a nouveau 'espace vectoriel E = C5 (R, R) des applications

continues et 2m-périodiques de R dans R, muni du produit scalaire
2

1

(f,g9) — — (t)g(t) dt. En posant pour tout k € N* ¢, : x —— cos(kz) et
T Jo

s, : x — sin(kz), on a vu que la concaténation des familles (cg)ken €t (Sg)ren= est

orthonormale. Posons également ¢y : x +— —.

V2

Eric Merle 16 MPSI2, LLG



Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

Fixons n € N*. On vérifie facilement que B,, = (cp, ¢1, ..., Cpn, S1, - - -, Sp) st une famille

orthonormée de E. Posons
E, = Vect(B,)

a n

={r+— EO + g (ag cos(kx) + by sin(kz)) / ap, a1, ..., 0, b1,...,b, € R}.
k=1

Alors, pour tout f € F, c’est-a-dire pour toute application f continue et 2w-périodique,

le projeté orthogonal de f sur E, est pg, (f) = % + Z(akck + bgsk), ou pour tout
k=1

1
ke{0,...,n}, ar = f( ) cos(kt) dt (y compris pour k = 0) et ou
T Jo

pour tout k € N,,, b, = (f, sx) / f(t)sin(kt) dt.

On dit que pg, (f) est le developpement de f en série de Fourier a 'ordre n.

Exemple. On se place dans £ = R? muni sa structure euclidienne canonique.

On note F' = Vect(uq, us), ou ug = (1,1,0) et ug = (1,0, 1).

On souhaite calculer pg(us), on ug = (0,1, 1).

On pourrait orthonormaliser (uy, us) selon le procédé de Gram-Schmidt puis appliquer
la formule précédente, mais il y a plus simple :

(u1,us) étant libre, c’est une base de F.

Il existe donc a,b € R tels que pp(uz) = auy + bus.

uz — pr(uz) € F*, done (uy,usz) = (uy, pr(uz)) et (uz, uz) = (ug, pr(us)).

Ainsi, allug |2 4 b{uy, ug) = (uy, uz) et alug, uy) +b||luz||* = (usz, uz), donc (a,b) vérifie le
systeme d’équations 2a++22 ; } . Les formules de Cramer donnent a = % = b, donc
pr(us) = 5(u1 +ug) = (3,3, 3)-

En fait, il y a encore plus simple : pp(ug) = uz — ppi(us), or ppi(uz) = <”C” , Ug) T Tl ol

1 1 1 0 1
(cf5.1) c=u Aug=|1 A|0 =|—=1,donc pp(uz) = |1 —35(-2)| -1
0 1 —1 1 -1

Théoreme de la projection orthogonale :
Soient @ € E et F' un sous-espace vectoriel de dimension finie de E. Alors,

’d(@, F) = d(a,pp(a)).‘
De plus, pour tout y € F'\ {pp(a)}, d(a,y) > d(a, F).
Ainsi, pr(a) est le vecteur de F' le plus proche de a (cf figure).
On dispose de la formule suivante : ||a||? = ||pr(a)|* + d(a, F)%.
Enfin, si (eq,...,e,) est une base orthonormée de F', on dispose de 1'inégalité de

Bessel : |ja* > Z < e a >2.

i=1
Remarque. A part pour le dernier point, le théoreme et sa démonstration sont valables
en supposant seulement que F est un sous-espace vectoriel de E tel que F @ F*+ = E.
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Démonstration.

e a=pr(a)+ (a—pr(a)), avec pr(a) € F et a — pp(a) € F*-.

Soit x € F. ||lx — al* = ||(z — pr(a)) + (pr(a) — a)|%,

donc d’apres le théoreme de Pythagore (appliqué au triangle rectangle représenté en
gras sur la figure),

(1) : [z —alf* = |z — pr(a)|* + [Ipr(a) — al*.

Ainsi, pour tout x € F\ {pr(a)}, ||z — al]* > ||pr(a) — a|*.

Ceci démontre que {||z — al|/z € F'} admet ||pr(a) — a|| comme minimum,

donc d(a, F) = |pr(a) — al|.

e La formule (1) devient, lorsque = = 0 : |[a]]* = ||pr(a)||* + ||pr(a) — a|?, donc
|MP=MA®W+&@R?

e On sait que pr(a E < ej,a > e;, car (eq,...,e,) est une base orthonormée

de F, donc ||pr(a)||* = Z < ea>?

Ainsi, [|al* = [lpr(a)|* + [lpr(a) — al* = [lpr(a)|* = Z <ea>’D

Figure.

Exemple. Reprenons I'exemple ott £ = R? muni sa structure euclidienne canonique,
F = Vect(uy,us) avec u; = (1,1,0) et us = (1,0,1). On pose ug = (0,1,1) et on
souhaite calculer d(F,us).

2| 1 2
D’apres un calcul précédent, d(F,us) = ||ug—pr(us)|| = [|lpre(uws)|| == | -1 || = —.
314 V3

Exemple. Prenons E = C([0,1],R), muni du produit scalaire défini par

<fy>=AjﬁM@ﬁ

Eric Merle 18 MPSI2, LLG




Les espaces préhilbertiens 2 Orthogonalité

e Soit n € N. Notons £, 'ensemble des applications de [0,1] dans R qui sont po-
lynomiales de degré inférieur ou égal a n. C’est un sous-espace vectoriel de F de di-
mension n + 1.

Notons p,, la projection orthogonale sur FE,,.

Soit f € E. p,(f) est le polynome de degré inférieur ou égal a n qui est le plus proche
de I'application f au sens de la distance associée au produit scalaire choisi sur £. On
dit que p,(f) est une approximation de f au sens des moindres carrés.

o E,C E,1,doncd(f,E,1) <d(f, E,). Ainsi, p,41(f) est une approximation de f
qui est meilleure que p,(f).

e On peut méme montrer que d(p,(f), f) n_>—+>oo 0, ce qui signifie que I"approximation

peut étre choisie aussi bonne que 'on veut (au sens des moindres carrés) a condition de
choisir n suffisamment grand. C’est une conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass
(programme de seconde année).

Propriété. On suppose que E est un espace euclidien.
Soit a € E\ {0}. On pose H = a*. H est un hyperplan dont a est un vecteur normal.

(z,a)
lall?
(z,a)
lall?
Propriété. On suppose que E est de dimension finie n > 1. Soit ‘H un hyperplan
affine de F/, passant par un point A et dirigé par 'hyperplan vectoriel H :
Si 7 est un vecteur non nul de H*, on dit que 7 est un vecteur normal & . Dans ce
| <7, AM > |

HWH

Si ‘H a pour équation cartésienne E a;r; = ¢ dans un repere orthonormé, pour tout

=1
DR

2
\ >
i=1
Démonstration.

o d(M,H) :Iijrel?f{HWH, oH=A+H={A+z /zeH,
done d(M,H) = inf ||(A+x) - M|| = inf ||z - AM|| = d(AM, H),

Pour tout z € E, py(x) =z — a et, en notant sy la symétrie orthogonale par

rapport a H, sy(x) =2 — 2

cas, pour tout M € E, d(M,H) =

M € E, d(M,H) =

,ou (x1,...,2,) sont les coordonnées de M dans le

repere.

ainsi d(M,H) = ||pg( AN || —‘ ||ﬁ|| ’

o Supposons que H admette pour équation cartésienne E o;T; = C.
i=1
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Notons (2 a)1<i<n les coordonnées de M et (x; 4)1<i<n celles de A. Posons également

n
= Z a;e;. Alors la formule précédente s’écrit
i=1

1 n n
d(M,H) = —‘ o;(xinv — xi4)|, or A € H, donc ;x4 = ¢, donc
(M) = sl & e = i) 2

n
1> i —

d(M,H) = ——— .o
T
=1

2.4 Procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt

Théoreme. Orthonormalisation de Gram-Schmaidt.

Soient n € N* et (xx)keq1,..ny une famille libre de vecteurs de E. Alors il existe une
unique famille orthonormale de vecteurs (ey,) keq1,...n} telle que, pour tout k € {1,...,n},
i) er € Vect(zq,...,xx)

11) et <eg,xp >€ Rj_

De plus, pour tout k € {1,...,n}, ex est positivement colinéaire a la projection orthogo-
nale de xy, sur 'orthogonal de Vect(z1, . .., zp—1). Cest-a-dire que la famille (e )req1,...n)
est récursivement définie par les relations suivantes :

Démonstration.

e [Fxistence.

o Soit k € {1,...,n}. Posons F}, = Vect(xy,...,zx) et Fy = {0}.

Notons py, la projection orthogonale sur Fj, et posons Ey = z — pr_1(xy).
Ainsi, E} désigne la projection orthogonale de z; sur I'orthogonal de Fj_;.

o Supposons que Ey = 0. Alors z = pr_1(zy) € Fj_1, ce qui est faux car (zq,...,x)
est un systeme libre. Ainsi Fj # 0 et on peut poser e, = m € Fy.
k

o Soit (h,k) € {1,...,n}? avec h < k. e, € F}, C Fy_1 et e, € Fi- |,
donc < ey, e, >= 0.
Ainsi la famille (ey) est orthonormale.
1
o Soit k€ {l,...,n}. < xp, e >= m < xp, By >,
k
or < T, Ek >=< Ek +pk—1($k), Ek >= ||E‘k||2 car pk_1($k> € Fk—l et Ek - ijll'
Ainsi < xy, e, >= ||Ek|| S Rj_
o Unicité.
o Soit (fx)keq1,...n) une seconde famille orthonormale telle que, pour tout k € {1,...,n},
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fr € Vect(zy,...,2p) et < fi, o >€ RY.

o Soit k € {1,...,n}. Pour tout h € {1,...,k}, fr € F}, donc Vect(fy,..., fr) C Fy.
De plus, les deux familles (fi,..., fx) et (x1,...,zx) étant libres,

dim(Vect(f1,..., fx)) = k = dim(F}), donc, pour tout k € {1,...,n},

Vect(fl, R ,fk) = Fk

o Soit k € {]_, c. ,n}. fr € {fl, RN fk_l}J‘ = Vect({fl, RN fk_l})J‘ = Fkih

donc fi et e, appartiennent & Fy, N Fi- . Cet espace est 'orthogonal de Fj,_; pour la
restriction du produit scalaire & Fy, donc dim(F, N Fi- ) = dim(F},) — dim(Fy,_,) = 1,
ainsi, cet espace est une droite vectorielle.

On en déduit qu’il existe a € K tel que fr = aey.

o < fi,xp >=a < ey, x> donc a € RY.

o Enfin 1 = ||fi]| = a, donc fi = e, ce qui prouve l'unicité. O

Exercice. On note E = Ry[X] (ensemble des polynomes a coeflicients réels de
degré inférieur ou égal a 2).
Pour tout (P, Q) € E?, on pose

< P,Q>= P(1)Q(1) + P(0)Q(0) + P(-1)Q(-1).

1°) Montrer que (P, Q) —< P,Q > est un produit scalaire sur FE.

2°) Déterminer une base orthonormée de F, notée (P, P, P,), telle que, pour
tout 7 € {0, 1,2}, deg(P;) = 1.
Solution.

1°) On vérifie que < .,. > est une forme bilinéaire symétrique.

Soit P € E. < P,P >= P(1)*>+ P(0)> + P(—1)?, donc < .,. > est positive.

De plus, si < P, P >= 0, alors P admet 0, 1 et —1 comme racines, or P est de
degré inférieur ou égal a 2, donc P est nul. Ceci prouve que < .,. > est définie
positive.

Ainsi, < .,. > est une forme bilinéaire symétrique définie positive, donc c’est un
produit scalaire sur FE.

On notera ||.|| la norme associée.

2°)  On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base
canonique (1, X, X?) de E .
1

e ||1]|> = 3, donc on pose Py = —.
I 7
e Notons F; le polynéme obtenu en enlevant a X sa projection orthogonale sur

1 1
Vect(Py). By = X— < Py, X >Po:X—§ <1 X >:X—§(1+O+(_1)) = X.

X
De plus, ||E1]]? = 12+ |0]> + (—1)? = 2, donc on pose P; = E

e Notons E» le polynome obtenu en enlevant & X? sa projection orthogonale sur
Vect( Py, P).
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Es :X2—<P0,X2>P0—<P1,X2>P1
1 1
:X2—§<1,X2>—§<X,X2>X
1 1
= X2 — §(12 + 0% 4 (=1)%) — 5(1.(12) +(=1).(=1D3X
R 2 22 2 4 6 2
De plus, [[Baf? = (17 = 2) + 5 +((-1)* = 3)* = g+ 5+ =5 = 5 doncon

3
L VA V2
pose P, = 7 5
Interprétation matricielle du procédé de Gram-Schmidt.
Soient n € N* et = (21)keq1,...n} une base de E.
Alors il existe une unique base orthonormée e = (ey,...,e,) de E telle que la matrice
de passage de e vers x est triangulaire supérieure, ses coefficients diagonaux étant de

plus strictement positifs.

Démonstration.

Notons T 'ensemble des matrices triangulaires supérieures et 7+ l’ensemble des ma-
trices triangulaires supérieures dont les coefficients diagonaux sont strictement positifs.
Soit e = (eq, ..., €,) une base orthonormée de E.

Avec les notations de 1’énoncé du procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt,
i)&<= PieT < P'ecTet

i) <= Vi € {1,...,n} , [P*;; > 0 (en effet, [PF],; =< e;,x; > car la base e est
orthonormée).

Ainsi, [i) et 6)] <= P € Tt <= P¢e€T". O

Propriété. Supposons que F est de dimension finie.

¢ F admet au moins une base orthonormée.

o Si(eq,...,ep,) est une famille orthonormale de E, on peut la compléter en une base
orthonormale de F.

Démonstration.
Si (eq,...,ep) est une famille orthonormale de E, on note F' = Vect(ey, ..., e,).
F* admet au moins une base orthonormale (e,,1,...,e,). On vérifie que (e, ..., e,)

est une base orthonormale de E. O

Théoreme. Orthonormalisation de Gram-Schmidt pour une famille infinie
Soient (xy)gen+ une famille libre de vecteurs de E. Alors il existe une unique famille
orthonormale de vecteurs (ey)ren telle que, pour tout k € N*,

i) ex € Vect(zy,...,xx)

ii) et < ey, xp >€ RY.

De plus, pour tout k£ € N*, e, est positivement colinéaire a la projection orthogonale
de zp sur l'orthogonal de Vect(xy,...,z5_1). Clest-a-dire que la famille (ey)gen+ est
récursivement définie par les relations suivantes :

By

ep = ——
(23l

k—1
ou by, =z, — E < e;, T > e
i=1
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Démonstration.
I1 suffit d’adapter la démonstration du cas d’une famille finie. O

Exemple. Considérons un produit scalaire noté < .,. > sur £ = R[X]. Le procédé
d’orthonormalisation de Gram-Schmidt appliqué a la base canonique (X™),en fournit
une base orthonormée de polynémes (P,) vérifiant i) et ii).

D’apres i), P, € R,[X], donc deg(P,) < n, mais si deg(P,) < n,

alors Vect(Fy,...,P,) C R,_1[X], donc (P, ..., P,) n’est pas libre, ce qui est faux.
Ainsi, pour tout n € N, deg(P,) = n.

Une telle famille de polynomes, de degrés étagés et formant une base orthonormée de
R[X], s’appelle une famille de polynémes orthogonaux.

La théorie des polynomes orthogonaux est assez riche : elle constitue le sujet de quelques
problemes de concours, souvent pour un produit scalaire particulier de R[X], de la

forme (P, Q) — / e(t)P(t)Q(t)dt, ou ¢ est une fonction continue positive, définie

I
sur intervalle I, qui dépend du probleme.

3 Endomorphismes d’un espace euclidien

On suppose pour toute cette partie que E est un espace euclidien de dimension n > 1.

3.1 Endomorphismes symétriques

Définition. Soit u € L(E). u est un endomorphisme symétrique si et seulement
si pour tout (z,y) € E?, < u(x),y >=< z,u(y) >.

Propriété. Soient e une base orthonormée de F et u € L(E).
Alors u est symétrique si et seulement si mat(u, e) est symétrique.

Démonstration.

Notons M = mat(u,e).

¢ Supposons d’abord que M = ‘M.

Soit z,y € E. Posons X = U 1 (z) e R" et Y = U_(y).

e étant orthonormée, < u(z),y >=“(MX)Y ='X'MY =*XMY =< x,u(y) >, donc
u est symétrique.

¢ Réciproquement, supposons que u est symétrique.

Soit 4,5 € {1,...,} : M, ; est égal a la i-éme coordonnée de u(e;), or e est orthonormée,
donc M; ; =< u(ej), e; >=< ej,u(e;) >= M;;, ce qui prouve que M est symétrique. O

Notation. On notera S(E) I’ensemble des endomorphismes symétriques de E.
C’est un sous-espace vectoriel de L(E).

Propriété. Une projection est un endomorphisme symétrique si et seulement si c¢’est
une projection orthogonale.
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Démonstration.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont supplémentaires.

Notons p la projection sur F' parallelement a G.

e Supposons que p est un endomorphisme symétrique.

Soit f € Fetge G. Alors < f,g >=< p(f),g >=< f,p(g) >=< f,0 >= 0, donc
F 1@ et p est une projection orthogonale.

e Réciproquement, supposons que p est une projection orthogonale.

Il existe une base orthonormée de F' notée (ey,...,e,) et une base orthonormée de G
notée (e,41,...,6,). G = F*, donc la réunion de ces deux bases est une base ortho-
normée de F notée e = (eq, ..., e,).

La matrice de p dans e est diagonale, donc symétrique, et e est orthonormée, donc p
est un endomorphisme symétrique. O

Propriété. Une symétrie est un endomorphisme symétrique si et seulement si c¢’est
une symétrie orthogonale.

Démonstration.

Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E qui sont supplémentaires. Notons p
la projection sur F' parallelement a G et s la symétrie par rapport a F' parallelement
a GG. Soit e une base orthonormée de E.

s = 2p — Id, donc mat(s,e) = 2mat(p,e) — I,. Ainsi mat(s,e) est symétrique si et
seulement si mat(p, e) est symétrique, donc s est symétrique si et seulement si p est
symétrique, c’est-a-dire si et seulement si G = F*, donc si et seulement si s est une
symétrie orthogonale. O

Remarque. On notera qu'une symétrie n’est donc pas en général un endomorphisme
symétrique.

Propriété. Si u € S(E) et si I est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F*
est aussi stable par u.

Démonstration.
Soit x € F*. Soit y € F.
<u(z),y >=<z,uly) >=0, car x € F+ et u(y) e u(F) C F. O

Vous verrez en seconde année le

Théoreme spectral : Soit © un endomorphisme de F.

Si u est symétrique, il existe au moins une base orthonormée de vecteurs propres de wu.
On dit que u est diagonalisable en base orthonormée.
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3.2 Groupe orthogonal.

3.2.1 Caractérisations d’un automorphisme orthogonal.

Définition. Soit u € L(E). On dit que u est un automorphisme orthogonal ou
une tsométrie vectorielle si et seulement si I'une des propriétés suivantes est vérifiée.
— (i) : conservation du produit scalaire : Vz,y € E, < u(z),u(y) >=< x,y >;
— (ii) : conservation de la norme : Vz € E, ||u(x)| = |||
— (iii) : si e est une base orthonormée de E, en posant M = mat(u,e),
M inversible et M~1 =M.
Démonstration.
o (i) = (i1) : évident.
o (i1) = (i) : en utilisant une identité de polarisation.
o (i)<=VX,)Y eR" {(MX)(MY)="'XY,
donc (i) <= VY e R", VX e R", 'X['MMY —Y]|=0],
ainsi (i) <= VY € R", IMMY —Y € (R")* = {0} < ‘MM = I, <= (iii). O
Notation. On note O(F) I’ensemble des automorphismes orthogonaux de E.
Propriété. O(FE) est un sous-groupe de (GL(E), o).
On l'appelle le groupe orthogonal de F.
Propriété. Siu e O(FE), Spr(u) C {1,—1}.
Démonstration.
Soit A € Spr(u). Il existe x € E'\ {0} tel que u(z) = Ax.
lz)]* = [lu(@)[|* = X*[|z]|* et ||z[|* # 0, donc A? = 1. O
Propriété. Soit u € O(F).
Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, alors F'* est aussi stable par .

Démonstration.

Soit z € F*. Soit y € F : < u(z),y >=< u(z),u(u"(y)) >=< z,u"(y) >, car u
conserve le produit scalaire.

De plus, u(F) C F, mais u étant inversible, dim(u(F')) = dim(F'), donc u(F) = F,
puis F' =« !(F). En particulier u=!(y) € F et x € F'*,

donc < u(z),y >=< x,u"t(y) >= 0, pour tout y € F', donc u(x) € F*+. 0

3.2.2 Les rotations.

Propriété. Siu € O(F), alors det(u) € {—1,1}, mais la réciproque est fausse.

Démonstration.

Soit e une base orthonormée de E. Notons M = mat(u,e). On sait alors que M est
1

inversible et que M~ =M, donc det(M) = det(M ') = det(3D)"

donc det(u)? = det(M)* =1. O
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Définition. Soit u € O(F).
On dit que u est une rotation si et seulement si det(u) = 1.
u est une isométrie vectorielle indirecte ou négative si et seulement si det(u) = —1.

Propriété. L’ensemble des rotations de F, noté SO(FE), est un sous-groupe de O(E),
appelé groupe spécial orthogonal.
L’ensemble des isométries indirectes de E est noté O~ (E) = O(E) \ SO(E). Il n’a pas

de structure particuliere.

Définition. On note SL(E) = {u € GL(E)/det(u) = 1}. C’est un sous-groupe de
GL(E), appelé le groupe spécial linéaire de E.
SO(FE) est un sous-groupe strict de SL(E).

3.2.3 Les symétries orthogonales

Propriété. La symétrie par rapport a F' parallelement a G (ou FF & G = F) est
un automorphisme orthogonal si et seulement si c’est une symétrie orthogonale (ie :
G=rF"4).

Démonstration.

Soit e une base orthonormée de E. Posons M = mat(s,e). s est un automorphisme
orthogonal si et seulement si M = M~! mais s est une symétrie, donc M~ = M.
Ainsi, s est un automorphisme orthogonal si et seulement si c¢’est un endomorphisme
symétrique. On sait que c’est le cas si et seulement si s est une symétrie orthogonale.
|

Propriété. Soit F' un sous-espace vectoriel de E.

Notons s la symétrie orthogonale par rapport a F'.

s € SO(F) si et seulement si dim(E) — dim(F) est paire.

En particulier, si F' est un hyperplan, s € O~ (F) et, dans ce cas, s est appelée une
réflexion,

et si dim(F) = dim(E) — 2, s est une rotation, et dans ce cas, s est appelée un
retournement.

Remarque. Lorsque n = 3, les retournements sont donc les symétries orthogonales
par rapport a une droite.

Exercice. Soient a et b deux vecteurs unitaires distincts de F.
Il existe une unique réflexion de F, notée s,, qui échange a et b.
Sqp €st la réflexion par rapport a I’hyperplan orthogonal au vecteur b — a, donc

1

VreE Sa,b(x)zx—2<e,m>e, oﬁe:m
—a

(b—a).

Démonstration.
Au tableau. O

Définition. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont perpendiculaires
lorsque F* et G+ sont orthogonaux, c¢’est-a-dire lorsque G+ C F.
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3.2.4 Matrices orthogonales.

Propriété. Soit M € M, (R). C’est une matrice orthogonale si et seulement si
I'une des propriétés suivantes est vérifiée.

— MM = I,;

— M'M =1I,;

— M est inversible et M~! =t M.

Propriété. L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe de G L, (R) ap-
pelé le groupe orthogonal de degré n et noté O(n).

Propriété. Pour tout M € O(n), det(M) € {—1,1}.

Définition. Les matrices orthogonales de déterminant égal a 1 sont appelées les
matrices de rotations.

Les matrices orthogonales de déterminant égal a -1 sont appelées les matrices orthogo-
nales gauches ou indirectes.

L’ensemble des matrices de rotations est un sous-groupe de O(n), appelé groupe
spécial orthogonal de degré n et noté SO(n).

L’ensemble des matrices orthogonales indirectes est noté O~ (n) = O(n)\ SO(n). Il n’a
pas de structure particuliere.

Définition. SL(n) = {M € M,(R)/det(M) = 1} est un sous-groupe de GL,(R),
appelé le groupe spécial linéaire de degré n. Il contient strictement SO(n).
Propriété. Soit M € M, (R).

M € O(n) si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes (ou de ses vecteurs
lignes) est orthonormale dans R™ muni de son produit scalaire canonique.

Démonstration.

Notons M = (m; ;) 1<i<n . La j°™° colonne de M, notée C}, a pour coordonnées (m; ;)1<i<n,
1<j<n ==

donc (C4,...,C,) est orthonormée si et seulement si , pour tout (i,5) € {1,...,n}?,

b;; =< C;, C; >="'C;C;, mais 'C;C; est le (i, j)*™ coefficient de la matrice ‘M M (plus
généralement, le (i, 7)™ coefficient de AB vaut L;C}, ot L; est la ™ ligne de A et
ot Cj est la j*™° colonne de B), donc (C4,...,C,) est orthonormée si et seulement si
‘MM =1,. O

Propriété. Soient e une base orthonormée de E et ¢’ une base quelconque de F.
e’ est orthonormée si et seulement si la matrice de passage de e a €’ est orthogonale.

Démonstration.
Notons e = (e1,...,¢e,), € = (€},...,¢,) et P = (pi).
¢’ est orthonormée si et seulement si, pour tout (i,7) € {1,...,n}?,

n

0 =< el >= g Dk,iPk,; (car e est orthonormée), donc si et seulement si les vecteurs

R
k=1

/ . . ’ N . .
colonnes de P¢ constituent une famille orthonormée de R", c’est-a-dire si et seulement

si P € O(E). 0
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Propriété. Soient v € L(FE) et e une base orthonormée de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

— u€eO(E);

— mat(u,e) € O(n);

— u(e) est une base orthonormée.
Démonstration.
o En notant M = mat(u,e), et en tenant compte du fait que e est orthonormée, on
sait déja que u € O(E) si et seulement si *M = M1, donc si et seulement si M € O(n).
o mat(u,e) = P ©) donc toujours en tenant compte du fait que e est orthonormée,
mat(u,e) € O(n) si et seulement si u(e) est une base orthonormée de E. O

Exemple. Les matrices de permutations de M, (R) sont des automorphismes ortho-
gonaux de R™ (muni de son produit scalaire canonique), car elles transforment la base
canonique de R™ en une base orthonormée, constituée des meémes vecteurs dans un
ordre différent.

Propriété. (Hors programme) Dans une matrice orthogonale droite, chaque coefficient
est égal a son cofacteur.
Dans une matrice orthogonale gauche, chaque coefficient est 'opposé de son cofacteur.

Démonstration.

Soit M € SO(n).

M!Cof (M) = det(M)I,, = I,,, donc ‘Cof(M) = M~ =t M, ainsi Cof(M) = M.
De méme, lorsque M € O~ (M), on montre que Cof(M) = —M. O

-2 1 2
Exemple. La matrice = [ 2 2 1 | est une matrice orthogonale gauche.
1 -2 2

Démonstration.
On vérifie que ses vecteurs constituent une famille orthonormée de R? et que le cofacteur

2
de position (1,1) vaut 30

Propriété. Soit M une matrice de M, (R).

Si M est symétrique, il existe P € O(n) et D diagonale telles que

M = PDP~! = PD'P.

Démonstration.

Notons u I’endomorphisme canoniquement associé a M et ¢ la base canonique de R".
C’est une base orthonormée (pour le produit scalaire canonique de R") et

mat(u,c) = M € S,(R), donc u € S(R™). D’apres le théoreme spectral, il existe une
base orthonormée f constituée de vecteurs propres de u.

Notons P = P/. P € O(n), car c et f sont orthonormées.

Notons D = mat(u, f). D est diagonale car f est une base de vecteurs propres.
D’apres les formules de changement de base, M = PDP~! = PD!P. o
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3.2.5 Orientation d’un espace vectoriel réel.

Dans ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, pour le
moment non muni d’une structure euclidienne.

Notation. On note B l'ensemble des bases de E et on consideére sur B la relation
binaire R définie de la manieére suivante :

V(e,€') € B® eRe <= det(P) > 0.

Remarque. Avec les notations précédentes det(P¢) = det.(e'). En effet,

det,(€) Z He Z H o) = det( P ).

geSy, geSy,

Propriété. 'R est une relation d’équlvalence sur B.

Propriété. B/R est formé de deux éléments qui sont appelés les orientations de E.
“Orienter £7, c’est choisir 'une de ces deux orientations qui devient ’ensemble des
bases directes (ou positives), 'autre orientation étant alors ’ensemble des bases
indirectes (ou négatives, ou rétrogrades).

Démonstration.

E possede au moins une base e = (ey,...,e,). Alors ¢ = (—ey,eq,...,e,) n'est pas en
relation par R avec e. Notons O et O’ les classes d’équivalence de e et €’ respectivement.
O # O’ (sinon, on aurait eRe’). Montrons que ce sont les seules orientations.

Soit €” une base de E. On veut montrer que ¢” € O ou ¢” € O'. Supposons que e’ ¢ O.
Alors det(PS") = det(PS) x det(P") > 0, donc ¢’ € 0. 0

Hypothese : jusqu’a la fin de ce chapitre, on suppose que E est un espace euclidien
orienté de dimension n > 0.

Définition. Soit D une droite vectorielle incluse dans E que l'on oriente en choisissant
un vecteur unitaire k € D. “Orienter I'hyperplan D+ par le vecteur k de D’ c’est
choisir comme orientation de D+ I’ensemble des bases (ei, ..., e, 1) de D+ telles que
(€1, €n1, l;) est une base directe de F.

Remarque. On utilise souvent le procédé précédent pour orienter un plan lorsque F
est de dimension 3.

Propriété. Soient e et ¢/ deux bases orthonormées de E. On suppose que e est directe.
Alors ¢’ est directe si et seulement si P¢ € SO(n).

Propriété. Soient u € L(E) et e une base orthonormée directe de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

— u € SO(E);

— mat(u,e) € SO(n);

— u(e) est une base orthonormée directe.

Eric Merle 29 MPSI2, LLG



Les espaces préhilbertiens 4 Géométrie plane

3.2.6 Produit mixte.

Dans tout ce paragraphe, E désigne un espace euclidien orienté de dimension n > 0.

Propriété. Sie et ¢ sont deux bases orthonormées directes, det, = det,.

Démonstration.
Soit z € E". det.(x) = det(e')det (2), mais det.(e/) = det(P¢) = 1, car P € SO(n),
donc det(z) = dety (z). O

Définition. Soit (zy,...,z,) € E™.

Le produit mixte de (x1,...,x,) est det.(z1,...,x,), oll e est une base orthonormée
directe quelconque de E. Il est noté det(zy, ..., x,) ou encore [x1, ..., T,].
Remarque.

Si on change 'orientation de I'espace F, le produit mixte est changé en son opposé.

Propriété.
On suppose que n = 2. L’aire d’'un parallélogramme ABCD vaut \det(ﬁ, ﬁ)\

Propriété. On suppose que n = 3. Le volume d’un parallélépipede dont les coOtés
correspondent aux vecteurs u, v, et w vaut |det(u, v, w)].

4 Géométrie plane

Notation. Dans ce chapitre, sauf indication du contraire, F désigne un espace eucli-
dien orienté de dimension 2 et £ est un plan affine dirigé par E (on dit que & est le
plan usuel).

On notera < .,. > le produit scalaire et ||.|| la norme euclidienne associée.

4.1 Lien avec le cours sur les complexes

Notation. On fixe une base orthonormée directe de F, notée e = (7, 7).
On choisit une origine O € £ et on note R = (0,7,7); c’est un repere orthonormé
direct de £.

Avec ces notations, on a vu lors du cours sur les complexes que 1’on pouvait associer a
tout point M = O + 27+ y7 du plan usuel £ (resp : tout vecteur @ = 27+ y7 de E) le
complexe z = x + iy, appelé 'affixe du point M (resp : I'affixe du vecteur ).
Maintenant que I'on dispose de la théorie de I'algebre linéaire, enrichie de la théorie des
espaces euclidiens orientés, les arguments géométriques admis pendant le cours sur les
complexes sont acquis. C’est donc le moment de réviser le cours sur les complexes et de
s’assurer de I’absence de cercles vicieux entre les différentes définitions et les différents
théoremes.

En particulier, en faisant de l’analyse réelle, nous étions parvenus a construire les
fonctions cos et sin, a définir le nombre 7 et a valider le schéma suivant (cf page 17) :
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sin ¢ if

O cosf | 1 = ¢ix0

Nous avions montré que sur ce schéma, 6 € [0, 27| représente la longueur de I'arc de
cercle joignant le complexe 1 au complexe €.
Notation. Pour tout o € R, on notera u, = cos(a)?+ sin(a)7. C’est donc 1'unique

vecteur d’affixe e,

4.2 Le groupe orthogonal de degré 2

¢ On notera R = (0,7, )) un repere orthonormé direct de £ et I'on posera e = (7, 7).
o Pour tout @ € R, on notera u, = cos(a)?’+ sin(«)) (on verra que u, est I'unique
vecteur unitaire tel que I'angle entre 7" et u, est égal a ).

Propriété.
cosf) —sinf oy cosf  sinf
50(2) = {(sin@ cos 0 ) /o€ R}' 07(2) = {(sin9 —cos@) /9 GR}'
Démonstration.
Soit M € O(2). Notons M = (Z Z)

Les colonnes de M constituent une base orthonormée de R?, donc a®? +c?> = b*+d* =1
et ab+ cd = 0. On en déduit qu'il existe (6,¢) € R? tel que a = cos(), ¢ = sin(6),
b = cos(¢), d = sin(¢), et que cos(#) cos(¢) + sin(0) sin(¢) = 0.

Ainsi, cos(0 — ¢) =0, puis 0 — ¢ = T [n].

Si¢=0-—7 [2r], alors M = (COSQ sin 0

) et réciproquement, on vérifie qu’une
sin 6 —cos@) proq ’ q

cosf — sin@)
et

. _ . _ _ 3 _
telle matrice est dans O7(2), et si ¢ = 0 — ¢ [27], alors M sinfd  cosd

réciproquement, on vérifie qu'une telle matrice est dans SO(2). O
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Notation. Pour tout 6§ € R, on note
cosf) —sinb cosf)  sinf
R9_<Sin0 cos 6 ) et Se_(sin@ —cos@>'
Formule. Pour tout (6,«a) € R?,

R (s _ cos( + ) ot g, [(COSOY cos(f — «)
“\sina )~ \ sin(6 +a) “\sina )~ \sin(@—a) )"
On verra que la premiere formule signifie que la rotation d’angle 6 transforme le vecteur
Ug €N Uyt g-
1 0
Pour interpréter la seconde formule, on peut remarquer que E(OC—F (0—a)) = =, donc u,

et ug_,, sont symétriques selon la droite dirigée par us, ce qui signifie que Sy correspond
2
a la réflexion d’axe Ru

6.
3
Formules : pour tout (0, ¢) € R?,

— RGR@ = R9+<,0;
7 RGS@D = S(H—sa )
- S@Sw = R9_¢, )
— SR, = Sp—p.
Démonstration.

Soit (0, ) € R% RS, € O (2), donc il existe o € R tel que RpS, = S,.
" cosp ) [ cos(d+ )

De plus, la premiere colonne de RS, est Ry (sirup) = (sin(@ + o) ),

donc o =0 + ¢ [27].

Ainsi, RpS, = Spiqp

Les autres formules se démontrent de maniere analogue. O

Formule. Pour tout (6, ¢) € R?, S;l = Sp et S;RyS, = R_y.

0 — Rg
groupes. On en déduit que (SO(2), xX) est un groupe commutatif.

Propriété. L’application est un morphisme surjectif de

Propriété. L’application Ry — € est un isomorphisme entre les groupes (SO(2), x)
et U.

4.3 Les isométries vectorielles du plan

Propriété. Soient s € O~ (E). Il existe 6 € R tel que mat(s,e) = Sy. s est la réflexion
par rapport a la droite vectorielle Ru 5
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Démonstration.

e étant orthonormée, mat(s, e) € O~(2), donc d’apres le paragraphe précédent, Il existe
0 € R tel que mat(s,e) = Sp.

D’apres les formules du paragraphe précédent, S = Ry g = Ry = I, donc s? = Idp,
ce qui prouve que s est une symétrie. Mais s est une isométrie vectorielle, donc s est
une symétrie orthogonale et, si I'on note D ’ensemble des vecteurs invariants par s,
D est de codimension impaire, c’est-a-dire que dim(D) = 1. Ainsi s est une réflexion
selon 'axe D.

Pour déterminer D, il suffit de trouver un vecteur invariant par s, or d’apres les formules
du paragraphe précédent, s(u,) = ug_q, pour tout a € R. On en déduit en particulier
s(u%) = ug, donc D = Rug. O

Corollaire. Les éléments de O~ (F) sont les réflexions de F, c’est-a-dire les symétries
orthogonales par rapport a une droite.

Définition. On suppose que E est orienté. Soit r € SO(FE).

La matrice de r dans une base orthonormée directe de E ne dépend pas du choix de
cette base. Si cette matrice vaut Ry, 0 est appelé I'angle de la rotation r, déterminé a
27 pres. Si on change d’orientation, cette mesure est changée en son opposé.

Démonstration.

e est orthonormée, donc mat(r, e) € SO(2). Ainsi, il existe § € R tel que mat(r, e) = Ry.
Soit ¢’ une seconde base orthonormée de E. Notons P = P¢.

o Supposons que €’ est aussi directe. Alors P € O1(2), donc il existe a € R tel que
P=R,.

Ainsi, mat(r,€’) = P 'mat(r,e)P = R_,RyR, = Ry.

Ceci prouve que la matrice de r dans une base orthonormée directe de E ne dépend
pas du choix de cette base.

o Supposons maintenant que €’ est indirecte. Alors P € O~ (2), donc il existe a € R
tel que P = S,. Ainsi, mat(r,e¢’) = P 'mat(r,e)P = SoRySe = R_y.

Ceci prouve que si on change d’orientation, la mesure de r est changée en son opposé.
O

4.4 Angles orientés dans le plan

Définition. Soient u et v’ deux vecteurs unitaires de F.
Il existe une unique rotation de E qui transforme u en u'.
L’angle de cette rotation est par définition ’angle orienté du vecteur u vers le vecteur

—

u’. Il sera noté (u,u’).

—

—_—
On dispose des formules suivantes : cos (u, ') =< u,u’ > et sin (u, v') = det(u, u’).

Remarque. Ainsi la notion d’angle orienté ne dépend que de la structure de plan
euclidien orienté et non du choix d’une base.
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Démonstration.

¢ Dans la base e, la somme des carrés des coordonnées de u vaut 1, car u est unitaire,
donc il existe o € R tel que u = cosa? + sinaj. De méme, il existe o’ € R tel que
u' = cos T+ sin 7.

Soit # € R. Notons ry la rotation de E d’angle 6. On sait que le vecteur colonne des

, cos & cos(0 + o

coordonnées de ry(u) dans la base e vaut Ry [ . = . ( ) , donc p(u) = o’
sin o sin(f + «)

si et seulement si 0 + a = o [27].

Ainsi, il existe une unique rotation de E qui transforme u en v’ et 'angle de cette

rotation vaut o — « (a 27 pres).

o < u,u’ >=cosacosa’ + sinasina’ = cos(a/ — a) = cos (u,u’) et

det(u,u') = cosasina’ — sinacosa’ = sin(a/ — o) = sin (u, /). O

Définition. Soient x et y deux vecteurs non nuls de F. L’angle orienté des vecteurs

x et y est 'angle de I'unique rotation qui transforme — H H HyH
Yy
Cet angle est noté (x,y). On dispose des formules suivantes :
— <xz,y > . det(z,y)

cos (z,y) = ————— et sin (z,y) = :
[yl [yl

Propriété. Les z; désignant des vecteurs non nuls de F, on a les formules suivantes :
o Relation de %s : (x/l,?g) + (x/g,?g) = (.iC/l,?g)

o (z9,m1) = — (21, 22).

o (x/l,?Q) =0<= R,z =R x5 et (:1:/1,?2) =7 <= R,z; = R_ux,.

. L

o

Si r est une rotation, (r(xl/),r\(JJQ)) = (x1, 22).

Si s est une réflexion, (s(z1), s(x2)) = — (21, x2).
Démonstration. .
Convenons de noter ry la rotation d’angle 6. Posons, pour tout i € {1,2,3}, y; = || l”
Z;
r(yl y2)+(y2, y3)<y1) - (y27y3) or (yl y2)(yi)\: (y2£)<\yZ) :E”\Or 70(1//1131\3) est l'unique
rotation qui transforme y; en ys, donc (y1,y2) + (y2,v3) = (y1,y3),
c'est-a~dire (x1,z2) + (22, x3) = (xl,a:g)
© (yl y2)<y1) Y2, donc g = T(yl )<y2) —(y1, yz)(y2>
o (x1,m9) = 0 si et seulement si la rotation d’angle 0, égale a Idg, transforme T
X1

T [[z2]] T _
en donc si et seulement si xo = ——x1. Ainsi, (z1,25) =0 <= R x; = R 2.

[ (e

—_—
De méme, (ml, x9) = 7 si et seulement si la rotation d’angle 7, égale a —Idp, transforme
1 ||CL’2||

B

——  donc si et seulement si x5 =
el " ol

Ainsi, (z1,22) =0 <= Ryz7 = R_xs.
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o Soit i € Ny. r(y;) = r{zi) = r{zi) car r conserve la norme, donc il s’agit de
el ~ TGl

montrer que (r(y1),7(y2)) = (y1,y2). Or les deux rotations r et T Commutent,
donc r(@)(r(yl)) = r(r(@) (y1)) = r(y2), ce qui conclut.

¢ On a vu que pour tout # € R, srgs = r_y,

done r_ - (s(1)) = s(r— (1)) = s(y2). Ainsi, (s(1), 5(y2)) = = (41, 92). O

Remarque. Dans le cours sur les complexes, page 27, on a montré que si A, B, C sont
trois points distincts du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C,

alors (Cﬁ) = arg(u) [27].
Vérifiez maintenant uneL} _lacdémontration alors utilisée est en cohérence avec cette
définition d’un angle orienté entre deux vecteurs non nuls.

Exgci\ce. L% désignan’ﬁg Vecteu/rs\non nuls de E, montrer que

si (xq1,x9) = (3,14), alors (z1,x3) = (22, 24).

S &lu\tion : D/’agés la r/da\tion d%sles, - -

(1, 13) = (1, 12) + (w9, 23) = (w9, 13) + (w3, 74) = (w9, 14).

Définition. On ne suppose plus que F est de dimension 2, mais seulement que E est
un espace préhilbertien. Soient x et y deux vecteurs non nuls de E.
On appelle angle non orienté ou écart angulaire des vecteurs x et y la quantité

(x,y) = arccos <&> € [0, 7).

[z[[lly]]
— Lorsque (z,y) €]0, 5[, cet angle est dit aigu;
— Lorsque (z,y) €]5, m[, cet angle est dit obtus;
— Lorsque (z,y) = § (i.e lorsque x_Ly), on dit que c’est un angle droit ;

— Lorsque (z,y) € {0, 7}, on dit que c’est un angle plat :

—

— lorsque (z,y) =0, x et y sont positivement colinéaires,

— lorsque (z,y) = m, x et y sont colinéaires de sens contraire.

Démonstration. cru> o

D’apres I'inégalité de Cauchy-Schwarz, m € [—1,1], donc (z,y) est correctement
Ty

défini. O

Remarque. D’apres une identité de polarisation,

@ = arccos( I+ yll* = Jlz = yH2>.
Az (lyl

Propriété. Soit E un espace préhilbertien et z,y € E \ {0}.
Pour tout A\, u € R*, si A et u ont le méme signe, alors (x,y) = (Ax, uy),

et si A et u sont de signes contraires, alors (Az, uy) = 7 — (z,y).
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4.5 Les droites affines du plan usuel

On se place a nouveau dans un plan affine £.

Propriété. Les droites affines de £ ont pour équation : ux +vy+w = 0, ou (u,v) # 0.
Le vecteur de coordonnées (u,v) est orthogonal & la droite.

Les droites non paralleles a 7 admettent une équation de la forme y = px + ¢, p étant
appelé la pente de la droite.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (xg, o) et orthogonale au
vecteur (u,v) a pour équation u(x — zo) + v(y — yo) = 0.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (zg, o) et dirigée par le
U x—

voy—yo|
Propriété. La droite passant par les points (supposés distincts) de coordonnées
r—Tyg T1—To|

Y=Y Y1 — Yo

vecteur (u,v) a pour équation —v(z — xg) + u(y —yo) =0 =

(xo,Y0) et (z1,y1) a pour équation

5 Géométrie dans ’espace

Tout au long de ce chapitre (sauf précision du contraire), £ désigne un espace eucli-
dien orienté de dimension 3 (on notera < .,. > son produit scalaire et [|.|| la norme
euclidienne associée) et £ est un espace affine de direction E. On dit que & est I'espace
usuel.

On fixe également un repere de &, noté R = (O, e), ou e est une base orthonormée

-

directe de E, notée e = (7, ), k) ou e = (e, ez, e3) selon les cas.

5.1 Le produit vectoriel (hors programme).

Remarque. On rappelle que det désigne le produit mixte, c¢’est-a-dire le déterminant
dans n’importe quelle base orthonormée directe.

Définition. Soit (a,b) € E?. 1l existe un unique vecteur ¢ de E tel que
Ve e E det(a,b,z) =<c,x>.

Il est appelé “produit vectoriel de a et b” et est noté a A b. On a donc

Vo e E det(a,b,z) =<aAbz>.
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Démonstration.

¢: E — L(ER)
r — <uz,.>

det(a,b,.) = (r —> det(a,b, x)) est un élément de L(E,R), donc il existe un unique

c € E tel que det(a,b,.) =<c¢,.>.O

L’application est un isomorphisme et

E? — E

a,b) — aAb est bilinéaire et antisymétrique.

Propriété. L’application (

Démonstration.
Pour tout a,b € E, a Ab= ¢ (det(a,b,.)), or p~! est lindaire et det est trilinéaire et
antisymétrique. Ceci permet de conclure. O

Propriété. Soit (a,b) € E?. (a,b) est un systeme lié si et seulement si a A b = 0.
Démonstration.

Si (a,b) est lié, pour tout =z € E, (a,b,x) est lié, donc det(a, b, x) = 0. Ainsi, a Ab = 0.
Si (a,b) est libre, il existe © € FE tel que (a,b, x) est libre (théoreme de la base in-
complete). < a Ab,x >= det(a,b,x) # 0, donc a Ab# 0.0

Propriété. Soit a et b deux vecteurs indépendants entre eux.
Alors a A b est un vecteur orthogonal & a et b tel que (a,b,a A b) est une base directe
de l'espace. De plus [|a A b|| = ||a||||b]| sin ¢, ou ¢ est I’angle non orienté entre a et b.

Démonstration.
o (aAbya) = det(a,b,a) = 0 et de méme, (a A b,b) = 0, donc a A b est un vecteur
orthogonal & a et b. De plus, det(a,b,a Ab) = (a Ab,a Aby > 0, donc (a,b,a Ab) est
une base directe de ’'espace.
o En appliquant le procédé de Gram-Schmidt a la famille libre (a,b), on obtient une
famille orthonormée (e, e5) telle que a = ||alle; et b = ||b]|((cos p)er + (sinp)es), ol ¢
est 'angle orienté entre e; et b, pour une certaine orientation du plan Vect(a,b). ¢ et
¢ ont le méme cosinus, donc ils sont égaux ou opposés modulo 27, ce qui prouve que
| sin | = sin ¢.
On complete (e, e3) en une base orthonormée directe e = (e, ez, e3) de E. Ainsi, il
existe A € R tel que a A b= Aes, ou || = |la AD|.
laAD||> = {aAb,aAb)

= det(a,b,a A\ D)

= det([|alle1, [|b]|((cos p)er + (sin p)e2), Aes)

lall bl cos O
=1 0 |b]|sing 0O
0 0 A

= [lal[[[bl|A sin p,
donc [la AD|I* = [lal[[[bl[|Al] sin o] = [lal|[|b]]| sinpllla A b]|, donc [la A b| = [lal[[b]| sin ¢.
i

Formule. Identité de Lagrange :
Pour tout (a,b) € E?, < a,b >% +||a Ab||* = ||al]?||b]|*.

PI'OpI'iété. e1 N\ey = €3 €9 VAN €3 — €1 €3 Nep = es.
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Démonst'r'a,tion.
Soit ¢ = Zx e; € E. det(eq, e, 1)

donc e; /\ 62 = e3. Les autres formules se démontrent de la méme facon. O

= det(eq, eg, x3€3) = X3

=< e3,T >,

Formule. Coordonnées du produit vectoriel. Pour tout (a,b) € E?,
| Qo 52 |
o By o
Sia= |ag etb= |[By alorsaAb= _|a1 Bl|.
3 D3
e 103 e B3 | o B ’
e &%) ﬂQ
Démonstration.
ar b1
Soit x = Zmiei € E. det(a,b,x) = |ag Pa x2|.
i=1 as D3 x3
Si 'on développe ce déterminant selon la derniére colonne, on obtient
o @ o
det(a,ba) =22 2oy =100 oy [0 Py
Bs s B
’ Qi 62 |
as s
donc det(a, b, z) =< ¢,z >, o ¢ = —\al ﬁl\.
as P
’ aq 51 |
e Q2 52

5.2 Droites et plans affines en dimension 3

5.2.1 Equation d’un plan

Propriété. Les plans affines de £ ont pour équation : ol
(u,v,w) # 0.

Le vecteur de coordonnées (u, v, w) est orthogonal (on dit aussi normal) au plan.
La direction du plan est le plan vectoriel d’équation ux + vy +wz = 0.

ur +vy +wz+t =0,

Propriété. Deux plans de £ d’équations uzr+vy+wz+t =0et v/z+0v'y+w'z+t =0

sont paralleles si et seulement si les vecteurs normaux de coordonnées (u,v,w) et
!/

U U
( Iogd o linéai d : 1 : I
u', v, w’) sont colinéaires, donc si et seulement si v A v = 0.
/
e w e w

Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (xg, yo, 20) et orthogonal au
vecteur (u,v,w) a pour équation u(x — o) + v(y — yo) + w(z — 29) = 0.
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Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (zg,yo,20) et dirigé par

deux vecteurs indépendants de coordonnées (u,v,w) et (u',v',w’) a pour équation
r—x9 u U

cartésienne |y —yo v v | =0.

22—z w w
5.2.2 Systeme d’équations d’une droite

Propriété. Une droite affine de £ admet un systeme d’équations de la forme :

{ugf—l——i_;jzizfzt—tt’ 28, onur+vy+wz+t=0et vz +vy+wz+t =0 sont
les équations de deux plans affines non paralleles.
!/

u u
Cette droite est dirigée par le vecteur [v A |v'. En effet, ce vecteur est non nul
/
wo|w

car les deux plans ne sont pas paralléleseet il est dans la direction de chacun des deux
plans, car il est orthogonal aux normales de ces plans.

Propriété. (hors programme) Les droites non paralleles au plan Vect(7,7) admettent

un systeme d’équations de la forme =azt C, .
=bz+c

Démonstration.

Soit D une droite, de direction D non parallele au plan Vect(z, 7).

Notons (¢, , ") les coordonnées d'un point C fixé dans D.

a
Soit @ = |b un vecteur directeur de D. d # 0 car D ¢ Vect(7,7), donc quitte &
. ld
diviser @ par d, on peut supposer que d = 1. Ainsi,
x
M= |yeD <= HecR M=C+tu
rlz
v =tatce x —a(z—c”)—i—c'D
<~ JteR <y =th+¢ <:>{ :b(z_cu)JrC/
z =t+ vyo=

5.3 Le groupe orthogonal en dimension 3

Théoreme. Réduction des matrices orthogonales :
On suppose ici que E est un espace euclidien de dimension n > 1.
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Si u € O(F), il existe une base orthonormale B de FE telle que

Li 0 ... ... 0
0 I, 0 ... 0
mat(u,B) = | 0 0 B :
: R |
0 R

. cosf; —sinb; ) B
ouT; = <sin9i cos b, ) avec sinf; # 0 et ky + ko + 2p = n.

Démonstration.
En seconde année. O

Notation. Soient w un vecteur non nul de F et § € R. On désigne par (w, §) 'unique
rotation de E qui laisse invariant w et qui induit sur le plan w™, orienté selon le vecteur
w, la rotation d’angle 6.

Propriété. Soient w un vecteur non nul de E et 6 € R. Il existe une base orthonormée

cos —sinf 0
directe e de E telle que mat(r(w,0),e) = | sinf cos@ 0 |. Plus précisément, on
0 0 1
peut choisir e = (i, j, k) o (i, j) est une base orthonormée directe du plan w', orienté
selon le vecteur w et ou k = HCU:_”

Théoréme. Sir e SO(F), il existe w € E\ {0} et 6 € R tels que r = r(w, §).
Démonstration.

det(I3 — r) = det(r(r~! — I3)) = det(r)det(*(r — I3)) = det(r — I3) = —det(l3 — ),
donc det(l3 —r) = 0 ce qui prouve que 1 € Sp(r). Il existe donc w € E \ {0} tel que
r(w) = w. On note alors e = (i, j, k) ou (7, ) est une base orthonormée directe du plan

)
w™, orienté selon le vecteur w et oll k = H Rw est stable par r et r € O(E), on sait
w
a b 0
alors que w' est également stable par r. Ainsi, mat(r, e) est de la forme | ¢ d 0
0 0 1

On montre que € SO(2), donc d’apres la propriété précédente, il existe § € R

b
d
tel que mat(r, e) = mat(r(w,0),e). O

Remarque. Soit u € O™ (E). det(—u) = (—1)3det(u) = 1, donc —u € SO(E).
Ainsi, on peut décrire géométriquement une isométrie indirecte, en déterminant
we E\{0} et 0 R tels que u = —r(w, ).
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