DM 53 : Corrigé

Partie 1 : Nombres de Stirling

1°) Notons B = (P;)o<i<n. Supposons que B n’est pas libre. Alors il existe une famille

(evi)o<i<n non nulle de réels telle que Z o, P = 0.
=0
L’ensemble {i € {0,...,n} / a; # 0} est une partie non vide majorée de N, donc

m
elle possede un maximum que 1’on notera m. Alors ZaiPi = 0 et a, # 0, donc

=0
n—1

1
P, = ——ZaiPi. On en déduit que m = deg(P,,) < max deg(a;P;) < m—1

Qo ~ 0<i<m—1
1=0
(méme si m = 0), donc m < m — 1, ce qui est faux. Ainsi B est libre, or son cardinal
est égal a n+ 1 = dim(R,,[X]), d’apres le cours, donc B est une base de R, [X].

2°) o Pour tout ¢ € {0,...,n}, deg(E;) = i = deg(F;), donc d’apres la question
précédente, &, et F, sont des bases de R, [X].

o Soit P,Q € R[X] et a € R. Alors A(aP+Q) = (aP+Q)(X +1) — (aP+Q)(X) =
a(P(X+1)—P)+(Q(X +1)— Q) = aA(P) + A(Q). Ainsi, A est une application
linéaire de R[X| dans lui-méme, c¢’est-a-dire un endomorphisme de R[X].

o Soit P € R,[X]. deg(X + 1) = 1, donc d’apres le cours, le degré du polynome
composé P(X + 1) est égal a deg(P) x deg(X + 1) = deg(P).

Alors deg(A(P)) < max(deg(P(X +1)),deg(P)) < deg(P) < n, donc A(P) € R,[X].
Ainsi A,, est une application de R,[X] dans lui-méme. Elle est linéaire en tant que
restriction d’une application linéaire. C’est donc un endomorphisme de R,,[X].

o Soit 7 € {0,...,n}. D’apres la formule du binéme de Newton,

Jj—1 .
A i_ X = J i
Ap(X9) = (X +1) - X z;(z X
Convenons par commodité de numéroter les lignes et colonnes de A,, de 0 a n.
0 sit >
Pour tout 7, j € {0,...,n}, le (i, j)-eme coefficient de A,, vaut donc a; ; = j i<
A,, est donc une matrice triangulaire supérieure stricte (c’est-a-dire dont la diagonale
est nulle).

3°) o Soit j €40,...,n}. Lorsque j =0, Ey = 1, donc A, (Ep) = 0.
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Supposons maintenant que j € N,,.

An(Ej) :E;(XH)—EJ-(X):%[H(X+1—k)-£[(}(—k)]
=[x =w-TTex -]
— < [TTx = +n-x —j+1)
B 0 1 0 0
P | S
On en déduit que B,, = mat(A,,&,) = | L0
0 v ... 0 1
0 v ver e 0

o Convenons que E; = 0 pour tout j € Z \ N.

Soit k € N. Notons R(k) I'assertion : Vj € {0,...,n}, AF(E;)=E; .

Lorsque k = 0, DY = Idg,x], donc R(0) est vraie.

Lorsque k = 1, le point précédent établit R(1).

Supposons que k € N* et que R(k) est vraie.

Soit j € {0,...,n}. Alors AMY(E;)) = AFA(E;))) = AFE; ) = E;_1_1 d’apres
R(1). Ceci démontre R(k+ 1), donc d’apres le principe de récurrence, on a montré que
VkeN, Vje{0,...,n}, AYE;)=FE;_.

En particulier, AM(E,) = Ey = 1 # 0, donc A # 0 et, pour tout j € {0,...,n},
AT (E;) =0, donc A = 0. Ainsi, A, est nilpotent, d’indice n + 1.

4°) o Soit i,k € N tels que 0 <i <k <mn.
deg(Fy) = k, donc il existe bien une unique famille de réels (s(i,k))o<i<k telle que

k
b, = Z s(i,k)X". De méme, on a montré que (F})o<i<x est une base de R;[X], donc
i=0
k
il existe une unique famille de réels (o (i, k))o<i<k telle que X* = Z o(i, k)F;.
i=0

Ainsi, les familles de réels (s(i, k))o<i<k<n €t (0(i, k))o<i<k<n sont correctement définies

par ’énoncé.
k41 k

o Y s(jk+1)XT = Fi = (X —k)F = (X — k)Y s(j, k) X7, donc
I<:+1j:0 k+1 k =0

SosGo kDX =Y s - L)X — k> s( k)X

J=0 Jj=1 =0

= [s(j — L. k) = ks(j, k)] X7 + s(k, k) X*' — ks (0, k).

En égalant les coefficients de degré i, ceci démontre que s(i, k+1) = s(i—1,k)—ks(i, k).



kil k
Z (J,k+1)F; = XH = XXk = ZU(j,k)XFj. or pour tout j € {0,...,k},

=0 =0
XF;=(X—j —i—j)F FJH + jF}, donc
k+1
> ol k+1)E :Z 1kF+Z o(j, k
=0 j 1
= Z[a(j — 1,k) + jo(j, k) Ej + o (k, k) Fiya.

=1
La famille (Fj)ogjgkﬂjétant libre, ceci démontre que o(i,k+1) = o(i —1, k) +io(i, k).
5°) Pour tout i € N et pour tout ensemble E, notons P;(F) 'ensemble des partitions
en ¢ parties non vides de I’ensemble E.

Soit E un ensemble fini non vide. Il admet au moins un élément que nous noterons e.
Soit ¢ € N*. Alors P;(E) = AU B, ou A est 'ensemble des partitions de E' en i parties
non vides dont 1'une des parties est le singleton {e} et ou B est le complémentaire de
A dans P;(E).

L’application {Ay, ..., A; 1} — {Aq,..., A;_1, {e}} est une bijection de P;_1(E\{e})
dans A, donc |A| = |Pi_1(E\ {e})].

De plus, si {A1,...,A;} € Pi(E\ {e}), alors, pour tout j € N;, en remplagant A,
par A; U {e}, on obtient un élement de B. Ainsi, pour construire un élément de B, on
part d'un élément {A;,..., A;} de P;(E'\ {e}) et on choisit I'indice j de 'ensemble A;
auquel on ajoutera e. On en déduit que (1) : |B| =1i|P;(E \ {e}), puis que

PAE)| = [Pra(E\ {e)] +iPA(EN {e})].

De plus, il est clair que |Py(E)| = 0 lorsque E est non vide et que |P;(0)| = 0 lorsque
i > 1. On a aussi |Py(0)| = 1, car ensemble vide est I'unique partition de () en des
parties non vides. Ceci permet déja de montrer par récurrence sur le cardinal de F
que, pour tout ensemble fini E et pour tout i € N, |P;(F)| ne dépend que de ¢ et du
cardinal de E. On peut donc poser p(i, k) = |P;(E)|, ou E est un ensemble quelconque
de cardinal k. Alors la relation (1) devient : p(i,k+1) = p(i — 1, k) +ip(i, k), pour tout
i,k tels que i € N* et k € N, avec de plus : p(0, k) = p(i,0) = 0 lorsque k > 1 et i > 1
et p(0,0) = 1.

Il s’agit de montrer que p(i, k) = o(i, k) pour tout i,k € N avec 0 < i < k < n. Or les
familles (p(i, k))o<i<k<n €t (0(i,k))o<i<k<n satisfont la méme relation de récurrence et
on vérifie également que

k
— 0(0,k) = 0 pour tout k € {1,...,n}, car 0 = 0F = Za(i, k)F;(0) = 0(0, k) ;
; i=0
— 0(0,0) =1, car 1 =1° = " 0(i, k) F;(0) = 7(0,0).
i=0
Alors, on montre facilement par récurrence sur k € {0,...,n}, que pour tout

i€{0,...,k}, p(i,k) =o(i, k).



Partie 2 : Sommation a ’aide de A

6°) Notons v = u|£}n("). v est lindaire en tant que restriction d’une application linéaire.
De plus, toujours en tant que restriction sur H, Ker(v) = Ker(u) N H = {0} par
hypothese. Il reste a montrer que v est surjective.

Soit y € Im(u). Il existe x € E tel que y = u(zx). Par hypothese, il existe h € H et
k € Ker(u) tel que x = h + k. Alors y = u(z) = u(h) = v(h) car h € H, ce qu’il fallait
démontrer.

7°) © Lorsque n =0, Ay = 0, donc Im(Ay) = {0} et Ker(Ag) = Ro[X].

Supposons maintenant que n > 1.

o Im(A,) = A,(R,[X]) = Ap(Vect(Ey, ..., E,)), donc d’apres le cours,

Im(A,) = Vect(A,(Ey), ..., An(Ey)), puis d’apres la question 3,

Im(A,) = Vect(Ey, ..., E,_1), donc Im(A,,) = R,,_1[X].

o Il est clair que Ey € Ker(4,,), or d’apres la formule du rang

n+1 = dim(R,,[X]) = dim(Ker(A,))+dim(Im(A,) = dim(Ker(A,))+n, donc Ker(A,,)
est la droite vectorielle dirigée par Ey. Ainsi, Ker(D,,) = Ry[X].

o Montrons que R,[X] =V & Ry[X] :

Si P € VN Ry[X], alors P est un polynéme constant et P(0) = 0, donc P = 0.

Ainsi, V N Ry[X] = {0}.

Pour tout P € R,[X], P = (P — P(0))+ P(0) € V +Ry[X], donc R, [X] =V 4+ Ro[X].
Alors d’apres la question précédente, An];R}"’l[X] est un isomorphisme.

8°) Posons P = [As|5™]-1(X*), de sorte que P € V et A(P) = X4,
Il existe a,b,c,d,e € R tel que P = aX® +bX* 4+ cX? +dX? +eX.
On sait que A(P) = X*, or
A(P) = P(X+1)—P(X)
= e+d2X +1)+c(3X*+3X +1)

+b(4X3 +6X% +4X +1)

+a(bX* +10X3 + 10X 4+ 5X + 1),
donc en égalant les coefficients, on obtient les relations suivantes :

5a =1, 10a 4+ 4b =0, 10a + 6b + 3c = 0, 5a+4b+3c+2d—0eta+b+c—|—d+e:0.
Ainsi,a:%,b:—%,c:%(B—Q) 1 ,d =< ( 1+42—-1)=0

__; 1_1_76+15710__L
ete=—3+ 3= 7 30 30 A
X Xt X3 X
En conclusion, on a calculé que P = — — — + — — —.

5 2 3 30
9°) Soit m € N. Avec les notations de la question précédente,

Z it = Z (i +1) — P(i)). C’est une somme télescopique,

doncZz =Pm+1)—P(l),or P(1)=a+b+c+d+e=0,donc



m

1
224 _m+ 6(m* + 4m? + 6m? + 4m + 1)

=1
—15(m3 +3m? +3m+1) + 10(m? +2m + 1) — 1].
1
Ainsi, Zz = —m(6m +9m* +m—1) = m;(; m(2m + 1)(3m* 4+ am — 1), ot
en egalant les coefﬁments de degré 1, a — 2 = 1.
1
En conclusion, ;z = %m@m +1)(3m? + 3m — 1).

Partie 3 : Bases duales

10°) o Soit (;)1<i<n € R™ telle que Zaiei =0.

Soit 7 € N,,. Alors 0 = ¢;(0 cpj(Zalel),doncO—Zalgo] e;) Za”]:

Ceci démontre que e est une famllle hbre de E. De plus elle contlent n vecteurs et
dim(FE) = n, donc e est une base de E.

n
o De méme, soit (a;)1<i<n € R™ telle que Z a;p; = 0.
i=1

Soit j € N,,. Alors 0 = 0(e;) (Z ompl) e;), donc 0 = Z a;p;i(e)) ZO‘Z i =

Ceci démontre que ¢ est une famllle libre de E*. De plus elle cont1ent n vecteurs et
dim(E£*) = dim(L(E,R)) = dim(F) x dim(R) = n, donc ¢ est une base de E*.

11°) Soit z,y € E et a € R. Les décompositions de z et de y dans la base e s’écrivent
n n

a::zgsjej etx:Zyjej, ou (Y1,---,Yn) €E R et (y1,...,yn) € R™.

Alors x + ay = Z(a:pj + y,)e;, donc pour tout i € N,
j=1
€;(z + ay) = ax; +y; = aej(x) + € (y).
Ceci prouve que e* est une famille de n vecteurs de E*.
De plus, pour tout 4, j € N,,, e}(e;) est égale a la i-eme coordonnée dans la base e de
e;, ainsi, e (e;) = 0; ;. Alors d’apres la question précédente, e* est une base de E*.

12°) o Il est clair que u est une application linéaire de E' dans R".
Soit & € Ker(u). Alors, pour tout i € N,,, ¢;(x) = 0, or ¢ est une base de E*, donc

pour tout ¥ € E*, il existe £1,...,0, € R tels que ¥ = Zﬁi%, donc ¥(z) = 0.
i=1
Ainsi, si f = (f1,..., fn) est une base de F, en notant (f;,...,f’) sa base duale,

n
pour tout i € N,,, f*(z) =0, or f/(x) désigne la i-eme coordonnée de x dans la base



f, donc & = 0. Ceci prouve que Ker(u) = {0}, donc que u est injective. De plus
dim(F) = n = dim(R"), donc u est un isomorphisme.

Soit e = (ey, ..., e,) une famille de n vecteurs de FE.

Si e est une base telle que ¢ = €*, alors pour tout i,j € N,,, ¢;(e;) = J; j, donc pour
tout i € N, u(e;) = ¢;, ou ¢; désigne le i-eéme vecteur de la base canonique de R".
Ainsi, u(e) = ¢, ou c est la base canonique de R™.

Réciproquement, si u(e) = ¢, alors pour tout i € N, u(e;) = ¢;, donc pour tout
1,7 € Ny, gaj(ei) = 0;. Alors, d’aprés la question 10, e est une base de E. De plus,

pour tout x = leel, <pj me] e;) = xj, donc @; = e
=1 =1
On a donc montré que e est une base de E telle que e* = ¢ si et seulement si u(e) = ¢,

c’est-a-dire si et seulement si e = u~!(c). Ceci prouve 'existence et 'unicité d’une base

e de F telle que e* = ¢.

o Soit x € E. p;(x) = ef(x) est égale a la i-eme coordonnée de x dans la base e, donc
n

T = Z pi(x)e

Soit f € E*. ¢ étant une base de E*, il existe (f;)1<i<n € R™ telle que f = Z fipi.
i=1

Soit j € N,,. Alors f(e;) Zfz% e;) Zf,ém = f;, donc f = Zf(ei)go
i=1 =1

13°) D’apres la question 1, ((X — a)®)o<r<n est une base de R, [X].

3
o
g
S
SN—

De plus, d’apres la formule de Taylor, pour tout P € R, [X], P =
i=0
PO (a
donc ——— est la i-eme coordonnée de P dans la base ((X —a)")o<pen. Ceci démontre
i! ==
que la base duale est ¢ = (o, ..., ®,), ou pour tout i € {0,...,n},
P
vi= (P — ’l<a)>'
7!
14°) 1l est clair que, pour tout z € R, f, est bien une forme linéaire sur R, [X].
X — 1.
Pour tout ¢ € {0,...,n}, posons L;(X) = H Y5 On vérifie facilement que,

o<j<n T

i
pour tout 4,5 € {0,...,n}, fu;(Li) = Li(z;) = d;;. Ainsi, d’apres la question 10,
L = (Ly,...,L,) est une base de R,[X] et (f.,)o<i<n est une base de R, [X]*. De plus

d’apres la question 12, L est sa base préduale.

15°) On a montré en question 3 que, pour tout 7,5 € {0,...,n}, AJ(E;) = E;_; en
convenant que Ej; = 0 lorsque k£ € Z\ N. On en déduit que A (E;)(0) = E;_;(0) = 9;
car lorsque k > 1, E(0) = 0.

Ainsi, si l'on pose, pour tout j € {0,...,n}, U;(P) = AZ(P)(0), ¥, est une forme
linéaire et, pour tout 7,5 € {0,...,n}, \Il ( i) = (5 . Alors, d’apres les questions 10 a
12, la base duale de &, est ¥ = (\IJO, e \Ifn)

7j’

6



16°) o Posons P = Q(X + «). Ainsi, Jpour tout h € {0 n} P(h) €Z.
D’apres la question précédente, P = Z U, ( Z Al (P

Soit k € {0,...,n}. Notons R(k) I’ assert10n suivamte :

pour tout h € {0,...,n —k}, A*(P)(h) € Z.

Pour k =0 : pour tout h € {0,...,n}, A%(P)(h) = P(h) € Z, donc R(0) est vraie.
Pour k € {1,...,n}, supposons R(k — 1). Soit h € {0,...,n — k}.

AL(P)(h) = An(ATH(P))(h) = AFTH(P)(h + 1) — AF7H(P)(h) € Z d'apres R(k — 1),
car h et h+ 1 sont dans {0,...,n — k + 1}. Ceci prouve R(k).

En particulier, d’apres le principe de récurrence, on obtient que pour tout ¢ € {0,...,n},

A (P)(0) € Z. Or on a vu que P = Z A (P)(0)E;, donc si I'on montre que F;(Z) C Z
i=0

pour tout ¢ € {0,...,n}, alors on en déduit que P(Z) C Z, puis que, pour tout m € Z,

Q(m) =P(m —a) € Z.

o Soit i € {0,...,n}. Soit m € Z.

Il nous reste donc a montrer que E;(m = H m — k)
o!

1 !
Lorsque 0 <m < i—1, E;(m) = 0 et lorsque m > i, E;(m) = — - <m) €Z.

Enfin, lorsque m € Z \ N, posons r = —m € N*.

Alors El(m) — ﬂh(r—i—k‘) _ <_1)i (7’—|—i— 1)! _ (—l)i (7’—|—Z:—1> c7

i il (r—1)!

Partie 4 : Relation entre dérivée et dérivée discrete

17°) < Soit z € R. Notons temporairement f l’application exponentielle.
Soit m € N. f est de classe C*° donc on peut appliquer la formule de Taylor avec reste

=L fR(0 “(x—t)m
intégral en x et 0 : e = Z / k'( )xk +/ uf(mﬂ)(t) dt.
k=0 ' 0

m)

m)!

max(:(),ac) ’fE . t’m max(0,z) | ‘m ‘l"m—H
| Jm| < / kg < / el dt = 0 —elfl 0 d’apros les
min(0,z) m! min(0,z) m' m! m—+00

Croissances comparées. D’apres le principe des gendarmes, ceci démontre que

m k T —)m
Ainsi, e* = Z % + J,, avec J,, = / uet dt.
k=0 0

Z Il m—>+oo , ce qu’il fallait démontrer.

<> Adaptons cette preuve lorsque f(z) = In(1 + x). Soit x € [0, 1].
(=D (k —
(

¢ a)F . Ainsi, la

On vérifie par récurrence que, pour tout k € N*, f(¥)(z) =

formule de Taylor avec reste intégral donne, pour tout m € N*,

7



— (=DM \ / (z —t)" ml
In(l+z) =) K K, = [ YU gy
n(l+x) 2 P + K,,, ou K, i p— (—1) s dt

T —)m T —¢ m+1- 4 m+1
Ainsi, | K, :/ =" dt < / (x —t)™ dt = [— (z=t) } — , donc
o (L+¢)m+t 0 m+1 Jlo m+1

- — (=D
< < .
0<|K,| < o = 0, ce qui prouve que 2. zt = In(1+ )
+00 Dk
18°) o Soit P € R,[X]. Pour tout k > n, D¥*(P) = P* = 0, donc la somme E F(P)

k=0
est une somme finie. A ce titre, elle est bien définie. Ainsi e? est correctement défini
~ PH(X)
D _
et e”(P) = Z T
k=0
De plus, d’apres la formule de Taylor pour les polynomes, pour tout ¢,a € R,
P _y Py b1 Plat1) =3 2 1 gagit dune dgalitd
(t+a)= ZTt , donc pourt =1, Pla+1) = Z o - Ll sagit d'une égalité
k=0 =0
entre applications polynomiales, mais sur R, les polynomes formels et les applications
— P(X
polynomiales sont identifiés, donc P(X + 1) = Z ]5' )
k=0 )
eP?(P)=P(X+1)=A(P)+ P=(A+1I)(P), donc e” € L(R[X]) et e? = A+ 1.
o e Soit P € R,[X]. On montre par récurrence sur k € N que A*(P) = A¥(P), or
d’apres la question 3, A" =0, donc lorsque k > n, AF =0 puis A¥(P) = 0. Ainsi la

. Ceci prouve que

+o0
A \
somme Z(—l)k_l# est une somme finie. A ce titre, elle est bien définie. Ainsi
k=1

. AF(P
In(A + I) est correctement défini et In(A + I)(P) = Z(_l)kl%.

k=1

e Soit @ € R[X].
(AD)(Q) = A(Q) = (X +1) = Q'(X) = [QX +1) - Q(X)]" = (DA)(P),
donc AD = DA. Par récurrence sur k € N, on en déduit que A*D = DAF,

e Soit k € {0,...,n}. D’apres la question 15, DE), = Z Al (DE)(0)E;,
i=0

donc DE), = Z DAY (E)(0)E;, or AY(E}) = Ei_;, en convenant que £, = 0 lorsque

=0
n k—1
h < 0. Ainsi, DE; =Y D(E—)(0)E; = Y _ D(Ei—)(0)E;
i=0 =0
1.
Soit j € {1,...,n}. D(E;)(X) = = IT x-n),



done D(E;)(0) = %H(—h) = (_1,).1_ (G—1= (_1,)3_ .

gl J! J
k—1 ; n ;
o (_1)k—z—1 (_1)]—1
On en déduit que DE), = ; ﬁE’ = ]Z:; TEk_j,
~ (1!
donc pour tout k € {0,...,n}, D(Ey) = —— AN/ (E}), or (Fy,
=1 7
NN
base de R,,[X], donc D(P) = A(P) = In(A 4+ I)(P).

j=1
On a prouvé que In(A + 1) = D.

.., E,) est une



