DM 54 : un corrigé

Partie I : polynome minimal

1°) I # {0}, donc {deg(P)/P € I\ {0}} est une partie non vide de N. Elle admet
ainsi un plus petit élément, noté m. Il existe un polynéme P, de I\ {0} de degré m.
Soit P € I. Effectuons la division euclidienne de P par Py : il existe (Q, R) € K[X]?
tel que P = Py@Q + R avec deg(R) < m.

R =P — PQ €I car I est un idéal, mais deg(R) < m, donc R = 0.

Ainsi P = PyQ € P K[X].

On a donc montré que I C P K[X]. Mais réciproquement, Py € I et I est un idéal,
donc PRK[X] C I. Ainsi I = BK[X].

Quitte a diviser Py par son coefficient dominant, on peut supposer que F, est unitaire,
ce qui prouve l'existence.

Pour démontrer I'unicité, supposons que P; soit également un polynome unitaire tel
que I = PIK[X].

Py € I = PK[X], donc P, | Fy. De méme Py | P. Ainsi, Py et P, sont associés. D’apres
le cours, il existe A € K* tel que Py = AP;. Mais P, et P, sont unitaires, donc P, = F,
ce qui prouve l'unicité.

2°) @, (1) = @, (X% =u = IdE

e Soient P = Zb X" e KX chX”EK ] et a € K.
neN neN
o @u(aP) = (Z(abn)X”> (u) = (ab,)u"
neN neN
=« Z bou™ = gy, (P).
neN
o pu(P+Q) = (Z(bn + Cn)X"> (u) =Y (bn+ ca)u™ = 0u(P) + 0u(Q).
neN neN
o (PQ) = (Z(Z(bn_kck)) ) (u) = Z(Z(bn_kck))u” D’autre part, d’apres
neN k=0 neN k=0
les regles de calcul dans l'algebre L(E),
ou(P)ou(Q) = <anu ) (Z Crll ) = Z byc,uPt9, donc par sommation par pa-
neN neN p,g€N



quets, 9u(P)pu(@Q) = D (D2 byeg ). Ainsi, 9u(PQ) = pu(P)pu(Q).
neN  p+g=n
3°)
o (Idg,u,u?, ..., u™) est une famille de cardinal n2+1 dans L(E) qui est de dimension

n?, donc elle n’est pas libre. Cette famille est donc liée.

n2

o Ainsi, il existe une famille non nulle de scalaires (a;)o<;<n2 telle que Z a;u’ = 0.

1=0
2

Si 'on pose Q(X) = Z a; X", alors Q # 0 et Q(u) = 0.

=0
o Posons I = {P € K[X] / P(u) = 0}. I = Ker(p,) et ¢, est un morphisme
d’anneaux, donc d’apres le cours, I est un idéal de K[X], non nul d’apres le point
précédent. Alors, d’apres la premiere question, il existe un unique polynome 7, dans
K[X], de coefficient dominant égal & 1, tel que I = 7, K[X], ¢’est-a-dire tel que pour
tout P € K[X]|, P € [ <= 7, | P, ce qu'il fallait démontrer.

4°) Soit v € L(E).

o Supposons que deg(m,) = 0. Alors 7, =1 = X° donc 0 = 7,(u) = u® = Idg, donc
E = {0}.

Ainsi, lorsque £ = {0}, L(E) = {0} = {Idg} et 74, =1 et

lorsque E # {0}, on n’a jamais deg(m,) = 0.

o Supposons maintenant que E # {0}.

Supposons que deg(m,) = 1. Alors il existe A € K tel que m, = X — A,

donc 0 = m,(u) = u — Ml dg, ce qui prouve que u est une homothétie.
Réciproquement, si u est une homothétie, il existe A € K tel que u = Al dg, donc u est
annulé par le polynome X — A. Alors 7, divise X — A\, mais d’apres le point précédent,
deg(m,) > 1 et m, est unitaire, donc w, = X — A et deg(m,) = 1.

En conclusion, lorsque E = {0}, Idg est I'unique élément de L(FE) et deg(mjq,) = 0 et
lorsque E # {0}, on a toujours deg(m,) > 1, avec égalité si et seulement si u est une
homothétie.

o _(a b

5°) Posons M = e d)

a?+bc ab+ bd
ac+dc cb+ d?

et Tr(M)M — det(M)1Iy = (a +d) (Z b) — (ad — bc) (1 0), donc on obtient bien

d 0 1
que M? = Tr(M)M — det(M)I,.
o Notons P(X) = X% — Tr(M)X + det(M). On vient de montrer que P(M) = 0.
Notons ¢ la base canonique de K2. D’apres le cours, mat(u,c) = M, donc
mat(u?, c) = M? puis mat(P(u),c) = P(M) = 0. Ainsi P(u) = 0 et 7, divise P.
D’apres la question précédente, si ¢ = b = 0 et a = d, alors u est une homothétie
et m, = X — a, mais sinon, u n’est pas une homothétie, donc deg(m,) > 2, donc
o =P =X?—Tr(M)X + det(M).

¢ On calcule M? =



s 2apaq 2a0a9 2apas

—2apa,q s —2apas  2agas
6°) Enposant s = a2—a?—a3—a3, on calcule M? =

—2apas  2agas s —2apaq

—2aszaq —2aqa¢g 2aiag s

donc M? = 2aoM — (a2 + a3 + a3 + a3) 1.

Premier cas. On suppose que (ag, ag, az) = 0. Alors M = agly et mp = X — ay.
Deuziéme cas. On suppose que (aq, az, az) # 0. Alors M n’est pas scalaire, donc f n’est
pas une homothétie et d’apres la question 4, deg(my) > 2. Alors, ce qui précede montre
que mp = X? — 240X + (af + af + a3 + a3).

Partie II : ordre d’un vecteur

7°) Notons [ = {P € K[X] / P(f)(u) = 0}.

0€1,donc I #0. De plus, si P,Q €I et R € K[X],

alors (P + Q)(f)(u) = [P(f) + Q(f))(u) = P(f)(v) + Q(f)(u) =0
et (RP)(f)(u) = (R(f) o P(f))(u) = R(f)[P(f)(w)] = R(f)(0) =0,
donc P+Q €I et RP € I.

Ceci démontre que I est un idéal de K[X]. Il est non nul car 7y € I, donc d’apres la
premiére question, il existe un unique polynome P, dans K[X], de coefficient dominant
égal a 1, tel que I = P,K[X], c’est-a-dire tel que pour tout P € K[X],

Pel <= P,| P, ce quil fallait démontrer.

8°)
0 -1
. 0 0
¢ On calcule successivement que c3 = e fles)=1| e
0 -1
0 -1 2 1
1 0 0 —1
2 = — — — e
0 -1 3 0
0 2 -1 —4
1 0 0 1
3 = — —=
et f° (c3) = 0 0 +2 3 6
0 0 -1 -2
3 —aq1 + a9 — 4o =0
: N 4 i _ —ag + Q3 =0
o Soit (a)o<i<s € Q* tel que Z{;alf (c3) = 0. Alors 00— 30 + 20 — 6oy =0
B — Q] — 20[3 = O
D’apres la seconde équation, as = a3, d’apres la derniere équation, a; = —2a3, donc

la premiere équation devient 2a3 + a3 — 4az = 0, c’est-a-dire az = 0,
ainsi a; = ap = a3 = 0. Enfin la troisieme équation montre que oy = 0, donc la famille
(f(c3))o<i<s est une famille libre. Elle est de cardinal 4 et dim(Q?*) = 4, donc c’est



bien une base de Q*.
o Soit @ € Q[X] un polynéme non nul tel que deg(P) < 3 : il existe (a;)o<i<z € Q*

3
une famille non nulle de rationnels telle que Q(X) = Z a; X"

=0
3

Alors Q(f)(c Z i f'(c3) # 0 car la famille est libre. Ainsi, P n’est pas un multiple

de P.,, quel que soit P € Q3]X]\ {0}. Ceci implique que deg(P.,) > 4.
Par ailleurs, on calcule

0 2 —1 2 4
1 0 0 0 —4

f4 (63) = —4 0 + 0 —6 _3 —2 7 == 4 :4(—03+f2 (03)),
0 0 —1 3 0

donc si 'on pose Q(X) = X* —4X2+4, on a Q(f)(c3) = 0. Ainsi P, divise Q, or P.,
et Q sont unitaires et deg(P,,) > 4, donc P,, = X4 —4X? + 4.

9°) 7w(f) =0, donc 7s(f)(u) = 0, ce qui prouve par définition de P,
que P, divise 7.

10°)
¢ D’apres le cours, S = { Z i f (1) / (o4)ien € K® )}, or pour toute famille
1€EN
(vi)ien € KM presque nulle de scalaires, Z aif'(u) = P(f)(u),
ieN
en posant P(X) = ZaiXi, donc S = {P(f)(u) / P € K[X]}.
1€EN
o Soit z € S. Il existe P € K[X] tel que z = P(f)(u).
Alors f(x) = f(P(f)(u)) = [f o P(f)](u) = [XP](f)(u), donc f(x) €
Ainsi, f(S) C S.
11°)
s—1

o Posons s = deg(P,). Soit (a;)o<i<s une famille de scalaires telle que Z a;f'(u) = 0.

o1 =0
Alors P(f)(u) = 0,00 P(X) = Z a; X", donc P, divise P, mais deg(P) < s = deg(P,),

=0
donc P = 0. Alors, pour tout i € {0,...,s — 1}, a; = 0. Ainsi, la famille (f*(u))o<i<s
est une famille libre de S.

o Soit z € S. Il existe P € K[X] tel que = P(f)(u). Par division euclidienne, on
peut écrire que P = P,Q + R avec deg(R) < s.

Alors © = (P,Q + R)(f)(u) = Q(f)(Pu(f)(w) + R(f)(u) = R(f)(u),

mais deg(R) < s, donc x € Vect((f*)o<i<s). Ceci prouve que (f*(u))o<i<s est également
une famille génératrice de S. C’est donc une base de S, de cardinal s,

donc dim(S) = s = deg(P,).



12°)

o Commengons par montrer que, pour tout : € Net z € S, f'(z) = ¢*(z).

Soit ¢ € N. Notons R(z) I’assertion : pour tout z € S, f'(z) = ¢'(x).

Pouri=0etz €S, f(z) = Idg(z) = x = ¢°(z), d’ott R(0).

Pour ¢ > 0, supposons R(i). Soit x € S. D’apres R(i),

(@) = fg'(2)), or ¢'(z) € S, donc f(x) = g(g'(x)) = g"*'(2), ce qui prouve
R(i+1).

o Par combinaison linéaire des propriétés R(i), on en déduit que pour tout z € S,
pour tout P(X) =Y ;X' € K[X], P(f)(z) = Y _auf'(x) = Y aug'(z) = P(g)(x).
ieN ieN ieN
o En particulier, avec P = 7, € K[X] et 2 =u € S, on a 7,(f)(u) = my(g)(u) = 0,
car m,(g) = 0, donc P, divise 7.

<> Soit i € N

P.(9) [ ()] = Pu(f) [F1(w)] = (P x X) (f)[u]
= (X" x P) (H)u] = f* (Pu(f)[ul)
= f(0)=0
donc P, (g) est un endomorphisme de S qui annule tous les vecteurs de la famille
(f(u));en- C'est une famille génératrice de S, donc P, (g) = 0. Ainsi m, divise P,.
¢ Ainsi, les deux polynomes 7, et P, sont associés et unitaires donc ils sont égaux.

Partie III : le polyndme minimal est I’ordre d’un vecteur

13°) On a vu en question 8 que (c3, f(c3), f2(c3), f3(c3)) est une base de Q*, donc
3

pour tout x € Q*, il existe (ayp,...,a3) € K* tel que r = Zaifi(cg) = Q(f)(c3), en

i=0
3
posant Q(X Z a; X". Ceci prouve que (c3) est f-génératrice.
=0
14°) FE est de dimension finie, donc E admet une base e = (eq, ..., e,).

Soit x € E. Il existe (a;),;<, € K" tel que z = Zaiei.
i=1
Pour tout ¢ € N,,, posons Q;(X) = a;.

Ainsi, pour tout i € N,,, Q;(f) (e;) = (a;1dg) (e;) = a;e;, donc x = ZQi(f) (e;)
i=1
Ainsi, e est une famille f-génératrice.

15°) Notons 7 le PPCM des polynémes P.,, ..., P,

[
¢ D’apres la question 9, 7 est un multiple de chaque P, pour i« € Ny, donc 7 est un

multiple de 7.
k

o Soit x € E. Il existe (¢;);<;<), € K[X]" tel que z = ngi(f) le;].

i=1

Soit i € Ny. Il existe R € K[X] tel que 7 = R(X)P.,(X),



done 7(f) [i(f) [ei]] = (RPe,0i) (f) [ei] = (Repi) (f) [P, (f) [eil] = (Repi) (f)[0] = 0.
On en déduit que 7(f)[z] = 0, pour tout z € E, donc 7(f) est un polynéme annulateur
de f. Ainsi, 7 est un multiple de .

o Ainsi, les deux polynomes 7 et 7, sont associés et unitaires, donc ils sont égaux.

Partie 1V : le polynome minimal est ’ordre d’un vecteur

16°) Soit ¢ € Nj. Notons @ = P, H P,,. Par défnition de P, il suffit de montrer

1<j<k
37

e Q(f)(w) =0.

Posons z:y—yi:Zyj : pour tout h € {1,...,k}\ {i},

j=1

[ I1 Pyj](f)(yh) :T I pyj}(f)(Pyh(f)(yh)) — 0, donc [ I1 Pyj](f)(z) ~ 0, ce
i e

qui prowve que [ T P, [(1w) = | TT £, ](Nw).

done QUY) = AN = | 1 R (BN =0

17°) Pour tout i € Ny, P, et H P, sont premiers entre eux, donc, d’apres le

1<5<k
i
théoreme de Gauss, P, | P,. De plus, les P, sont deux a deux premiers entre eux,

donc H P,, divise P,. D’autre part,

1<i<k
k
(H Pi) o = (T 2) 0 = X (TR B ] = o
1<i<k j=1  1<i<k j=1 agisk
donc, P, divise H P,.. Ainsi, ces deux polynomes sont associés et unitaires, donc
1<i<k

ils sont égaux.

18°)

o PY(f)e;] =0, car e; € F; = Ker (P{(f)), donc P,; divise P;*. De plus, P; est un
polynome irréductible de K[X], donc il existe 3; € {0,...,a;} tel que P., = Pfj (tous
ces polynomes sont unitaires).

o Pour tout j € N,, P, | PP, donc, pour tout j € N,, P’(f)[e;] = 0. Ainsi P’(f)

annule les vecteurs d’une base de F;, donc F; C Ker <Pf (f ))
Drautre part, 3 < oy, done P (f) = [P(f)]* = [P:(f)]77 o [P:(f)]°,
donc Ker (Pf(f)) C Ker (P (f)) = F;. Ainsi, Ker (Pf(f)) = Ker (P (f)).



Alors d’apres le théoréme de décomposition des noyaux,

E = Ker(ms(f EB Ker (
~ Ker (P D ( @ Ker (P(1)) )
= Ker (P7(N) D ( 69 Ker (P()))
= Ker((P/ I1 & )(?))

J#i

19°) Ainsi, PZ.’B H Pjaj est un multiple du polynome minimal de f, c’est-a-dire de

1<j<n
i#
. o
P H P;?, donc o; < 8. Or § < «, donc o = 8 = lrgjaéﬁj Ainsi, il existe j € N,
1<j<n
i#i

tel que 3; = ;. Alors, P, = P,
On a donc prouvé que, pour tout i € Ny, il existe y; € E tel que P,, = P/". D’apres la
k

question 17, Py, 4.4y, = H P =1y, ce qu'il fallait démontrer.
i=1

Partie V : Endomorphismes cycliques

20°) D’apres la question 8, (c3, f(c3), f2(c3), f3(c3)) est une base de Q* = E, donc f
est cyclique.

21°)

o Soit Q € K[X]. Q(f) o f = (QUX)X)(f) = (XQUX))() = £ 2 Q(f),

donc {g € L(E) / feg=go [} D{Q(f) / Q € K[X]}.

o Réciproquement, soit g € L(E) tel que go f = fog.

Par hypothese, il existe u € E tel que la famille (u, f(u),..., f""*(u)) est une base de
E. On peut donc décomposer le vecteur g( ) dans cette base :

il existe (@i)gcic, 1 € K tel que g(u Z a; f
n—1
Posons Q(X Zoz X" Ainsi, g(u) = Q(f)[u).
Soit j € {0,...,n — 1}. On montre par récurrence sur j que g commute avec f7, donc

g(Fi(w) = Filg(u) = FQUAM) = (7 0 Q()) (u) = Q(F) (f(u)), donc g et Q(f)

coincident sur les vecteurs d’une base de E. Ainsi, g = Q(f).



22°)
© Supposons que f est cyclique. Ainsi, il existe e; € E pour lequel, pour tout = € F, il
n—1 n—1

existe ()ge;c,_; € K" tel que z = Zaifi (e1) = Q(f) [e1], on Q = ZaiXi. Ainsi,
i=0 i=0

(e1) est une famille f-génératrice. D’apres la question 15, le polynéme minimal de f

est égal a P, , lequel est de degré n d’apres la question 11.

¢ Réciproquement, supposons que le polynome minimal de f est de degré n. D’apres

la question 19, il existe u € E tel que le polynome minimal de f est égal a P,. P,

est de degré n, donc toujours d’apres la question 11, la famille (f(u))y<;<,,_, est libre.

De plus elle contient n = dim(E) vecteurs, donc c’est une base de E. Ainsi, f est un

endomorphisme cyclique.

23°)

o Soit x € Ker(P;(f)). On a vu que f commute avec P(f),

donc P(f)(f(z)) = f(P:(f)(z)) = f(0) = 0. Ainsi f(x) € Ker(P;(f)), ce qu'il fallait

démontrer.

o Pour tout x € Ker (P;(f)), d’apres le début de la réponse a la question 12,

w5, (f)(x) = 75, (fi) (z) = 0, done Ker (F(f)) C Ker (7y,(f)).

De plus, pour tout = € Ker (P,(f)), P; (f;) [x] = Pi(f)[z] =0, donc P, (f;) = 0. On en

déduit que P; est un multiple de 7y,, donc il existe g € L(E) tel que P;(f) = gomy,(f),

donc Ker (74,(f)) C Ker (P;(f)). Ainsi, Ker (7, (f)) = Ker (Bi(f)).

¢ On vient de voir que 7y, | P;, donc 7y, est premier avec tous les P;, pour j € N\ {i}.

Ainsi, d’apres le théoréme de décomposition des noyaux,

E = Ker(ms(f @Ker
= Ker (7, (f @ @ Ker (P Ker((wfi H B)(f)),
1<j<n 1<j<n
i#] i#]
ce qui prouve que 7y, H P; annule f, donc que c’est un multiple de 7y = P, H P;.
1§;§n 151_;5"

Ainsi, 7y, est un multiple de P;. Ces deux polynomes sont donc associés et unitaires.
Ils sont égaux.

24°) D’apres la question 22 il suffit de montrer que,

pour tout ¢ € N;, dim(Ker(P;(f))) = deg(ny,) = deg(F;).

Pour tout j € N, notons s; = deg (P}).

Soit j € N;. D’apres la question précédente, P; = 7y,, donc d’apres la question 19, il
existe y € Ker(P;(f)) tel que P; = P, (ici les notations de 1'énoncé ne sont idéales).
Alors d’apres la question 11, deg(P;) = deg(F,) est la dimension d'un sous-espace
vectoriel de Ker(P;(f)), donc s; < dim(Ker(P;(f))), pour tout j € N;.

Soit ¢ € N;. Supposons que s; < dim (Ker (P; (f)))

Alors n = dim(F) = Zdlm (Ker (P, Z s; = deg(ms). Or, on suppose que f

7=1



est cyclique, donc, d’apres la question 22, deg(my) = n. Ainsi, n > n, ce qui est faux.
On a donc prouvé que deg (P;) = s; = dim (Ker (P;(f))), ce qui termine le corrigé.



