DM 57 -
Un corrigé.

Partie 1 : Commutant d’une partie de L(F)

1°) Lorsque M € My(K), convenons de noter M, ; le (4, j)-ieme coefficient de M.
Notons D la matrice de u dans la base canonique de KN

Soit M € My(K). Pour tout i, j € Ny, [MD]; ZM kDyj = M, ;D;;, car D est

diagonale. De méme, [DM]; ; = D;;M; ; = \iM; ;, donc
MD =DM <+— VZ,] € Ny AiMi,j =\ M%]
<:>V’L,j ENN, (Z#]Z>M,LJ :O),
car pour ¢ # j, A; # Aj. Ceci démontre que le commutant de {D} est égal a l'en-
semble des matrices diagonales de My (K). C’est donc aussi le commutant de {u}, en

identifiant une matrice avec son endomorphisme canoniquement associé.

2°) Soit u € L(E). Pour tout A € K, (Aldg)u = Au = u(Aldg), donc v € Com(KIdg).
Ainsi, Com({Aldg /A € K}) = L(E).

Soit u € Com(L(E)). Il existe une base e de E. Notons M = mat(u,e). u commute
avec tout endomorphisme de E, donc M commute avec toutes les matrices de My (K),

donc avec toutes les matrices élémentaires F; j, ou 4,7 € Ny.
N

Soit Z,j - NN. Soit h, k¢ NN. [Ei,jM]h,k = [Ez’,j]h,éMZ,k = 5i,hMj,k

(=1
N

et [ME;; e = ZMh,E[Ei,j]é,k = Mp 01

Ainsi, pour toutg i,lj, h,k € Ny, 6; n, M, = 0 My, ;.

Lorsque j # k avec h = 4, on en déduit que M;; = 0, donc M est diagonale.

Lorsque j = k et h = 4, on en déduit que M;; = M;;, donc M = X, ou A = M, 3, puis
u = AMdg. Ceci démontre que Com(L(FE)) C Kldg. Réciproquement, si u = Aldg ou
A € K, on a vu que v commute avec tout endomorphisme de E, donc u € Com(L(FE)).
On a donc montré que Com(L(E)) = {\ldg /X € K}.

3°) Soit u € Com(H’). Soit h € H. Alors h € H' et u € Com(H"), donc uh = hu.
Ceci démontre que v € Com(H). Ainsi, Com(H’) C Com(H).



4°) Soit H une partie de L(E).

0 commute avec tout endomorphisme de F, donc 0 € Com(H),

ainsi Com(H) est non vide.

Soit u, v € Com(H), soit o € K. Soit p € H.

On a (au+ v)p = aup + vp = apu + pv = p(au + v), donc au + v € Com(H)
et (uv)p = u(vp) = u(pv) = (up)v = (pu)v = p(uv), donc uv € Com(H).
Ainsi, Com(H) est bien une algebre.

5°) Posons B = ﬂ A; et montrons que c’est une algebre.

iel
B est un sous-espace vectoriel de L(E) en tant qu’intersection de sous-espaces vecto-
riels.
Soit u,v € B. Soit i € I. A; est une algebre et u,v € A;, donc uv € A;. Ainsi, uv € B.
Ceci montre que B est une algebre.

6°) © E est une algebre contenant H, donc 'ensemble ‘H des algebres contenant H

est non vide. On peut donc poser A = ﬂ a. D’apres la question précédente, A est une

acEH
algebre. De plus c’est une intersection de parties contenant H, donc H C A.

Soit B une algebre contenant H. Alors B € H, donc A = ﬂ a C B.

acEH
Ainsi, A est la plus petite algebre contenant H.

o Posons C' = Vect(P).

Montrons que C' est une algebre : c’est un sous-espace vectoriel par définition. Soit
u,v € C. 1l existe (a,)pep €t (By)pep, deux familles presque nulles de scalaires telles
que u = Z app et v = Zﬁpp. Alors par distributivité dans L(E), uv = Z a,8,04,

peEP peEP p,qEP
or par définition de P, pour tout p,q € P, pqg € P, donc uv € Vect(P) = C. Ceci

montre que C' est une algebre.
On a clairement H C P C C.
Soit maintenant B une algebre contenant H. Il reste a montrer que C' C B. Ainsi, C
sera la plus petite algebre contenant H, donc on aura prouvé que A = C' = Vect(P).

Or B est stable par produit, donc P C B, puis B est un sous-espace vectoriel, donc
C' = Vect(P) C B.

7°) o H C A, donc d’apres la question 3, Com(A) C Com(H).

Soit u € Com(H). Alors H C Com({u}), or Com({u}) est une algebre,

donc A C Com({u}), ce qui prouve que u € Com(A). Ainsi, Com(H) C Com(A).

En conclusion, Com(A) = Com(H).

o Soit h € H. h commute avec tout élément de Com(H ), donc h € Com(Com(H)).
Ainsi, H C Com?(H), mais Com?(H) est une algebre, donc A C Com?(H).

o On vient d’écrire que H C Com?*(H), pour toute partie H de L(E). C’est donc vrai
en remplacant H par Com(H). Ainsi, Com(H) C Com?(Com(H)) = Com*(H).

De plus, toujours en partant de H C Com?(H), la question 3 montre que
Com(Com?(H)) C Com(H).



Or Com est une application de P(L(E)) dans P(L(E)), donc par associativité de la
composition, Com(Com?*(H)) = [Com o (Com o Com)] (H) = [(Com o Com) o Com](H).
Ainsi, Com(Com?*(H)) = Com?(Com(H)) = Com?*(H), ce qui conclut.

Partie 2 : Parties irréductibles de L(FE)

8°) Si F est stable par A, pour tout h € A, h(F') C F, donc en particulier, pour tout

h € H, h(F) C F, donc F est stable par H.

Supposons que F' est stable par H. Reprenons les notations de la question 6. Soit

u € P. 1l existe uy,...,u, € H tel que u = uy - - u,.

Soit x € F. On montre facilement par récurrence descendante que,

pour tout k € {1,...,n}, ug---u,(x) € F, donc u(F) C F. Ainsi, F' est stable par P.

Soit maintenant u € A = Vect(P). Il existe py,...,p, € P et ay,...,a, € K tels que
n

u = Z a;p;. Alors, pour tout € F, p;(z) € F, or F est un sous-espace vectoriel de
i=1

E, donc u(zx) = Zaipi(x) € F. Ainsi, pour tout u € A, u(F) C F, donc F est stable

par A.

Ainsi, les sous-espaces vectoriels stables par A sont exactement les sous-espaces vec-
toriels stables par H, or H (resp : A) est irréductible si et seulement si les seuls
sous-espaces vectoriels stables par H (resp : A) sont {0} et £, donc H est irréductible
si et seulement si A est irréductible.

9°) Soit u € Com(H). Soit v € H.

o Soit x € Ker(u). Alors u(v(z)) = v(u(x)) = v(0) = 0, donc v(z) € Ker(u). Ainsi,
v(Ker(u)) C Ker(u), pour tout v € H, donc Ker(u) est stable par H.

o Soit x € Im(u). Il existe y € E tel que x = u(y).

Alors v(z) = v(u(y)) = u(v(y)) € Im(u), donc v(Im(u)) C Im(u), pour tout v € H,
donc Im(u) est stable par H.

10°) Supposons que H est irréductible. D’apres la question 4, Com(H ) est une algebre.
Soit u € Com(H) avec u # 0. D’apres la question précédente, Ker(u) est stable par H,
mais H est irréductible, donc Ker(u) € {{0}, E'}, or u # 0, donc Ker(u) = {0}. Ainsi,
u est injective.

De méme, Im(u) € {{0}, E} et u # 0, donc Im(u) = E. Ainsi u est inversible.
Soit v € H. Alors uv = vu, donc u~ ! (uv)u™! = = (vu)u™?, puis vu~t = u~tv. Ainsi,

u™! € Com(H). Ceci prouve que Com(H) est inversible.

11°) Soit u € Com(H). D’apres I'énoncé, u admet au moins une valeur propre A € C.
Idg commute avec tout endomorphisme, donc Idg € Com(H). De plus Com(H) est
une algebre, donc c¢’est un sous-espace vectoriel. Ainsi, u — AMdg € Com(H). Mais A
est une valeur propre de u, donc u — AMldg n’est pas inversible. Or d’apres la question
précédente, Com(H) est inversible, donc v — A\ldg = 0, puis u € Cldg.
Réciproquement, si u € Cldg, alors u commute avec tout endomorphisme,
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donc u € Com(H). On a donc montré que Com(H) = Cldg.

Partie 3 : Idéaux minimaux

12°)
12.a) H # {0}, donc il existe hy € H tel que hg # 0.
Alors, il existe xg € E tel que ho(xg) # 0.

12.b) ¢ Soit h,h' € H et o € K.

Alors R(ah+ 1) = (ah+1)(V) = ah(V)+ A (V) = aR(h) + R(R'). Ainsi, R est bien
une application linéaire de H dans F.

o R(ho) = ho(V') = ho(xg) — hop(xg), or hg € H, donc par hypothese, hop = 0. Ainsi,
R(ho) = ho(zo) # 0, ce qui prouve que R # 0.

o Soit x € Im(R) et a € A. 1l existe h € H tel que z = R(h) = h(V).

Alors a(x) = (ah)(V) = R(ah), ce qui a un sens car, H étant un idéal, ah € H. Ainsi,
a(x) € Im(R), donc a(Im(R)) C Im(R), pour tout a € A, ce qu’il fallait démontrer.

o Ker(R) est un sous-espace vectoriel de H.

Soit a € A et h € Ker(R). Alors R(ah) = (ah)(V) = a(h(V)) = a(R(h)), or R(h) =0,
donc R(ah) =0 et ah € Ker(R). Ainsi, Ker(R) est un idéal de A.

12.c) Im(R) est un sous-espace vectoriel de E stable par A, or A est irréductible, donc
Im(R) € {{0}, E}, or R est non nulle, donc Im(R) = E.

Ker(R) est un idéal de A inclus dans H, or H est un idéal minimal,

donc Ker(R) € {{0}, H}, mais R est non nulle, donc Ker(R) = {0}.

En conclusion, R est un isomorphisme de H dans F.

12.d) ¢ On a posé¢ V = zy — p(xg), donc p(V) = p(zg) — p*(xo) = 0,

car p est un projecteur.

Posons F = R~! : F est un isomorphisme de £ dans H.

o Soit a € A.

Pour tout h € H, a(R(h)) = a(h(V)) = (ah)(V) = R(ah), donc F(a(R(h))) = ah.
Soit X € E. Alors F'(X) € H, donc on peut utiliser I’égalité précédente en remplagant
h par F(X). On obtient que a F(X) = F(a(RF(X))) = F(a(X)), car RF = ldg.
o Soit X € E : Posons a nouveau h = F(X) € H.

Alors F(X)(V)=h(V)=R(h) = R(F(X)) = X.

13°)

13.a) Soit j € N,,. Pour tout X € E, F;(X)(V;) = X,

donc en particulier, F;(V;)(V;) = V.

13.b) Soit j,k € {1,...,n} et X € E.

Pour tout a € A, aF;(V;) = Fj(a(V})), donc avec a = Fi(X),

on obtient que Fj(X) F;(V;) = F;(Fp(X)(V;)) = F;(6;xX) = 6;,F(X).

13. c¢) Lorsque k # j, on en déduit que Fi(Vy) F;(V;) = 0.

Aimsi, 2= - (V) B(V;) = Y BG)

1<j,k<n
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De plus, toujours d’apres le 13.b, pour tout j € N, F;(V;) F;(V;) = F;(V;), donc

p? = Z F;(V;) = p, ce qui prouve que p est un projecteur.
13.d) Soit j € {1,...,n} et X E E. D’apres la question 13.b,

P:ZFJ'( ) Fr(Vi) = Z5Jka Fy(X).

De plus, p(V, ZFk Vie)( Z&CJVIC

14°)

14.a) Si Ker(p) = {0}, alors p est inversible, or p*> = p, donc p = Idg, ce qui est faux.
Ainsi, Ker(p) # {0} donc il existe X, € Ker(p) tel que X, # 0.

Supposons que, pour tout a € A, a(Xy) = 0. Alors pour tout a € A,

a(KXy) = {0} € KX, donc KX, est un sous-espace vectoriel stable par A, mais A
est irréductible, donc KXy € {{0}, E'}, or Xy # 0 donc KX, # {0}. On en déduit que
KX, = FE ce qui est impossible car E est de dimension N > 2. Ainsi, il existe ayg € A
tel que ag(Xo) # 0.

14.b) On vérifie aisément que 0 € J et que J est stable par combinaison linéaire, donc

J est un sous-espace vectoriel de A.

De plus, sia € J et b € A, alors bap = b.0 = 0, donc ba € J. Ceci montre que J est un

idéal de A.

De plus (ag — agp)p = app — agp® = 0, car p est un projecteur.

De plus, pour tout j € N, F; € L(E,A), donc F;(V;) € A. Mais A est un espace

vectoriel, donc p € A.

On en déduit que ag — agp € J, or (ag — app)(Xo) = ao(Xo) # 0, donc ag — agp # 0, ce

qui prouve que J # {0}. Ainsi, J est un idéal non nul de A.

Notons D = {dim(H) / H est un idéal non nul de A avec H C J}. D contient dim(J),

donc D est une partie non vide de N*. Notons m son minimum. Par construction de m,

il existe un idéal H non nul de A inclus dans J de dimension m. Alors H est un idéal

non nul minimal de A. En effet, si H' est un idéal de A inclus dans H, si H' est non nul,

alors dim(H') € D, donc dim(H') > m, mais H' C H, donc dim(H') < dim(H) = m.

Ainsi, H' = H.

14.c) On a vu ci-dessus que p € A. De plus, pour tout h € H, h € J, donc hp = 0. On

est donc sous les hypotheses de la question 12. D’apres le 12.d, il existe F, 11 € L(E, H)

et V41 € E tels que p(Vi41) = 0, pour tout a € Aet X € E, a F,,11(X) = Fry1(a(X))

et Fn+1(X>(Vn+1) = X.

Soit j € N,, et X € E. Il reste a vérifier que F}(X)(V,41) = 0 et que F,1(X)(V;) = 0.

Or d’apres la question 13.d, F;(X) = F; (X)p,

done F5(X)(Viar) = F(X)(p(Vasn)) = F(X)(0

De plus F,4+1 € L(E,H), donc FnH(X) €
)

) =
H C J donc F,1(X)p = 0. Ainsi,
Frn(X)(V3) = Funn (X)(p(V))) = (Fria (X)p)(V;) =

(V3)



15°) Notons R I'’ensemble des r € N tels qu'il existe n € N, des applications linéaires
Fy, ... F, de E dans A et des vecteurs Vi, ..., V, de E tels que, pour tout X € FE, pour
tout a € A, pour tout j,k € {1,...,n}, a F;(X) = Fj(a(X)) et F;(X)(Vi) = 0;xX,

avec de plus rg(p) = r, ou p = ZFJ(VJ)

Avec n = 0, l'existence des famllles vides (F;)1<i<o et (Vi)i<i<o est assurée et les
propriétés souhaitées sont vraies, avec p = 0, donc 0 € R. Ainsi R est une partie
non vide de N, majorée par dim(F) = N. R possede donc un maximum notée rq.
Supposons que g < N. On est alors exactement dans la situation de la question 14.
Avec les notations de cette question, posons p’ = p + F,,11(V,11). D’apres la question
13, en remplacant n par n + 1, p’ est encore un projecteur et, par définition de R,
rg(p’) € R.

Or, on a vu en donnant la solution du 13.c que F,,11(V,,4+1) est un projecteur. p et p’
sont aussi des projecteurs, donc d’apres le cours,

rg(p') = Tr(p) = Tr(p)+Tr(Fot1(Vis1)) = 18(p)+18(Fnt1 (Var1)) = rotre(Fosa (Vata))-
Supposons que F,11(V,11) = 0. Alors 0 = Fi1(Vig1) (Vis1) = Viia, puis, pour tout
XeE X =F_X) (Vi) = Ft1(X)(0) = 0, donc E = {0}, ce qui est faux. Ainsi,
Froiy1(Vog1) # 0, done rg(Fi1(Vag)) > 1, puis rg(p’) > 1o + 1, or rg(p’) € R, donc
rg(p’) < ro. Clest contradlctoure donc rg = N. Ainsi, p est un projecteur de rang N,

donc est inversible, or p? = p, donc p = Idg, ce qu’il fallait démontrer.

16°) On vérifie aisément que, pour tout j € N, pour tout X € E, G,(X) est une
application linéaire de E dans E, puis que G; est une application linéaire de E dans
L(E).
16.a) Soit u € Im(Gj) : il existe X € E tel que u = G;(X).
Soit a € A. Pour tout Y € F,
(aG;(X))(Y) = a(F(Y)(X)) = (a F;(Y))(X)

= Fi(a(Y))(X) = G;(X)(a(Y)) = (G;(X) a)(Y),
donc aG;(X) = Gj(X)a, puis ua = au, ce qu'il fallait démontrer.
16.b) ¢ Soit j € N,,. Soit a € Com( m(F})). Soit X € E.
X = F(X)(V;), done a(X) = (aF5(X))(V}), or F;(X) € Im(F})),
donc a(X) = (F(X)a)(V;) = Fy(X)(a(V)) = G;(a(V;))(X).
On en déduit que a = G,;(a(V;)) € Im(G;). Ainsi, Com(Im(F;)) C Im(Gy).
o Soit j € N,,. F} est une application linéaire de £ dans A, donc Im(F;) C A. D’apres la
question 3, Com(A) C Com(Im(F})) C Im(G,), mais d’apres 16.a, Im(Gj) C Com(A),
donc Im(G;) = Com(A).
16.c) Soit b € Com*(A). Soit j € N,,. Alors b € Com(Com(A)) = Com(Im(G;)).
Soit X € B, (53 (1)(X) = bE()(X)) = MG, X)) = (0G,CONV;), or b con:
mute avee G;(X), done (bF(V;))(X) = (G5 (X)D)(V;) = G5 (X)(b(V})) = Fy(b(V})(X).
C’est vrai pour tout X € E, donc bF;(V;) = F;(b(V;)).



16.d) Si a € A et b € Com(A), alors a et b commutent, donc a € Com?(A).

Réciproquement, soit b € Com®(A). Alors b = bldp = b»_F;(V;) = > (bF;(V;)),

J=1 Jj=1

donc d’apres la question précédente, b = ZFj(b(V})) € A, car les F; sont a valeurs
=1

dans A, lequel est un espace vectoriel. ’

17°) o L(FE) est évidemment une algebre de L(E). Montrons qu’elle est irréductible.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E stable par L(FE).

Ainsi, pour tout u € L(E), u(F) C F.

Supposons que F' # {0}. 1l existe donc Xy € F avec Xy # 0. On complete Xy en une

base (Xo,...,Xy_1) de E.

Soit Y € E. D’apres le cours, il existe un unique v € L(FE) tel que u(Xy) = Y et

u(X;) =0 pour tout i € {1,..., N — 1}.

Xo € Fetu(F) C F,doncY = u(Xy) € F, pour tout Y € E. Ceci démontre que

F = E. Ainsi les seuls sous-espaces stables par L(F) sont {0} et E, ce qui prouve que

L(FE) est une algebre irréductible de L(E).

o Soit A une algebre irréductible de L(E). D’apres la question précédente,

A = Com(Com(A)), mais d’apres la question 11, Com(A) = {Adg / A € C}, donc

A = Com(Cldg), or tout endomorphisme de F commute avec les homothéties, donc

A= L(E).

18°)

18.a) D’apres la question 4, Com(A) est une algebre de L(E).

En particulier, ¢’est sous-espace vectoriel de L(E), donc c’est un groupe additif.

Idg commute avec tout endomorphisme, donc Idg € Com(A).

De plus, Com(A) étant une algebre, elle est stable pour le produit. Elle est également

stable pour la différence, donc c’est un sous-anneau de L(FE).

Idg # 0, donc Com(A) # {0}.

Par hypothese, Com(A) est commutatif.

Enfin, d’apres la question 10, Com(A) est inversible, donc pour tout u € Com(A)\ {0},

u~! € Com(A).

En conclusion, Com(A) est un corps.

18.b) ¢ Soit u € Com(A). la famille (u*)g<r<n2 est une famille de vecteurs de L(E)

de cardinal N? + 1 et dim(L(E)) = N?, donc c’est une famille liée. Ainsi, il existe

N2
(ak)o<k<n2 une famille non nulle de réels tels que E apu® = 0. Ainsi, en posant
k=0
N2

P(X)=> aX* ona Pu)=0et P#0.

k=0

o Rldg € Com(L(E)) C Com(A). Si Rldg = Com(A), alors d’apres 16.d,

A = Com(RIdg) = L(E), ce qui est faux, donc il existe u € Com(A) tel que, pour tout
A ER, u# \dp.



D’apres le point précédent, il existe P € R[X] tel que P # 0 et P(u) = 0.
Ecrivons la décomposition de P en produit de polynomes irréductibles de R[X] sous

la forme P = HH (les P; sont irréductibles dans R[X] mais ne sont pas deux
i=1

a deux distincts). Ainsi, 0 = P(u) = HR(U) (en effet, on sait que application
i=1

R[X] — L(E)
Q@ — Qu)

donc pour tout u € Com(A), P;i(u) € Com(A). Mais Com(A) est integre, donc il existe

i € N, tel que P;(u) = 0. Quitte a diviser P, par son coefficient dominant, on peut

supposer que P; est irréductible et unitaire.

Supposons que deg(P;) = 1. Alors il existe a € R tel que P, = X — «,

donc 0 = P;(u) = u — aldg, ce qui est faux. Ainsi, deg(FP;) > 2, or P; est irréductible

unitaire dans R[X], donc il existe a,b € R tels que P, = X? + aX + b avec

A =a?—4b < 0. Ainsi, 0 = u? + au + bldg = (u+ 21dg)? + (b — 2)1dp.

2 1
b— % >0, donc on peut poser J = ﬁ<u + gIdE>.
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est un morphisme d’algebres). Cependant, Com(A) est une algebre,

Alors J € Com(A) et J? = —Idg.

18.c) Soit u € Com(A). En reprenant le raisonnement précédent, on obtient qu’il existe
. . . 2
o € R tel que u = aldg, ou bien qu’il existe a, b € R tels que (u+21dg)*4+(b—%)Idp = 0

avec b—% > 0. Dans le second cas, en posant A = 1/b — %, on a (u+2Idg)2—(\J)? = 0,
or Com(A) est supposé commutatif, donc (u + §Idg — AJ)(u + §ldg + AJ) = 0. Le
corps Com(A) est integre, donc il existe € € {—1,1} tel que u = —§Idg +eAJ.

Ceci démontre que Com(A) C Vect(Idg, J). L'inclusion réciproque est claire.

Lorsque z = a + i € C, posons ¢(z) = aldg + $J. On définit ainsi une application ¢
de C dans Com(A), surjective d’apres ce qui précede.

Soit z=a+ifeCet 2z =a +if €C.

On vérifie facilement que ¢(1) = Idg et que ¢(z + 2') = p(z) + ¢(2'). De plus,
o(2)p(2") = (addg+ pJ)(1dg + 'J) = (ad — BF")dg + (af' + &' B)J = p(z2'), donc
¢ est un morphisme de corps. A ce titre, il est injectif. Ainsi, ¢ est un isomorphisme
du corps C sur le corps Com(A).

18.d) ¢ Pour tout x € E et z € C, posons z.z = ¢(z)(z).

Lorsque z € R, ¢(z) = zIdg, donc z.x est le produit du réel z par le vecteur x, selon la
structure de R-espace vectoriel de E, dont on dispose déja. En particulier, pour tout
re bk lox=nux.

De plus, on vérifie facilement que, pour tout z, 2z’ € C, pour tout x,y € E,

(2 + ) = @z + 2)(@) = (2.2) + (2.2), (0 +y) = 9(=) (& +y) = (2.2) + (2:9) et
z.(2x) = (2)(0(2)(2)) = [0(2)(2)](x) = @(22')(x) = (22').2.

Ainsi, on a muni E d’une structure de C-espace vectoriel.

o Notons L¢(E) ensemble des C-endomorphismes de E.

Soit a € A. Soit z € Cet x € E : a(z.x) = a(p(z)(x)) = [a p(2)](x),
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or p(z) € Com(A), donc a(z.z) = [p(2)a)(z) = ¢(z)(a(z)) = z.a(z). De plus a reste
additive, donc a € L¢(F). Ainsi A C Le(E).

o Soit @ € A et z € C. Pour tout € E, (z.a)(x)
structure de C-espace vectoriel de L¢(F), donc (z.
Ainsi, z.a = ¢(z)a.

Soit b € Com(A). Alors b commute avec a et b commute avec p(z) (car p(z) € Com(A)
et car Com(A) est supposé commutatif), donc b commute avec ¢(z)a = z.a. On en
déduit que z.a € Com(Com(A)) = A, donc A est un C-sous-espace vectoriel de L¢(F).
On en déduit que A est une algebre de L¢(E).

Soit F' un C-sous-espace vectoriel de E stable par A. C’est en particulier un R-
sous-espace vectoriel stable par A, donc F' € {{0}, E}. Ainsi, A est une C-algebre
irréductible de L¢(FE).

¢ FE est un R-espace vectoriel de dimension finie, donc il possede une R-base, laquelle
est clairement C-génératrice. Ainsi, E est un C-espace vectoriel de dimension finie.
Notons M = dim¢(FE). £ # {0}, donc M > 1.

Si M > 2, on peut utiliser la question 17 et affirmer que A = L¢(F).

Supposons maintenant que M = 1. Idg € Com(Lg(F)) C Com(Com(A)) = A, donc
Cldg C A. Or dime(Le(E)) = dime(E)? = 1, done Cldg = Le(E). On a donc encore
A= Lc(E).

z.(a(x)), par définition de la

)(_) p(2)(a(z)) = [p(2)a)(x).



