Feuille d’exercices 25.
Espaces euclidiens

Exercice 25.1 : (niveau 1)
Déterminer la matrice dans la base canonique de ’espace euclidien R? de la réflexion
par rapport au plan d’équation x 4 2y 4+ 3z = 0.

Exercice 25.2 : (niveau 1)

1 5 =2 1
Onpose M=—-| -2 2 2| e M3R).
o\1 2 5

Montrer que M est une projection orthogonale sur un espace vectoriel a déterminer.

Exercice 25.3 : (niveau 1)

Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme symétrique de F.
Montrer que Im(f) = (Ker(f))*.

Exercice 25.4 : (niveau 1)
-7 —4 4

1
Soit A = 3 4 -8 —1 ] € M3(R). Quelle transformation de R3 représente A ?
-4 -1 =8
Exercice 25.5 : (niveau 1)
Soit E un espace euclidien. Soit B = (ey,...,e,) une base orthonormée de E. On

suppose que f est un endomorphisme de E tel que pour tout u,v € E,
<u,v>=0=< f(u), f(v) >=0.
Soit 4,5 € {1,...,n} tels que i # j.

1°) Montrer que e; — e; et e; + ¢e; sont orthogonaux.
2°) Montrer que || f(e;)|| = [|f(e;)]-
3°) Montrer qu’il existe A > 0 tel que pour tout u € E, || f(u)| = A||u]|.

Exercice 25.6 : (niveau 1)
Soit E l'espace vectoriel des fonctions continues de [0, 1] dans R. On note ¢ 'application

1
de E? dans R définie par ¢(f,g) = / f(z)g(x)dz.
0

1°) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur F.

2°) Soit A I'ensemble des fonctions positives de E. Montrer que A+ = {0}.

1



Exercice 25.7 : (niveau 2)
Soit (p,q) € N** et soit A € M, ,(R). Montrer que rg(A) = rg(*AA).

Exercice 25.8 : (niveau 2)
On note E 'espace des applications continues de [—1, 1] dans R et ¢ définie sur F x E
par

V(f.9) € B> 6(f.g) = / el (@)

1°) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2°) Onposee; : x+——1,e : x> cos(mx) et e3 : x +— sin(mzx). La famille
(e1, e, e3) est-elle libre 7 orthonormale ? Orthonormaliser cette famille selon le procédé
de Gram-Schmidt.

Exercice 25.9 : (niveau 2)
Soient F un espace euclidien et f et g deux endomorphismes symétriques sur F, dont
les spectres sont notés Sp(f) et Sp(g).

1°) Si x est un vecteur unitaire de E, montrer que < z, f(z) >> min(Sp(f)).
2°) Montrer que min(Sp(f + ¢)) > min(Sp(f)) + min(Sp(g)).
Exercice 25.10 : (niveau 2)

1°) Montrer que (f,g) — fol f(z)g(z)dx définit un produit scalaire sur I'ensemble E
des applications continues de [0, 1] dans R.

1
2°) Déterminer inf / 2*(Inx — ax — b)*dx.
(aﬁ)€R2 0

Exercice 25.11 : (niveau 2)
Soit (a; ;) 1<i<n Une matrice orthogonale d’ordre n.
1<j<n

1°) Montrer que n < Z |la; ;|-

1<i<n
1<j<n

2°) En utilisant le vecteur de R”™ dont toutes les composantes sont égales a 1, montrer

que | Z a; ;] <n.

1<i<n
1<j<n
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Exercice 25.12 : (niveau 2)
Soit E un espace euclidien muni d’une base orthonormée B = (ey, €2, €3).

a c b
Soit f € L(F) tel que M =mat(f,B)=|b a c
c b a

1°) Montrer que f est une rotation vectorielle si et seulement si a +b+c¢ = 1 et
ab + bc + ac = 0.

2°) Montrer que cette condition est équivalente & : il existe p € [0, %] tel que a, b, c
sont solutions de x* — 22 + p = 0.

3°) On suppose que f est une rotation et que b = ¢ # 0.
Déterminer les éléments caractéristiques de f.

Exercice 25.13 : (niveau 2)

1°) Si A est une matrice antisymétrique réelle, montrer que les valeurs propres de A
sont de la forme iz avec x réel.

2°) Montrer que lapplication ¢ : A +— (I, — A)(I, + A)~! est une bijection
de lespace A, (R) des matrices réelles antisymétriques de taille n sur l'espace Z des
éléments de O,(R) de déterminant égal a 1 et qui n'admettent pas —1 pour valeur
propre.

Exercice 25.14 : (niveau 2)
On note £ = R, [X]. Soit ay,...,a, n+ 1 réels deux a deux distincts.

Pour P, dans E, on definit : (P, Q) = Z P(ag)Q(ag).
k=0

1°) Montrer que c’est un produit scalaire.

2°) Construire une base orthonormée de E.

3°) Calculer la distance de Q & H = {P € E/Z P(ay) = 0}.
k=0
Exercice 25.15 : (niveau 2)
Soit A € M,(R) une matrice symétrique dont le spectre est inclus dans R? .

1°) Montrer qu’il existe une matrice R(A) symétrique, dont le spectre est inclus dans
R%, et telle que R(A)? = A.

2°) Soit A € RY%. Etudier les suites vérifiant la relation de récurrence

1
Upp1 = §(un + u—), avec ug > 0.

3°) On considere la suite matricielle définie par les relations suivantes : X, = I,
et, pour tout n € N, X,,,; = %(Xn + AX'). Montrer que cette suite est définie
correctement et qu’elle converge vers R(A).
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Exercice 25.16 : (niveau 2)

Soient n et m deux entiers naturels non nuls tels que m > n.
Soient A € M,,,(R) et B € R™. On pose E = {||AX — B|*/X € R"}.

1°) Montrer que E possede un minimum.

2°) On note (5) le systeme linéaire AX = B et on appelle pseudo-solution de (S)
tout élément Y de R™ tel que ||[AY — BJ|*> = min(E).
Lorsque (S) admet des solutions, quelles sont les pseudo-solutions de (S) ?

3°) On note (5') le systeme linéaire *AAX =' AB.
Démontrer que Y est pseudo-solution de (.S) si et seulement si Y est une solution de

(5").

4°) a) Démontrer que rg(A) = rg(*AA).
b) Déterminer alors une condition nécessaire et suffisante pour que (S) admette une et
une seule pseudo-solution.

a—0FB+y =1
a+fB+2y =1

a4+ y =1
20+ +3y =0

5°) Déterminer les pseudo-solutions du systeme

Exercice 25.17 : (niveau 2)
E désigne 'ensemble des applications continues de [—1,1] dans R. Pour tout (f,g) €

1
E?% on pose < f,g >:/ fg.
1

1°) Montrer que F muni de < .,. > est un espace préhilbertien.
2°) On note F = {f € E/fjo1 = 0}. Déterminer F'*-.
3°) Déterminer F + F*.

Exercice 25.18 : (niveau 3)

Soit E un espace euclidien et p € L(E).

Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si p> = p et pour tout
z € E, [lpx)|| < |zl

Exercice 25.19 : (niveau 3)
Soit n € N*.

1°) Soit A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels que ’on suppose symétrique
et a valeurs propres positives.

Montrer que Tr(A) > n{/det(A).

2°) Montrer ce méme résultat si 'on suppose maintenant que A = A;As ou A; et Ay
sont deux matrices carrées d’ordre n a coefficients réels, que 1’'on suppose symétriques
et a valeurs propres positives.
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Exercice 25.20 : (niveau 3)
Matrices de Householder et décomposition QR
On fixe n € N avec n > 2.

2
Pour v € R™ \ {0} vu comme un vecteur colonne, on note H(v) = I,, — thv.
Ull2

1°) Interpréter géométriquement I’'endomorphisme canoniquement associé a H(v).
ai
2°) Soita= | : | € R" tel que (ay,...,a,) #0.
an
Montrer qu’il existe v € R™ \ {0} tel que H(v)(a) a toutes ses composantes nulles sauf
la premiere, qui est dans RY.

3°) Soit A € M, (R). Montrer qu’il existe @ € O, et R triangulaire supérieure a
coefficients diagonaux positifs ou nuls telles que A = QR.

Lorsque A est inversible, montrer que le couple (Q, R) vérifiant les propriétés précédentes
est unique.

Exercice 25.21 : (niveau 3)

a et b sont deux réels tels que a < b.

f est une application continue de [a,b] dans R? .
Posons, pour tout (P, Q) € R[X]?,

< P.Q>= / FOPHQ)dE.

1°) Montrer qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

2°) Montrer qu'il existe une unique famille orthonormale (P,),en de polynomes de
R[X] telle que :

deg(P,) = n

vn e N { et < P,, X" >>0.

3°) On fixe n € N*.

a) Supposons qu'il existe & € C\ R tel que P, (a) = 0.

Montrer qu'il existe un polynéme 7' € R[X] unitaire et irréductible de degré 2 et un
polynéme P € R,,_»[X] tel que P, = TP.

En déduire que toutes les racines de P, sont réelles.

b) Montrer que toutes les racines de P, sont simples et qu’elles appartiennent a l’in-
tervalle ]a, b].

4°) On fixe n € N. Montrer qu’il existe trois réels a, b et ¢ tels que
aPn+2+XPn+1+an+1+CPn:O.
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Exercices supplémentaires

Exercice 25.22 : (niveau 1)
L’espace est rapporté a un repere orthonormal Ozyz.

Soit P le plan d’équation x +2y+ 2z = 0 et D la droite d’équations { 8 :_S;C_;yyj—zz :

Déterminer I'image de D par la réflexion selon le plan P.

Exercice 25.23 : (niveau 1)
On travaille dans My (R). On considére V'application ¢(A, B) = Tr(*AB) ainsi que

I’ensemble )
_ a . 2
F= {(_b a) |(a;b) € R }

1°) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
2°) Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de My (R).
3°) Exprimer une base de F*.

Exercice 25.24 : (niveau 1)

Soit E un espace euclidien orienté et soit x = (x1, ..., z,,) une base de E.

Notons e = (eq,...,e,) la base déduite de x par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Montrez que si x est directe, e est directe.

Exercice 25.25 : (niveau 1)
Soit (4,7, k) une base orthonormée de R3. Déterminez la matrice de la rotation r
vérifiant r(i) = —j et r(u) = v olt u =i — j + k. Précisez son axe et son angle.

Exercice 25.26 : (niveau 1)
Nature géométrique de I'endomorphisme de 'espace euclidien R?, canoniquement as-
socié a la matrice
L[ 3 1 Ve
M=-| 1 3 =6
A6 Voo 2

Exercice 25.27 : (niveau 1)

On munit R* de son produit scalaire canonique et on note e = (€;)1<i<4 sa base cano-
nique. Posons F' = {(z,y,2,t) ER/r +y+z+t=0etx—y+2—1t =0}

Donner la matrice dans la base e de la projection orthogonale sur F'.

Exercice 25.28 : (niveau 1)

n
X1, ..., Ty sont n réels tels que fo = 1. Notons A = (z;2;) 1<i<n € M,(R).

1<j<n
i=1

1°) Montrer que A est la matrice d’une projection orthogonale que 'on précisera.

2°) Montrer que 2A — I,, est une matrice orthogonale.
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Exercice 25.29 : (niveau 1)

Soit a1, ..., an, b1,...,b, et cq1,...,c, 3n réels strictement positifs.
n n n
Montrer que (Z arbrer)? < (Z aick)(z bicy).
k=1 k=1 k=1

Exercice 25.30 : (niveau 1)

Soit E un espace euclidien et (eq, ..., e,) un systeme de n vecteurs de E, unitaires et
n

vérifiant : Vo € F ||z]]* = Z(m|ei)2.
i=1
Montrer que (eq, ..., €,) est une base orthonormée de E et que dim(E) = n.
Exercice 25.31 : (niveau 1)
Soient E un espace préhilbertien réel et x : R — E une application dérivable telle
que, pour tout t € R, ||z(t)|| = 1.
Montrer que, pour tout t € R, z(t) et /() sont orthogonaux.

Exercice 25.32 : (niveau 1)
E est un espace préhilbertien réel, d et ¢ sont deux réels tels que 0 < § < d, et A est
une partie convexe et non vide de F.
On suppose que A est incluse dans la boule fermée de centre 0 et de rayon d+ ¢ et que
son intersection avec la boule fermée de centre 0 et de rayon d est vide.
Montrer que sup ||z — y|| est inférieur ou égal a 2v/35d.
(z,y)€A?
Exercice 25.33 : (niveau 1)
K désigne R ou C. E est un K-espace vectoriel normé.

1°) a) Montrer que, pour tout (z,y) € £, ||z|| + [ly|| < 2max(||z + y|, [z — y]).
b) Donner un exemple d’espace vectoriel normé E et un choix de vecteurs non nuls
et y dans E tels que I'inégalité précédente est une égalité.

2°) On suppose maintenant que E est un espace préhilbertien muni de sa norme
euclidienne ou hermitienne.

a) Pour tout (z,y) € E?, montrer que ||z|| + |ly|| < v2max(||z + yl|, |z — y|)

b) L’inégalité précédente est-elle encore valable si I'on remplace V2 par un réel plus
petit ?

Exercice 25.34 : (niveau 1)

Soit E un R-espace vectoriel normé.

La norme d’un vecteur = de E sera notée ||z|.

On suppose que la norme de F vérifie I'identité du parallélogramme, c’est-a-dire que

V(@,y) € E* |z —yl* + llz + ylI* = 2(ll=[* + llyI*)-

On souhaite montrer que la norme de F est une norme euclidienne, c’est-a-dire qu’il
existe un produit scalaire f sur E tel que, pour tout x € F,

|z|| = v/ f(x,z). On aura ainsi prouvé qu'une norme sur un R-espace vectoriel vérifie
I'identité du parallelogramme si et seulement si ¢’est une norme euclidienne.
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E? — R
(,y) = Gz +yl? =z —yl?)
o Montrer que, pour tout (z,y,2) € E3, f(x +y,2) + f(x —y,2) = 2f(x, 2).
o En déduire que, pour tout (z,z2) € E?, f(2x,2) = 2f(z, 2).

2°) Montrer que, pour tout (u,v,z) € E3, f(u,2) + f(v,2) = f(u+wv,z).

1°) Notons I

3°) Achever la résolution de I'exercice.

Exercice 25.35 : (niveau 2)

On se place dans F = R, [X]. Lorsque P,Q € E, avec P = ZaiXi et Q = ZbiXi,

=0 i=0
n

on pose < P,Q >= Z a;b;.
i=0
On définit H = {P € E/P(1) =0}.

1°) Montrer que < .,. > définit un produit scalaire sur F et trouver une base ortho-
normée de F.

2°) On introduit la famille B’ = (€;)icq1,....n}, définie par

Vie{l,...,n}, e, =X"— X1

a) Montrer que B’ est une base de H et calculer pour tout (7, j) chacun des < e;, e; >.
b) Trouver une base orthonormée de H a partir de B’ en utilisant le procédé d’ortho-
normalisation de Gram-Schmidst.

Exercice 25.36 : (niveau 2)
FE désigne un espace euclidien et p est un projecteur de E.

1°) Montrer que p est un projecteur orthogonal si et seulement si, pour tout = € E,
lp(@)]| < [l

2°) Si p et g sont deux projecteurs orthogonaux, montrer qu’ils commutent si et
seulement si p o ¢ est un projecteur.

Exercice 25.37 : (niveau 2)
A, (R) et S, (R) désignent respectivement l’ensemble des matrices antisymétriques et
celui des matrices symétriques réelles. On introduit le produit scalaire tel que pour

tout M, N € M, (R), < M|N >=tr(*MN).

1°) Montrer que S, (R) et A,,(R) sont supplémentaires et orthogonaux dans M, (R).
2°) Soit la matrice M ou pour tout 7,5 € {1,...,n}, M;; = i. Déterminer la distance
de M a S, (R).

Exercice 25.38 : (niveau 2)
Soit E un espace préhilbertien réel et F' un sous-espace vectoriel de F
tel que £ = F + F*. Montrer que F est fermé dans E.

Exercice 25.39 : (niveau 2)
Soit A un ensemble fini de cardinal n et R une relation d’équivalence sur A. On note
k le nombre de classes d’équivalence de R et m le cardinal du graphe de R.
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Montrez que n? < km. Cas d’égalité.

Exercice 25.40 : (niveau 2)
Soient E un espace préhilbertien réel, n € N* et (z1,...,2,) € E™.

n
>
i=1

2°) On suppose que, pour tout (i,j) € N2, (i # j) = [Jx; — x4 > 2.
Soit x € E.
On note B la boule fermée de centre = et de rayon R : B = {y € E/||z —y|| < R}.
On suppose que B contient xq, ..., x,.
2(n—1)
—

2

n
1°) Montrer que Z ||z — 1’]'”2 = nz i |* —
i=1

1<i<j<n

Montrer que R >

Exercice 25.41 : (niveau 2)
Soit A € M, (R) telle que A’AA = I,,. Que peut-on dire de A?

Exercice 25.42 : (niveau 2)
Soient A, B € O(3,R) telles que AB = BA et det(A) =det(B) = 1.
Que peut-on dire au sujet de la nature des endomorphismes de R? associés a A et B?

Exercice 25.43 : (niveau 3)
Soit n € N avec n > 2. Soit ¥ = R™ muni de son produit scalaire canonique, la base
canonique C = (ey, ..., e,) étant orthonormale.

1°) Soit H = {(z1,...,2,) € R"/ Zxk = 0}. Calculer la distance euclidienne de e;

k=1
a H.

2°) Soit H' = {(z1,...,z,) € R"/ Z(—l)kxk = 0}. Calculer la distance euclidienne
k=1

de e; & H'.

3°) Soit F' = H N H'. Préciser la dimension de F' et calculer la distance euclidienne
dee; a F.

Exercice 25.44 : (niveau 3)
Soit E un espace préhilbertien réel.
Montrer que {(z,y) € E?/(x,y) libre} est un ouvert de E? .

Exercice 25.45 : (niveau 3)
Soient F un espace euclidien et o un réel non nul.
On appelle inversion de puissance a 'application i,, de E \ {0} dans E \ {0}, définie

par
«

in(T) = —||$||2x

1°) Montrer que i, 0 i = Idp\ {0}
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2°) Soit a € E'\ {0}. On note S la sphere de centre a passant par 0.
Montrer que i,(S \ {0}) est un hyperplan affine orthogonal a a ne passant pas par 0.
Réciproquement, étudier I'image par i, d’'un hyperplan affine ne passant pas par 0.

3°) Soit S une sphere de rayon r et de centre a, ne passant pas par 0.
a) Montrer que si a = ||al|? — 72, i,(S) = S.
b) Déterminer i,(S) pour o € R*.

Exercice 25.46 : (niveau 3)
Soient F un espace euclidien et u un automorphisme orthogonal de E.

1°) On pose v = u — Idg. Montrer que Ker(v) = Im(v)*.

2°) Soit z € E. On note y la projection orthogonale de = sur Ker(v).

1 n
Montrer que y est la limite de e Z uk(x)> lorsque n tend vers +o0.
n
k=0 neN

Exercice 25.47 : (niveau 3)

Ftude des polynémes de Legendre.
Posons, pour tout (P, Q) € R[X]?

<PQ>= / " PHQ(t)dt.

1

1°) Montrez qu’on définit ainsi un produit scalaire sur R[X].

1 d*[(t2—1)"
2°) Soit n € N. On note Q,(t) = Sl ( o ) ]

'I’Ln' n
Calculez le degré du polynome @,,.

Calculez Q,(1) et @,(—1).

3°) a) Soit n € N*,

Montrez que @,, est orthogonal a tout polynome de degré strictement inférieur a n.
b) Calculez la norme de @Q,,.

4°) a) Etablir que, pour tout n € N, (n 4+ 2)Qpni2 = (2n 4+ 3) X Qi1 — (n + 1)Qy.

d
b) Montrez que, pour tout (n,t) € N x R, a((l —tHQ.,(t) + n(n+1)Q, = 0.

5°) Soit n € N*.
Montrez que toutes les racines de @), sont simples et qu’elles sont incluses dans | —1, 1].
Indication. On pourra raisonner par récurrence, en utilisant le théoreme de Rolle.

Exercice 25.48 : (niveau 3)

Soit £/ un espace euclidien dans lequel le produit scalaire de deux vecteurs x et y sera
noté < z,y >.

Considérons deux familles de vecteurs (yi)1<k<p €t (2k)1<k<p telles que :

V(Z,]) - N; <Y Yj >=< 24,25 > .
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Le but de I'exercice est de montrer qu’il existe un automorphisme orthogonal f sur £
tel que : Vk € N, f(yx) = 2.

p p

1°) Soit (ax)1<k<p € RP. Montrer que Z aryr = 0 si et seulement si Z apz, = 0.
k=1 k=1
2°) Résoudre l'exercice dans le cas o (y1,...,y,) est libre.

3°) Résoudre l'exercice dans le cas général.

Exercice 25.49 : (niveau 3)
Soit E un espace euclidien de dimension n > 0.

2R < >
1°) Siz et y sont deux vecteurs non nuls de E, on note (z,y) = arccos—H 7{‘? T
TNy

o~

Montrer que (z,y) est une quantité correctement définie.

2°) Sip € N*, une famille de p vecteurs de £\ {0}, (x1,...,x,) est dite obtusangle si
et seulement si V(¢,5) € {1,...,p}* (i #j = (i, ;) €]5, 7).

Par récurrence sur n, montrer qu'une famille obtusangle peut avoir n+ 1 éléments mais
pas davantage.

3°) Soit (21, ..., ¥,) une famille obtusangle dans laquelle, pour tout (z,7) € {1,...,p}>

avec i # j, (x/z,x\]) = ¢ (p ne dépend ni de i ni de 7).

Vérifier que 1+ (p — 1) cosp > 0, avec égalité si p =n + 1.

Exercice 25.50 : (niveau 3)

On note F Pensemble des applications continues de [0, 1] dans R. Pour (f,g) € E?, on
note < f,g >= fol fg.

Soit ¢ €]0,1[. On pose H = {f € E/ [} f = 0}.

1°) Montrer que H est fermé.

2°) Calculer H*.
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