DM 55 : un corrigé

Partie I : Rang d’une comatrice

1°) Soit 4,5 € N,,. Notons M la matrice déduite de A en lui enlevant sa i-eme ligne
et sa j-eme colonne. Alors M est une matrice de taille n — 1,

donc d’apres le cours, le (i, j)-éme coefficient de ¢(AA) vaut

[c(AA)i; = (1) det(AM) = A"~ H(=1)"det(M) = A" Hc(A)]; ;.

Ceci montre que ’c()\A) = )\"*10(14)‘ .

2°) Raisonnons par I'absurde en supposant que ¢(A) # 0. Ainsi, A admet un cofacteur
non nul, donc on peut extraire de A une matrice inversible de taille n — 1, mais rg(A)
est plus grand que le rang de toute matrice extraite de A, donc rg(A) > n — 1, ce qui
est faux. Ainsi, ¢(A4) = 0.

3°) D’apres le cours, A ‘c(A) = det(A)I,, donc en prenant la transposée de cette
égalité, c(A) 'A = det(A)I,, or A est supposée inversible, donc det(A) # 0. Ainsi,
I'égalité précédente montre que c¢(A) est inversible a gauche, donc est globalement

PA. Ainsi, |rg(c(A)) =n|.

inversible d’apres le cours, d’inverse

det(A)
L
det(A)
donc ¢(A) = det(A)! AL, pour toute matrice inversible A.
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4°) L’égalité précédente montre également que ‘A~! =

En remplagant dans cette égalité A par ¢(A), on obtient c(c(A)) = det(c(A)) te(A)™,
mais on a aussi det(c(A)) = det(det(A)!A™1) = det(A)"det(A™1) = det(A)" 1,
donc ¢(c(A)) = det(A)"(det(A)A™ )1 Ainsi, |c(c(A)) = det(A)™ A‘

5°) Soit A € C. d’apres la question 1, ¢(c(AA)) = c(A\"1e(A)) = AXD¢(¢(A)),
donc d’apres la question précédente, c(c(AA)) = A~ 1)Qdet(A)”_2A. Mais d’apres le
théoreme de d’Alembert, le polynome X (n=1)? _ det(A)>™™ posséde au moins une racine
(non nulle), donc il existe A € C* tel que A»~1* = det(A)>™™. Alors, pour cette valeur
de \, ¢(c(AA)) = A, ce qui montre qu'il existe B € M,,(C) telle que ¢(B) = A.

6°) o L’espace vectoriel engendré par les colonnes de A est de dimension n — 1, donc
d’apres le théoreme de la base incomplete, on peut extraire des colonnes de A une
base de Im(A) de cardinal n — 1 : il existe j, € N,, tel que les colonnes de la matrice

extraite (4; ;) tsisn est une base de Im(A). En particulier, cette derniere matrice est
€Nn\{io
de rang n — 1. Ses n lignes engendrent donc un espace de dimension n — 1, donc il

1



existe iy € N,, telle que les lignes de la matrice extraite A’ = (A, ;) ieva\1io) engendrent
jENR\{jo}
ce méme espace. La matrice A" est donc de rang n — 1, or elle est de taille n — 1, donc

c’est une matrice extraite de A de rang n — 1.

o Avec les notations du point précédent, le cofacteur de A de position (i, jo) est non
nul, en tant que déterminant d’une matrice inversible, donc ¢(A) # 0.

o A n’est pas inversible, donc A fc(A) = det(A)I, = 0, donc Im(‘c(A)) C Ker(A).

Or d’apres la formule du rang, dim(Ker(A4)) =n —rg(A) =1,

donc rg(c(A)) =rg(*c(A)) < 1. On a vu que ¢(A) # 0, donc rg(A) = 1.

Partie II : Le polynome caractéristique

C[X; : /})/(174()(C> <,0(1) _ @(XO) =A"=1,.

Soient P =Y 5, X" € C[X], Q=) ¢, X" € C[X] et a € C.

7°) Notons ¢ Papplication

neN neN

o ¢(aP) = <Z(abn)X”> (A) = (ab,)A"
= aZ b, A" = ap(P).
o p(P+Q)= (Z(bn + cn)X"> (A) =D (ba+ ) A" = 0(P) + 9(Q).

o w(PQ) = (Z(Z(bnkck))X”> (A) = Z(Z(bn,kck))/l”. D’autre part, d’apres
neN k=0 neN k=0
les regles de calcul dans 'algebre M, (C),

P(P)p(Q) = (anz‘ln) (chA"> = Z byc, AP donc par sommation par pa-
neN neN p,qeN

quets, p(P)o(Q) =Y ( > bpcq) A" Ainsi, p(PQ) = ¢(P)p(Q).

neN  p+g=n
En conclusion, ¢ est bien un morphisme d’algebres.

8°) o Soit t € C. xa(t) = Z e(o) H(Ajﬁ(j) —td;+(j)), donc en identifiant polynomes
€Sy j=1
formels de C[X] et applications polynomiales, x4 est bien un polynéme de C[X].

De plus, pour tout ¢ € S, H(Aj’g(j) — X0,0(j)) est un polynome de degré inférieur au
j=1
cardinal de {i € N,, / o(i) =i}, donc en particulier de degré strictement inférieur a n
lorsque o # Idy,, .
Ainsi, on peut mettre I’expression précédente de y 4 sous la forme :
n

xa(X) = H(Aj’j — X))+ Q(X) avec deg(Q) < n. Ceci prouve que x4 est un polynome
=1



de degré n, dont le coefficient dominant est égal & (—1)".

o xalt)=0<= A—1tl, ¢ GL,(C) <= [3X € C"\ {0}, AX =tX] <=1t € Sp(A),
donc les racines de x4 sont les valeurs propres de A.

o On suppose qu'il existe P € M, (C) une matrice inversible telle que B = PAP™L.
Soit t € C. Alors xp(t) = det(B —tI,,) = det(P(A —tI,)P~) = det(A — t1,,) = xa(t),
car le déterminant est un invariant de similitude. Ainsi, x4 = x5-

9°) Soit (j,k) € N2. Pour tout i € {0,...,r}, notons A, le (j,k)™ coefficient de

A;. Si ZtiAi = 0, alors en prenant le (7, k)-éme coefficient, ZtiAmk = 0, donc
i=0

=0
T

Z X iAi,j,k est un polynome a coefficients complexes de degré inférieur ou égal a r qui
i=0

possede strictement plus de r racines. Ce polynome est donc identiquement nul. On en
déduit que, pour tout i € {0,...,7}, A;,;x = 0. Ainsi, pour tout ¢ € {0,...,r}, A, =0.
10°) o Unicité. Supposons qu’il existe Ry,...,R,—1 et Sp,..., 91 tels que, pour

n—1 n—1 n—1
tout t € C, 'c(A —tI,) = ZtiRl- = ZtiSi. Alors la quantité Z t'(R; — S;) s’annule
i=0 i=0 i=0
pour tout complexe ¢, donc, d’apres la question précédente, pour tout i € {0,...,7},
R; — S; = 0. Ceci prouve 'unicité.
o Lemme. Soit p € N*. Pour tout (i,j) € N2, soit t — m;;(t) un polynéme &
coefficients complexes de degré inférieur ou égal a 1.
Notons, pour tout t € C, M (t) = (m;; (t))iééé’; e M, (C).

p
Pour tout ¢ € C, det(M(t)) = Y £(o) [[ mjop)(t), donc t — det(M(t)) est un
oc€Sp j=1

polynome de degré inférieur ou égal a p.

o Soit (4,7) € N2. Le (4, 7)™ coefficient de la matrice ‘c(A —tI,,) est égal au cofacteur
de position (j,7) de la matrice A — ¢I,. Il s’agit donc du déterminant (au signe pres)
d’une matrice d’ordre n — 1 dont les coefficients sont des polynomes a coefficients
complexes de degré inférieur ou égal a 1. D’apres le lemme, le (4, )*™ coefficient de la
matrice ‘c(A —tI,) est un polynome de degré inférieur ou égal & n — 1, que I'on notera

n—1
Pij(t) =Y pijut".
k=0

Ainsi, en p_osant, pour tout k € {0,...,n— 1}, Ry = (pijx) 1<izn € M, (C),
1<j<n
n—1
on obtient ‘c(A —t1,,) = Zthk, ce qui prouve l'existence.
k=0

11°) D’apres le cours, ’(A —tl,)'e(A —tl,) = det(A —tI,)I, = XA(t)In‘ . Alinsi,




xat)L, = (A—tl,) nz:thk

n—1 n
- Z t* AR, — Zthk_l
k=0 k=1
n—1
= > (AR — Rey) + ARy — t" Ry

k=1
Convenons de poser ]R_l =0= Rn‘ .

Alors, pour tout t € C, xa(t)I, = Ztk(ARk — Ri_1).
k=0
Ainsi, si 'on pose xa(X) = Z M X*, on a montré que,
k=0
pour tout t € C, Ztk()\k[n — AR+ Ry_1) = 0.

k=0
Alors, d’apres la questlon 9, pour tout k € {0,...,n}, ’)\kln = ARy — Ri_1| .

o Ainsi, ya(A Z N AF = Z Ak“Rk—AkRk,l). Il s’agit d’une somme télescopique,
k=0
donc xa(A) = A"“R — R_1 =0, ce qui prouve le théoreme de Cayley-Hamilton.

o xa(0) = Ay, donc P(X) = —ZAka_l. Alinsi,

k=1
- Z )\kAkil - — Z(AkRk - Akilefl) - Ro.
= k=1
n—1
Or ‘c(A —tI,) = ZtiRi, donc en remplacant ¢t par 0 dans cette égalité, on obtient
i=0

que Ry ='c¢(A). On en déduit que ¢(A) ='P(A) = — Z M (AR = P(PA), car pour

tout k € N, {(A%) = (*A)*.

12°) Supposons que 0 est la seule valeur propre de A. Alors d’apres la question 8,
X4 est un polynoéme de C[X] de degré n, de coefficient dominant (—1)", admettant 0
comme seule racine. Ainsi, x4(X) = (—1)"X™. Alors, d’apres le théoreme de Cayley-
Hamilton, A" = (—1)"xa(A) = 0.

Réciproquement, supposons qu’il existe p € N tel que AP = 0. Soit A une valeur propre
de A. Il existe X € C" tel que X # 0 et AX = AX. Par récurrence, on montre alors
que, pour tout k € N, A*X = M*X| donc en particulier, \’X = A?PX = 0. Or X # 0,
donc A’ = 0, donc A = 0.



Partie III : Les matrices de rang 1

13°) D’apres la question 3, lorsque A est inversible, c(A) = det(A) (*fA)~'. Or MN
est inversible, donc ¢(MN) = det(MN)((MN))~!, mais det(MN) = det(M)det(N)
et ((MN))™' =(NM)"=(M)"'(*N)~!, donc
c¢(MN) = det(M)det(N)! MY N~ = ¢(M)c(N).

14°) Soit A € M,,(C). Le spectre de A est fini, car c’est I'ensemble des racines de x4
qui est de degré n, donc {% / k€ N*} N Sp(A) est fini. Ainsi, il existe N € N* tel que,
pour tout k > N, = ¢ Sp(A). Alors (A — +1,)k>n est une suite de matrices inversibles
qui tend vers A, ce qui conclut.

15°) Soit M, N € M,,(C). D’apres la question précédente, il existe deux suites (M)

et (IN,) de matrices inversibles qui tendent respectivement vers M et N.

M, (C)?? — M,(C)
(A,B) — AB

continue. Ainsi, M,N, — MN.

p——+00
o Les coefficients de c(A) sont des fonctions polynomiales des coefficients de A,
M”((a : ?{Z;C) est continue. Ainsi, ¢(M,) = c(M),
p——+o00
c(N,) - c(N) et ¢(M,N,) - ¢(MN). Mais d’apres la question 13, pour tout
p—+o00 p—400

L’application est bilinéaire en dimension finie, donc elle est

donc T'application

p €N, ¢(M,N,) = c(M,)c(N,), donc en faisant tendre p vers +00, on obtient, toujours
grace a la continuité du produit matriciel, que ¢(MN) = ¢(M)c(N).

16°) Supposons que M est un projecteur.

Alors ¢(M)? = ¢(M?) = ¢(M), donc ¢(M) est aussi un projecteur.

17°) ¢ A étant un projecteur, on sait que Ker(A) & Im(A) = C".

De plus, dim(Im(A)) = n — 1. Ainsi il existe une base (ey,...,e,-1) de Im(A) et e, un
vecteur non nul de Ker(A). Alors d’apres le cours, e = (ey, ..., e,) est une base de C".
Notons A l’endomorphisme canoniquement associé a A et 0,, la matrice nulle de

M,.,(C). Alors mat(A, e) = ( [n O”_l’l), donc xa(t) = (1 — )" 1(—t), en tant

Owr O
que déterminant d'une matrice diagonale. Ainsi, |ya(t) = —t(1 — t)”_l‘ :

o Si l'on reprend les notations de la question 11, P(t) = (1 — ¢)"!, donc d’apres les
questions 7 et 11, ¢c(A) = P(*A) = (I,—'A)" ! mais A*> = A, donc (*A)? = 'A. Ainsi, 'A
est un projecteur. Alors I,, —'A est le projecteur associé a *A, donc (I, —tA)? = I,, -t A.
On en déduit que ’c(A) =1, — tA‘ .

18°) Posons A = I, —'M. Dans une base adaptée a la décomposition

C" =Im(M) @ Ker(M), la matrice de M est ( 1 Orn—1
0n—l,l On—lm—l
0 Ol,n—l

A est <0 I ) Ainsi A est un projecteur de rang n — 1 et on peut appliquer
n—1,1 n—1

), donc la matrice de

les questions précédentes. En particulier, ¢(A) = I,, — A = M, ce qui conclut.



19°) o M étant diagonalisable, il existe P € GL,(C) et une matrice diagonale D
de M,,(C) telles que M = PDP~'. D étant diagonale, son rang est égal au nombre
de coefficients diagonaux non nuls (c’est bien alors la dimension de I'espace vectoriel
engendré par les colonnes de D), donc tous les coefficients de D sont nuls, sauf I'un des

coefficients diagonaux, égal a A € C*. Alors XD est une matrice de projecteur, donc

<§M>2 = %M, ce qui prouve que %M est un projecteur, que ’on notera p. Le rang de
p est égal au rang de M, donc p est un projecteur de rang 1.

o D’apres la question précédente, il existe A € M,,(C) telle que ¢(A) = p.

D’apres la question 1, pour tout u € C*, ¢(uA) = " te(A).

On peut choisir p tel que p"~ = ), et dans ce cas, c(uA) = A\p = M, ce qui conclut.

20.2°) ¢ dim(Ker(A)) = n — 1. Notons (ey,...,e,—1) une base de Ker(A), que 'on
complete en une base e = (ey,...,e,) de C". Dans cette base, la matrice de A est de
A1
la forme M = | Opp1
)\n
Supposons que A, # 0. D’apres la question 8, x4 = xar = (A, — X)(=X)""! donc A,
est une valeur propre non nulle de A. On sait que deux sous-espaces propres forment
une somme directe, donc dim(Ker(A) & Ker(A — A\,1,)) > (n—1) +1 = n. On en
déduit que A est diagonalisable, ce qui est faux. Ainsi, A\, = 0, ce qui signifie que
A(e,) € Vect(ey, ... e, 1) = Ker(A). On en déduit que A%(e,) = 0. Ainsi A? annule
tous les vecteurs de e, ce qui prouve que A% = 0.

n—1

o Posons €] = Z Aie;. € # 0 car A # 0, donc on peut compléter (¢€)) en une base de
i=1

Ker(A) notée (¢),...,e),_;). Dans la base (e|,...,¢e),_;,e,), la matrice de A est égale

a Ay, car u(e,) = €). Ainsi, A et A; représentent le méme endomorphisme dans des
bases différentes, donc elles sont semblables.

20.b°) o Notons b = (by,...,b,) la base canonique de C" et u; I’endomorphisme de
C"™ dont la matrice dans la base b est égale a D;.

ui(by) =0, pour tout i € {2,...,n — 1}, uy(b;) = b; et uy(b,) = —by.

On en déduit que u(b;) = 0, pour tout i € {2,...,n—1}, u?(b;) = b; et que u?(b,) = 0.

01 0 - 0
Ainsi, DY = | ¢ -0 -0 -0 i et [D2— D= Ay
0 -~ 0 1 0

o On vérifie que u3(by) = 0, pour tout i € {2,...,n—1}, ud(b;) = b; et que u3(b,) = 0,
donc D? = D%, pU_iS D1A1 = Dl(D% - Dl) = D‘i)’ - D% =0 et de méme, AlDl = 07
donc ’DlAl =A D, = 0‘ )

¢ Les n — 1 premieres lignes de D; sont indépendantes et la derniere est nulle, donc
’rg(Dl) =n— 1‘ :




20.c°) o Il existe Q € GL,(C) telle que A = QA;Q~". Posons ’D = QDlel‘ . On
déduit des formules de la question précédente que D?> — D = A et AD = DA = 0.

1 0 - 0 1
o 0 o --- 0
o I,—D=Q(I,—D)Q ', doncrg(l,—D) =rg(Il,—Dy)=rg | : - . ~-.
O -~ 0 0 O
0 -« -« 0 1

or cette matrice ne présente que deux colonnes non nulles, qui sont indépendantes, donc
’Tg(]n — D) = 2‘ :

o On a vu que D} = D?, donc :

20.d°) o D’apres la question 8, xp = xp, = X?(1 — X)" 2, donc avec les notations
de la question 11, P = —X (1 — X)" 2. On en déduit que

¢(D) = P('D) = —'D(I, —'D)"* = =((I, — D)"?D) = =Y(Q(I, — D1)"*D:Q7").
Notons v ’endomorphisme canoniquement associé a I,,—D;. Ainsi, v(by) = by, pour tout
ie{2,....,n—1}, v(b) =0 et v(b,) = by + b,. On en déduit par récurrence que, pour
tout k € N, v*(by) = by, pour tout i € {2,...,n— 1}, v*(b;) = 0 et v¥(b,) = kby + b,,.

1 0 0 n—-2
o o0 o0 .- 0
Ainsi, (I, = D))" 2= | : . . - : = (n—2)A; + (I, — D}).
O -~ 0 0 0
0 - - 0 1

On en déduit que (I,, — D))" 2Dy = D; — D? = D; — D? = —A;, donc |¢(D) =tA|.
o Vérifions que ¢(*D) = '¢(D) : soit (i,5) € N2. Le coefficient de position (i,7) de
c(*D) est égal au cofacteur de position (4, j) de 'D, c¢’est-a-dire a
(—1)i+jdet(([tD]h,k)Z§;) = (=1)"*det((Dyp) nz: ) = [¢(D)];4, ce qui conclut.

J
Alors ¢(*D) = A, ce qu'il fallait démontrer.

h#i
k#j

21°) On dira que A est une comatrice si et seulement si A € {¢(B) / B € M,,(C)}.
Si A est une comatrice, d’apres la partie I, son rang vaut 0, 1 ou n. Réciproquement, si
A est une matrice de rang 0, c’est la comatrice de la matrice nulle, si rg(A) = 1, c’est
une comatrice d’apres les questions 19 et 20, et si A est inversible, ¢’est une comatrice
d’apres la question 5.

En conclusion, {c¢(A) / A € M,,(C)} est I'ensemble des matrices de rang 0,1 ou n.



