Feuille d’exercices 25.
Corrigé de quelques exercices

Exercice 25.15 :

1°) A est symétrique, donc il existe P € O(p) et une matrice diagonale
D = diag(M\y, ..., \,) telles que A= PDP~! = PD'P.
De plus, A est définie positive, donc, pour tout i € Ny, A; € Sp(A) C R,
Posons A = diag(v/A1,...,\/Ap) et R(A) = PA'P = PAP™.
'R(A) = P'A'P = R(A), donc R(A) est symétrique.
De plus, Sp(R(A)) = Sp(A) = {V/A1,...,v/Ap} CR%, donc R(A) est définie positive.
Enfin, R(A)? = PA*P~! = A.
f: R — R
2°) ¢ Notons NN l(x N é) Ainsi, pour tout n € N, u, 11 = f(uy).
On remarque que f(R%) C R%, or ug > 0, donc par récurrence, on en déduit que pour

tout n € N, u,, est correctement défini et appartient a R? .

1 A
o f est dérivable sur R* et, pour tout € R*, f'(z) = 5(1 - ?),

donc f'(z) > 0 <= x > v/A. Tracons le tableau de variations de f.
x 0 VA +00

f'(z) - 0 +
f(z) +oo Ny VA S 400

Ainsi, pour tout n € N*, u,, € [V/A, +o0l.

1, A 1
o Soit n € N*. upq1 — u, = 5(— — Up) = 2—(/\ —u?) < 0. Ainsi, (uy)n>1 est une
Uy, Un, -

suite décroissante, minorée par v/A. Elle converge donc vers un réel I € [v/), +ool.

1
f étant continue en [, | = f(l), donc 0 = f(I) — [ = Z(A —1?), donc I = V/\.

En conclusion, |(u,),>1 est une suite décroissante qui tend vers v/\| .

3°) [Lasuite A, = P71X, P vérifie les relations Ay = I, et A, = (A, + DAY, donc c'est

une suite de matrices diagonales. Si l’on note w; ,, le ¢ coefficient diagonal de A, la suite (u; n)nen

vérifie la relation de récurrence de la question précédente, donc elle tend vers v/\;, ce qui permet de
conclure.

Pour gérer correctement les problemes d’existence de ces matrices, il est plus simple de commencer

par construire les suites (u; ), puis de construire D,, et X,.]

1



o Reprenons les notations de la premiere question. Pour tout ¢ € N, notons (u; ,)nen

la suite de réels définie par les relations suivantes : u;g = 1 et, pour tout n € N,
1 by )

(1) @ Uip1 = §(Um + wn

D’apres la seconde question, (u;,)nen+ est correctement définie et elle converge vers

Vi lorsque n tend vers +oo.

o Pour tout n € N, posons A, = diag(uin,...,up,) et R, = PA, P~ La suite

MyR) — My (R)
M +— PMP!

linéaire en dimension finie), donc R, — PAP™!' = R(A).

n——+o0o
¢ Soit n € N. Pour tout ¢ € N, u;,, > 0, donc A,, est inversible et, d’apres la relation

1
(1), Apyq = §(An + DAY). En multipliant par P & gauche et par P~! & droite, on en

(Ap)nen tend vers A, or l'application est continue (elle est

1
déduit que R,, est inversible et que R, 11 = §(Rn + ARJY).
De plus Ay = diag(1,...,1) = I,, donc Ry = I,.
Ainsi, pour tout n € N, R, = X,,, ce qui montre que la suite (X,,) de I’énoncé est
correctement définie et qu’elle converge vers R(A).

Exercice 25.18 :

o Sens direct :
Supposons que p est orthogonal. Soit = € E. p(x) et x — p(z) sont orthogonaux, donc,

d’apres le théoréme de Pythagore, ||z]|* = ||p(z)|* + ||z — p(z)||* > ||p(z)|?, donc, pour
tout = € K, [[p(z)|| < [|l]-

o Sens indirect :

Premiere méthode :

On suppose que pour tout = € E, ||p(z)]| < ||z

Fixons z € E. Soit y € Ker(p). On a

lz =yl > lp(z =yl = lp@)l = llz = (@ = p(2))[| et = — p(z) € Ker(p), donc
d(z,Ker(p)) = inf d(x,y) est atteinte pour y = x — p(z). Mais d’apres le théoreme

yeKer(p)
de la projection orthogonale, cette borne inférieure est uniquement atteinte lorsque y est

la projection orthogonale de z sur Ker(p), donc z — p(x) est la projection orthogonale
de x sur Ker(p). Ainsi Idg — p est un projecteur orthogonal, ainsi que p qui est son
projecteur associé.

Seconde méthode :

On suppose que pour tout z € E, ||p(z)] < ||z|.

Soit y € Ker(p) et z € Im(p) : il s’agit de montrer que yL z.

On a [jp(y + 2)|I* < [ly + 2[1%, c’est-a-dire ||2[|* < [ly[|* + [|2]* + 2 < y|z >.

C’est aussi vrai en remplacant y par ty pour tout ¢ > 0: 0 < £?(|y[|? + 2t < y|z >.

On simplifie par t > 0: 0 < ¢||y||*4+2 < y|z >, puis on fait tendre ¢ vers 0: 2 < y|z >> 0.
Ceci étant vrai pour tout y € Ker(p), on peut également l'appliquer a —y, donc
2 < —ylz >>0.

En conclusion, < y|z >= 0.
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Troisieme méthode :

Supposons que p n’est pas orthogonal. Notons F' = Im(p) et G = Ker(p). Gt ¢ F
(sinon, comme dim(G*) = dim(E) — dim(Ker(p)) = dim(Im(p))) = dim(F), on
aurait G+ = F et p serait un projecteur orthogonal), donc il existe x € G+ \ F' (faire
un dessin).

p(z) =2 — (x — p(r)), mais z € G+ et x — p(z) € G, donc

lp(@)[I* = l|21* + |z — p(x)|* > |[z]]*, car x & Im(p), donc x # p(x).

Ainsi, il existe x € E tel que ||p(x)]| > ||=]|

Exercice 25.21 :

1°)
e La linéarité de I'intégrale permet de prouver que :
<aP+pBQ,R > =a<PR>+<Q,R>
et <PaQQ+PBR> =a<P,Q>4+<P,R>.

Ainsi, application < .,. > est bilinéaire.

e Clairement, pour tout (P, Q) € R[X]?, < Q,P >= < P,Q >.

Ainsi, 'application < .,. > est symétrique.

e Pour tout P € R[X], < P, P >= f;f(t)]P(t)\th > 0, car f est a valeurs positives.
Ainsi, I'application < .,. > est positive.

e Soit P € R[X] tel que < P,P >= 0. L’application [a.b] — R

t o fOIPE)
continue, positive et d’intégrale nulle, donc elle est identiquement nulle. Or f ne s’an-
nule en aucun point, donc, pour tout ¢ € [a,b], P(t) = 0. Donc P admet une infinité
de racines, ce qui prouve que P est nul. Ainsi < .,. > est un produit scalaire sur R[X].
2°)

e Soit (@) une famille orthonormée de polynoémes de R[.X].

Montrons que (1) : (Vn € N deg(Q,) =n) <= (VneN @, € Vect(1,X,..., X™)).
L’implication “ =" est claire.

Réciproquement, supposons que, pour tout n € N, @,, € Vect(1, X, ..., X").

Lorsque n =0, Qg € Vect(1), donc @y est un polynéme constant.

Or Qo # 0, car < Qo, Qo >= 1 # 0. Ainsi, deg(Qo) = 0.

Lorsque n > 0, supposons que, pour tout k € {0,...,n}, deg(Qx) = k, et démontrons
que deg(Qni1) =n+ 1.

Sinon, Q.41 € Vect(1,X,...,X"), donc (Qo, . ..,Qns+1) est une famille libre (car or-
thonormée) de vecteurs de R,,[X].

On en déduirait que n + 2 = card({Qo, ..., Qn+1}) < dim(R,[X]) = n+ 1, ce qui est
faux. Ainsi, deg(Qni1) =n+ 1.

e Le théoreme d’orthonormalisation de Gram-Schmidt, joint a ’équivalence (1) démontre
I’existence et 1'unicité demandée par I’énoncé.

3°) a)
e P, est a coefficients réels, donc P,(@) = 0.

Ainsi, « et @ sont deux racines distinctes de P,. Ceci prouve que T'= (X — o) (X — @)
divise P,.

2 est
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Or T =X?—(a+a@)X + |a|?, donc T est un polynome de R[X] de degré 2, unitaire
et irréductible.

De plus, il existe P € R[X] tel que P, = TP, et deg(P) = deg(P,) — deg(T) = n — 2.
b

° fOT@)P(t)*dt =< P,P, >, or P € R, _5[X] = Vect(Py,...,P,_s), et (Pp)ren
est une famille orthonormée, donc < P, P, >= 0.
[a, b)) — R

t —s FOTOP)
nulle, donc elle est identiquement nulle. Or f et T ne s’annulent en aucun réel de
la,b], donc P = 0. On en déduit que P, = 0, ce qui est faux car deg(P,) =n > 0.
b)
e Supposons que P, admet au moins une racine multiple, notée a.
Alors, il existe P € R, _»[X] tel que Q, = TP, ou T = (X — «)?, puis on raisonne
comme au a).
e Supposons que P, admet au moins une racine « qui n’appartient pas a l'intervalle
la,b.
Alors, il existe P € R,,_1[X] tel que @, = TP, ou T = (X — «), puis on peut raisonner
[a,b)] — R

t — FOT()P(t)

Ainsi, Papplication , est positive, continue et d’intégrale

comme au a), car I'application o, est de signe constant (au

sens large).

4°) XP,y1 € Ryo[X] et (P, ..., P,i2) est une base orthonormée de R,,;2[X], donc
n+2

XPu1 =) <P.XPu1>P.

i=0 ,
Soit i € {0,...,n— 1} : < Po, X Py >— / FOPX Paa(t) =< X Py, Poyy >,
ordeg(XP)=i+1<n+1=deg(P,:1), donc < XP;, P, >=0.

Ainsi, pour tout i € {0,...,n — 1}, < P;, X P41 >= 0, ce qui prouve que
XPoi1=<P,,XPy1> P+ < Ppi1,XPy1> P+ < Phio, XPi1 > Pyyo.
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