Résumé de cours :
Semaine 32, du 2 juin au 7 juin.

Espaces euclidiens (suite)

1 Groupe orthogonal.
1.1 Caractérisations d’un automorphisme orthogonal.

Définition. Soit v € L(E). On dit que u est un automorphisme orthogonal ou une isométrie
vectorielle si et seulement si I'une des propriétés suivantes est vérifiée.
— conservation du produit scalaire : Va,y € F, < u(z),u(y) >=< z,y >;
— conservation de la norme : Vx € E| ||u(z)| = ||z]|-
— sl e est une base orthonormée de F, en posant M = mat(u,e),
M inversible et M~1 =M.

Il faut savoir le démontrer.

Notation. On note O(E) l'ensemble des automorphismes orthogonaux de E.

Propriété. O(FE) est un sous-groupe de (GL(E), o). On l'appelle le groupe orthogonal de E.
Propriété. Siue O(FE), Spr(u) C {1,-1}.

Propriété. Soit u € O(E). Si F est un sous-espace vectoriel stable par u, F- est stable par u.

1.2 Les rotations.

Propriété. Siu € O(E), alors det(u) € {—1,1}, mais la réciproque est fausse.

Définition. Soit u € O(E). On dit que u est une rotation si et seulement si det(u) = 1.
u est une isométrie vectorielle indirecte ou négative si et seulement si det(u) = —1.

Propriété. L’ensemble des rotations de E, noté SO(E), est un sous-groupe de O(FE), appelé groupe
spécial orthogonal. L’ensemble des isométries indirectes de E est noté O~ (E) = O(E) \ SO(FE). 1l
n’a pas de structure particuliere.

1.3 Les symétries orthogonales

Propriété. La symétrie par rapport a F' parallelement & G (ou F' & G = FE) est un automorphisme
orthogonal si et seulement si c’est une symétrie orthogonale (ie : G = F1).

Propriété. Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Notons s la symétrie orthogonale par rapport a
F. s € SO(E) si et seulement si dim(E) — dim(F') est paire.

En particulier, si F' est un hyperplan, s € O~ (E) et, dans ce cas, s est appelée une réflexion,

et si dim(F) = dim(E) — 2, s est une rotation, et dans ce cas, s est appelée un retournement.
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Définition. On dit que deux sous-espaces vectoriels F' et G de E sont perpendiculaires lorsque F~+
et G sont orthogonaux, c’est-a-dire lorsque G+ C F.

1.4 Matrices orthogonales.

Propriété. Soit M € M, (R). C’est une matrice orthogonale si et seulement si 'une des propriétés
suivantes est vérifiée.

— MM =1,;

— M'M =1,;

— M est inversible et M1 =t M.

Propriété. L’ensemble des matrices orthogonales est un sous-groupe de GL,(R) appelé le groupe
orthogonal de degré n et noté O(n).

Propriété. Pour tout M € O(n), det(M) € {—1,1}.

Définition. Les matrices orthogonales de déterminant égal a 1 sont appelées les matrices de
rotations. Les matrices orthogonales de déterminant égal a -1 sont appelées les matrices orthogonales
gauches ou indirectes. L’ensemble des matrices de rotations est un sous-groupe de O(n), appelé groupe
spécial orthogonal de degré n et noté SO(n). L’ensemble des matrices orthogonales indirectes est
noté O~ (n) = O(n) \ SO(n). Il n’a pas de structure particuliere.

Propriété. M € O(n) si et seulement si la famille de ses vecteurs colonnes (ou de ses vecteurs lignes)
est orthonormale dans R™ muni de son produit scalaire canonique.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soient e une base orthonormée de E et e’ une base quelconque de E.
e’ est orthonormée si et seulement si la matrice de passage de e a €’ est orthogonale.

Propriété. Soient u € L(E) et e une base orthonormée de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

— u€O(E);

— mat(u,e) € O(n);

— u(e) est une base orthonormée.

Propriété. (Hors programme) Dans une matrice orthogonale droite, chaque coefficient est égal & son
cofacteur. Dans une matrice orthogonale gauche, chaque coefficient est 'opposé de son cofacteur.

Propriété. Si M € S, (R), il existe P € O(n) et D diagonale telles que M = PDP~! = PD!P.

2 Orientation d’un espace vectoriel réel.

Dans ce paragraphe, E est un R-espace vectoriel de dimension finie n > 0, pour le moment non muni
d’une structure euclidienne.

Notation. B étant I'ensemble des bases de E, on convient que V(e, ') € B2, eRe’ <= det(P¢) > 0.

Propriété. R est une relation d’équivalence sur B.
B/R est formé de deux éléments qui sont appelés les orientations de E.
“Orienter E”, c’est choisir I'une de ces deux orientations qui devient ’ensemble des bases directes.

Hypotheése : jusqu’a la fin de ce chapitre, on suppose que E est un espace euclidien orienté de
dimension n > 0.

Définition. Soit D une droite vectorielle incluse dans E que l'on oriente en choisissant un vecteur
unitaire ¥ € D. “Orienter I'hyperplan D+ par le vecteur k de D”, c’est choisir comme orientation de

-

D+ 'ensemble des bases (e, ...,e,_1) de D+ telles que (eq,...,e,_1,k) est une base directe de E.
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Propriété. Soient e et ¢/ deux bases orthonormées de E. On suppose que e est directe.
Alors €’ est directe si et seulement si PS¢ € SO(n).

Propriété. Soient u € L(E) et e une base orthonormée directe de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

— u € SO(E);

— mat(u,e) € SO(n);

— u(e) est une base orthonormée directe.

3 Produit mixte.

Dans tout ce paragraphe, F désigne un espace euclidien orienté de dimension n > 0.

Définition. Soit (z1,...,2,) € E™. Le produit mixte de (x1,...,x,) est det.(x1,...,2,), oll € est
une base orthonormée directe quelconque de E. Il est noté det(xy,...,x,) ou encore [x1,...,2y].
Remarque.

Si on change 'orientation de 'espace E, le produit mixte est changé en son opposé.

Propriété.
On suppose que n = 2. L’aire d’un parallélogramme ABCD vaut \det(@, mﬂ

Propriété. On suppose que n = 3. Le volume d’un parallélépipede dont les cotés correspondent aux
vecteurs u, v, et w vaut |det(u, v, w)|.

4 Géométrie plane

Notation. FE est un plan euclidien orienté dont (7, 7) est une base orthonormée.

—

Pour tout a € R, on notera u, = cos(a)? + sin(a)J.

4.1 Le groupe orthogonal de degré 2

Propriété.

50(2)—{36—(‘7"59 SM) /961@}.0(2)—{50— <C°S" snf ) /QER}.

sinf cos6 sinf —cos@
Il faut savoir le démontrer.

Formule. Pour tout (6.0) € B2 £ (S0 ) = (el T 0)) ey (o) = (a0 ).
Formules : RgR, = Ry+y, RSy = S+, SoSp = Ro—y, SoRy, = Sp—o.

11 faut savoir le démontrer.

Formule. Pour tout (6, ¢) € R?, Sa_l =Sp et S;1ReS, = R_g.

(R,+) — (SO(2), x)

0 —— Re
déduit que (SO(2), x) est un groupe commutatif.

Propriété. L’application est un morphisme surjectif de groupes. On en

Propriété. L’application Ry — € est un isomorphisme entre les groupes (SO(2), x) et U.
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4.2 Les isométries vectorielles du plan

Propriété. Soient s € O~ (E). Il existe § € R tel que mat(s,e) = Sp. s est la réflexion par rapport a
la droite vectorielle Rug . Ainsi, les éléments de O~ (E) sont les réflexions de E.

Définition. On suppose que E est orienté. Soit r € SO(F). La matrice Ry de r dans une base
orthonormée directe de F ne dépend pas du choix de cette base. 0 est appelé ’angle de la rotation r,
déterminé a 27 pres. Si on change d’orientation, cette mesure est changée en son opposé.

4.3 Angles

Notation. FE désigne un plan euclidien orienté.

Définition. Soient z et y deux vecteurs non nuls de E. L’angle orienté des vecteurs x et y est 'angle

— < > det
de I'unique rotation qui transforme T oen L cos (z,y) = S5y~ M.
I [yl [l ([{ly [l [[{]y]

Propriété. Les x; désignant des vecteurs non nuls de F, on a les formules suivantes :

et sin @ =

¢ Relation de Chasles : (m) + (l;l‘\g) = (m)

o (zz,m1) = —(a1,2).

o (:10/1,?2) =0<= Ryz; =R 29 et (x/l,?g) =7n1<= Rz =R_x,.

o Sir est une rotation, (r(xmxg)) = (m)

¢ Si s est une réflexion, (s(xj:s\(zg)) = 7(1’/1,-?2)

Définition. FE est un espace préhilbertien quelconque. L’angle non orienté ou écart angulaire des

— <zy>
vecteurs x,y € E est (x,y) = arccos (m> € [0, ].
Ty

—

— Lorsque (x,/ﬂ) €]0, [, cet angle est dit aigu;
— Lorsque (z,y) €]5,7[, cet angle est dit obtus;
— Lorsque (z,y) = % (i.e lorsque z_Ly), on dit que c’est un angle droit ;

p—

— Lorsque (z,y) € {0,7}, on dit que c’est un angle plat :

4.4 Les droites affines du plan usuel
On se place dans un plan affine £ euclidien orienté.

Propriété. Les droites affines de £ ont pour équation : ux + vy +w = 0, ou (u,v) # 0.

Le vecteur de coordonnées (u,v) est orthogonal & la droite.

Les droites non paralleéles & 7 admettent une équation de la forme y = px + ¢, p étant appelé la pente
de la droite.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (xg,yo) et orthogonale au vecteur (u,v) a
pour équation u(x — xo) + v(y — yo) = 0.

Propriété. La droite passant par le point de coordonnées (xg,yo) et dirigée par le vecteur (u,v) a
u T — I

our équation —v(x — xg) + u(y — =0= .
pour éq ( 0) +u(y — yo) v U=

Propriété. La droite passant par les points (supposés distincts) de coordonnées (zg,yo) et (z1,y1)
— o T1—To| _

a pour équation
P d Y—Yo Y1 — Yo
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5 Géométrie dans ’espace

E est un espace euclidien orienté de dimension 3 et £ est un espace affine de direction F. On dit que
E est lespace usuel. On fixe un repere de £, noté R = (O, e), ol e une base orthonormée directe de

-,

E, notée e = (7,7, k) ou e = (e, €2, e3) selon les cas.

5.1 Le produit vectoriel (hors programme).

Définition. Sia,b € E, a A b est 'unique vecteur de F tel que ’Vx € E det(a,b,x) =<aAbx >.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. L’application (a,b) — a A b est bilinéaire et antisymétrique.

Propriété. Soit (a,b) € E2. (a,b) est un systeme lié si et seulement si a A b= 0.
II faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a et b deux vecteurs indépendants entre eux.
Alors a A b est un vecteur orthogonal & a et b tel que (a,b,a A D) est une base directe de ’espace. De
plus ||a A b|| = ||al]|||b]| sin ¢, out ¢ est I’angle non orienté entre a et b.

Formule. Identité de Lagrange : Pour tout (a,b) € E?, < a,b >2 +|a Ab||* = ||a|?||b]|*.

Propriété. e; Aes =e3 exANes=e; e3Aep =es.

| az [ }
a1 b1 aa g
Formule. Sia= |ay etb= |By alorsaAb= _‘ al ﬁl ’ .
3 pP3
e a3 e ﬂ3 |O[1 /81}
e (&%) 52

Il faut savoir le démontrer.

5.2 Equation d’un plan

Propriété. Les plans affines de £ ont pour équation : uz + vy + wz +t =0, ou (u, v, w) # 0.
Le vecteur de coordonnées (u,v,w) est orthogonal (on dit aussi normal) au plan.
La direction du plan est le plan vectoriel d’équation ux + vy + wz = 0.

Propriété. Deux plans de £ d’équations uz+vy+wz+t =0 et v'z+v'y+w'2+t = 0 sont paralleles

si et seulement si les vecteurs normaux de coordonnées (u, v, w) et (u',v’,w’) sont colinéaires, donc si
/

m U
et seulement si v A v =0.
!
e w € w

Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (xg, yo, 7o) et orthogonal au vecteur (u, v, w)
a pour équation u(z — xo) + v(y — yo) + w(z — z0) = 0.

Propriété. Le plan passant par le point de coordonnées (xg, o, 20) et dirigé par deux vecteurs

T—x9 u U
indépendants de coordonnées (u, v, w) et (u’,v’,w") a pour équation cartésienne |y —yo v v’ | =0.

22—z w w
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5.3 Systeme d’équations d’une droite

Propriété. Une droite affine de £ admet un systeme d’équations de la forme :

{ u,u;_:_;jz I Z;Zz—:—tt’ i 8 ,ounur +vy+wz+t=0et vz +v'y+wz+t =0 sont les équations

u U
de deux plans affines non paralleles. Cette droite est dirigée par le vecteur v A v,
!

e w [ w

5.4 Le groupe orthogonal en dimension 3

Théoreme. Réduction des matrices orthogonales :
On suppose ici que E est un espace euclidien de dimension n > 1.
Siu € O(E), il existe une base orthonormale B de E telle que

Ly 0 ... ... 0
0 —-Iy, O ... O
mat(u, B) = 0 0 1 :
0 . 007

N (cos 0; —sinb;
.=

ouT; = sinf,  cosb; ) avec sinf; # 0 et k1 + ko +2p = n.

Notation. Soient w un vecteur non nul de E et § € R. On désigne par r(w,d) I'unique rotation de
E qui laisse invariant w et qui induit sur le plan w™, orienté selon le vecteur w, la rotation d’angle 6.

Propriété. Soient w un vecteur non nul de E et 6 € R. Il existe une base orthonormée directe e de
cosf —sinf 0

E telle que mat(r(w,0),e) = | sinf cosf 0 |. Plus précisément, on peut choisir e = (i, j, k) ol
0 0 1

(i,7) est une base orthonormée directe du plan w*

, orienté selon le vecteur w et ou k = W
w

Théoréme. Sir € SO(E), il existe w € E'\ {0} et § € R tels que r = r(w, §).

Remarque. Sir € SO(F), on obtient w tel que r = r(w,#), en étudiant I'équation r(z) = =,
Tr(r) =1+ 20059‘.

c’est-a-dire en recherchant les vecteurs propres pour la valeur propre 1. De plus,

Remarque. Soit u € O~ (E). det(—u) = (—1)3det(u) = 1, donc —u € SO(E).
Ainsi, on peut décrire géométriquement une isométrie indirecte, en déterminant
w e E\{0} et 0 € R tels que u = —r(w,0).
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Calcul différentiel

Dans ce chapitre, on fixe deux R-espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives p et n, une
application f de U dans F, ou U est un ouvert de E, une base e = (eq,...,e,) de E et une base
e =(ef,...,e,) de F.

6 Dérivées partielles

Définition. Fixons a € U et v € E \ {0}.
Sit+— f(a+ tv) est dérivable en 0, on dit que f est partiellement dérivable en a selon le vecteur v,
et dans ce cas, la dérivée de t — f(a + tv) en 0 est appelée la dérivée partielle de f en a selon le

d
vecteur v ; elle est notée D, f(a) : D, f(a) = (dt [f(a+ tv)D(O)
Propriété. Pour tout z € U, notons f(x Z filz (a) est définie si et seulement si, pour

tout ¢ € N, D, fi(a) est définie, et dans ce cas, D, f(a Z D, fi(a

Propriété. Soient ¢ : U — F et (o,3) € R Si v( )(a) et Dy(g)(a) sont définies, alors
D,(af 4+ Bg)(a) est définie et D, (af + Bg)(a) = aD,(f)(a) + 5D, (g)(a).

Propriété. On suppose que F =R. Soit g : U — R. Si D,(f)(a) et D,(g)(a) sont définies, alors
Dy(fg)(a) est définie et Dy(fg)(a) = g(a)Dy(f)(a) + f(a)Du(g)(a).

Définition. Soit j € N,,. Si elle existe, on appelle jéme dérivée partielle de f en a la dérivée partielle

0
de f en a selon le vecteur e;. Dans ce cas, on la note D, f(a) ou —f(a).

8xj
7 Différentielle

Définition. On dit que f est différentiable en a € U si et seulement si il existe une application
linéaire de F dans F', qui est alors unique et notée df(a) telle que, lorsque h € E tend vers 0,
fla+h) = f(a) +df(a)(h) + o(h). Dans ce cas, df (a) est appelée la différentielle de f en a.

Il faut savoir le démontrer.

Remarque. Lorsque E =R, f est différentiable en a € U si et seulement si f est dérivable en a.
Dans ce cas, d(f)(a).h = f'(a).h = h.f'(a) et f'(a) =d(f)(a).1.

Propriété. Si f est différentiable en a, alors f est continue en a.

Propriété. On suppose que f est différentiable en a. Alors pour tout v € E, f admet une dérivée
partielle en a selon le vecteur v et D, f(a) = d(f)(a)(v).
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Si f est différentiable en a, alors d(f Z dx7
Définition. Notons f(x Z fi(x)e;. Si f est différentiable en a, on appelle matrice jacobienne de
. / _ 8fz
f en a, et on note Jy(a), la matrice de d(f)(a) dans les bases e et ¢’. Alors, Jy(a) = e (@), oo
J 1<5<p

Définition. On dit que f est différentiable sur U lorsque, pour tout a € U, f est différentiable en a.
Dans ce cas, on dispose de la différentielle de f, notée d f : U — L(E, F).

©Fric Merle 7 MPSI2, LLG



Semaine 32 : Résumé de cours 9 Applications contintiment différentiables

8 Cas des applications numériques

8.1 Le gradient

Notation. dans ce paragraphe, on suppose que F' = R.

Définition. Supposons que F est un espace euclidien et que f est différentiable en a. Il existe un
unique vecteur de E, appelé gradient de f en a et noté Vf(a) telque:Vh € E < Vf(a))lh >=df(a)(h).

p

Sie=(e1,...,ep) est une base orthonormée de E, Vf(a) = E g—f(a)ej.
7
j=1 "

—V f(a) est la direction de plus grande pente.

8.2 Recherche des extrema

Définition. Si f : U — R est différentiable, a € U est un point critique de f si et seulement si,
T @) =0

——(a) = 0.

637]‘

Théoréme. Si f est différentiable et si f admet un extremum local en a € U, alors a est un point
critique de f.

pour tout j € {1,...,p}

9 Applications continiment différentiables

9.1 Définition

Définition. On dit que f est une application de classe C' sur U, ou qu’elle est contintiment
différentiable sur U si et seulement si f est différentiable et d(f) est continue de U dans L(E, F).

Théoréme. f est de classe C! sur U si et seulement si pour tout j € {1,...,p}, Iapplication jeme
dérivée partielle de f est définie et continue de U dans F.

Propriété. f est de classe O sur U si et seulement si pour tout v € E \ {0}, Papplication D,(f) est
définie et continue.

f+ U — F
n
.’ ’ 1 . . . .
Propriété. N Z filz)e! est de classe C* sur U si et seulement si pour tout i € N, f;
i=1

9

est de classe C! sur U.

9.2 Exemples

Propriété. Si f € L(E, F), alors f est de classe C! et, pour tout a € E, d(f)(a) = f.

Lemme : Si F, F’ et F” sont trois R-espaces vectoriels et si B : F x F/ — F” est une application
bilinéaire continue, alors il existe k € Ry tel que pour tout (z,y) € F x F', ||B(z,y)|| < kllz|||y]-

Propriété. Soient F’ et F” deux R-espaces vectoriels de dimensions finies et B : F x F' — F”
une application bilinéaire. Alors B est de classe C! et d(B)(u,v)(h,h’) = B(h,v) + B(u, h’).

Il faut savoir le démontrer.
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