Feuille d’exercices 26.
Calcul différentiel et familles sommables

Calcul différentiel

Exercice 26.1 : (niveau 1)
Pour tout (z,y) € R?, on pose f(z,y) = (2 +zy)sin + si ¢ # 0 et f(z,y) = 0 lorsque
xz=0.

1°) Etudier la continuité de f.

0 of of
2°) Calculer %(0,0) et a—y(0,0).

0 0
3°) Les applications 9/ et 9f sont-elles continues en (0,0) ?

or Oy

Exercice 26.2 : (niveau 1)
Sur B = {(z,y) € R*/ 2% +y*> < 1}, on pose f(z,y) = cos®(z) + sh?(y).

1°) Quels sont les points critiques de la restriction de f a l'intérieur de B ? Préciser
la nature de ces points critiques.

2°) Calculer (0)eB (x,y).

Exercice 26.3 : (niveau 2)
Soit X, un élément de R3. Déterminer les applications ¥ : R?® — R, de classe C1,
telles que, pour tout X € R3, graé(llf)(X) = U (X)X,.



Exercice 26.4 : (niveau 2)

U désigne un ouvert de C.

Soit f une application de U dans C.

On considere C comme un R-espace vectoriel de dimension 2 et on se place dans la
R-base (1,4) de C.

Soit a € U. On dit que f est holomorphe en a si et seulement si il existe £ € C tel que

flat hi)z — /() — (. Dans ce cas, on pose { = f(a).

h#£0

1°) Montrer que f est holomorphe en a si et seulement si f est différentiable en a,

of of

avec ——(a) = i—(a).
(@ =gt
2°) On suppose que f est holomorphe en tout point de U.
Ainsi f’ est définie sur U. On suppose également que f’ est holomorphe sur U.

Mont tt€U82()+82f() 0

ontrer que pour tout a —=(a) + —5(a) = 0.

Réciproquement, si f vérifie cette derniere condition, f est-elle nécessairement holo-
morphe sur U ?

Exercice 26.5 : (niveau 2)
f: My,(R) — R

X — JTr(l,+'XX)
Montrer que f est de classe C! et calculer sa différentielle.

Notons . Calculer les dérivées partielles de f.

Exercice 26.6 : (niveau 2)
Déterminer les points critiques de application M —— det(M), de M,,(R) dans R.

Exercice 26.7 : (niveau 3)

1°) On pose f(u,v) = uv(l —u—wv).
Justifier que f admet un maximum global sur [0, 1] x [0, 1].
Etudier les extremums de f sur [0,1] x [0, 1].

2°) Dans le plan usuel, ABC désigne un triangle rectangle isocele. Si M est un bary-
centre des points A, B, C' a poids positifs, on note g(M) le produit des distances de M
aux 3 cotés du triangle. Déterminer les extremums de g.

Exercice 26.8 : (niveau 3)
1Y

Déterminer les extrema sur R2 \ {0} de (z,y) — :
SOl G D
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Familles sommables

Exercice 26.9 : (niveau 1)
aPb?

(p+q) ) (p,q)EN?

Soit (a,b) € C? avec a # b. Calculer la somme de la famille double (

Exercice 26.10 : (niveau 1)

Soit (a,b) €]1, +oo[%. Montrer que la famille ( est sommable.

a™ + bm) (n,m)eN?

Exercice 26.11 : (niveau 2)
Pour tout couple (m,n) € N*?, on pose

1 n mn 1 n+1\"
Um,n = - .
’ n+1l\n+1 n—+2\n+2

1°) Montrer que pour tout m € N*, la série E U, n converge et calculer sa somme
n>1

notée v,,, puis montrer que la série E v, converge et calculer sa somme.
m>1

2°) Montrer que pour tout n € N*, la série E U, n, converge et calculer sa somme
m>1

notée w,, puis montrer que la série E w, converge et calculer sa somme.
n>1

3°) Commenter les résultats précédents.

Exercice 26.12 : (niveau 2)

—+00

1
1°) A quelle condition sur « peut-on poser R, = Z o
k=n
2°) Déterminer la nature de la série Y R,,.
+oo “+o0o 1
3°) En cas de convergence, montrer que R, = —.

Exercice 26.13 : (niveau 2)

Pour a € R, la famille (

n >( - est-elle sommable ?
P + q“/ (p,g)eN*

Exercice 26.14 : (niveau 3)

=1 2 =1 4 1
En admettant que Z 2= et que Z 1= o0 calculez Z — 5
n=1 n=1 (p,q)EN*2 pq
pAg=1
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Exercice 26.15 : (niveau 3)

Produit eulérien :

On note P I’ensemble des nombres premiers et on désigne par p, le nieme nombre
premier.

Pour tout n € N*, on note A, I’ensemble des entiers non nuls dont la décomposition
en facteurs premiers ne fait intervenir que les nombres premiers p, avec k < n. Ainsi,
pour tout m € N*, m € A, <= [Vp € P, pjm = p € {p1,...,pn}]

On fixe s € C tel que Re(s) > 1.

|
1°) Pour tout n € N*, montrer que H I = Z q”.
= qun

+oo
o ¥ 1 —s
2°) En déduire que H = 5 q°.
pEP q=1

Exercice 26.16 : (niveau 3) On note P I’ensemble des nombres premiers et on désigne
par p, le nieme nombre premier.

Pour tout n € N*, on note A, I'ensemble des entiers non nuls dont la décomposition
en facteurs premiers ne fait intervenir que les nombres premiers p, avec k < n. Ainsi,
pour tout m € N*, m € A, <= [Vp e P, plm = p € {p1,...,pu}]-

n

. 1 1
1°) PourtoutnGN,montrerquel_ll_L = Z 5
k=1 Pk qEA,
2°) En déduire que ]}_[1 T pL e +o0
= k

1
3°) Montrer que E — diverge.
Dk
k
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Exercices supplémentaires
Calcul différentiel

Exercice 26.17 : (niveau 1)
f: Mu(R) — M,(R)

Y o x? est une application de classe C* et calculer

Montrer que
sa différentielle.

Exercice 26.18 : (niveau 2)

Soit f lapplication de R? dans R définie par :

V(z,y) € R? f(z,y) = (y — 2?)(y — 22°).

Déterminez les points critiques de f.

Montrez que la restriction de f a toute droite passant par I'origine admet un minimum
local en l'origine mais que f n’admet pas d’extremum local en 1'origine.

Expliquer ce phénomene en étudiant {(z,y)/f(x,y) < 0}.

Exercice 26.19 : (niveau 2)
Soit f lapplication de R? dans R définie par :

V(z,y) € R*\ {(0,0)} f(z,y) = (x+y)\/x2+y2sin<

Montrer que f est continue sur R2.
f est-elle de classe C! sur R?*?

Exercice 26.20 : (niveau 3)
Soit (p,n) € N*2. Notons, pour tout M € M, (R), p(M) = Tr(MP).
Montrer que ¢ est de classe C! et calculer sa différentielle.

1

Exercice 26.21 : (niveau 3)
Soient n € N*, f une application de classe C? de R™ dans R et « un automorphisme
orthogonal de R™. On pose f = f owu. On rappelle que le laplacien de f est

n 92 ~
Af = Za—x‘g Montrer que Af = (Af) o u.
k=1

Exercice 26.22 : (niveau 3)
Soit f : R — R une application de classe C?. On définit ¢ : R? — R par les

w ot siw =y, g(w,x) = f(2).

Montrez que ¢ est une application de classe C! sur R2.

relations suivantes : Si x # vy, g(x,y) =

Exercice 26.23 : (niveau 3)

Soit U un ouvert convexe de R" et f : U — R une application convexe. On fixe
u € U et on suppose que toutes les dérivées partielles de f existent en wu.

Montrer que f est différentiable en u.
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Familles sommables

Exercice 26.24 : (niveau 1)
On considere la famille () mn)en, définie par les relations suivantes : Pour tout

pEN, up, =1, Ugpopt1 = Ugpt1,2p = —1, les autres éléments de la famille étant nuls.
400
Montrez que pour tout m € N la série E Um,n €St convergente et que la série E E Um,n
n m n=0

est convergente.
La famille (tm,5)(m,n)en est-elle sommable ?

Exercice 26.25 : (niveau 1)

1
Etudier la sommabilité des suites doubles (—— w2 et (———— 2.
(p%q% Jpaen (PCI(p +q) Joaen

Exercice 26.26 : (niveau 2)
Soit f : R — R une application continue.
Montrer que la famille (f(¢)),eq est sommable si et seulement si f est nulle.

Exercice 26.27 : (niveau 2)

1
On pose S, = Z ]—)

p=1
1°) Montrer qu'il existe v € R tel que S, = In(n) + v + o(1).

1
2°) Pour (p,q) € N?, On pose u,, = —— sip#qetu,,=0.
P —q

400 400
Justifier ’existence et calculer Z Z Up q-
q=0 p=0
+o0 +oo
3) Que dire de Z Z Upg !
p=0 ¢=0

Exercice 26.28 : (niveau 2)
Calculer Z 9-34-p=(rta)®,
(p,g)EN?

Exercice 26.29 : (niveau 2)
Soit @ € R.

).

1°) Déterminez la nature de la famille (—)

0+ 0/ pgeneoy
2°) Pour la suite de 'exercice, on fixe n € N*.
Soit r € N*. On note S, = {(p1,...,pn) € N"/p1 +--- 4+ p, = r} et E, l'ensemble
des suites strictement croissantes de N,,,,._; contenant exactement n — 1 éléments. On
considere ’application suivante

Y E. — 5
(a1,...,an-1) +— (a; —ai—1 — 1)1<i<n

Y
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ou pour toute suite (ay,...,a,_1) € E, on convient que ay = 0 et a,, = n + r. Montrez
que ¢ est bijective et en déduire le cardinal de S,.

)
(pl 4+ -4 pn)a (p1,-..,pn)EN"\{0}

).

3°) Déterminez la nature de la famille (

Exercice 26.30 : (niveau 2)
On note A ’ensemble des entiers naturels non nuls dont I’écriture décimale ne comporte

1
aucun 9. Montrer que la famille <—> | est sommable.
a/ ac

Exercice 26.31 : (niveau 3)
Soient (a,) et (u,) deux suites de complexes.

1°) Siw, — 0,montrerque  sup  |ux| —> 0, ou E(h) désigne la partie entiere
n—+oo kE{E(%),,n} n—+oo

de h.

2°) Siu, —+> 0 et si ) a, est absolument convergente, montrer que le terme général
n—-+00

du produit de Cauchy de _ a, et de > u, tend vers 0.

3°) Si ) u, converge et si Y a, est absolument convergente, montrer que 6, — 0,

n—-+0oo
n n n k

RT3 SR 3) oI

p=0 q=0 k=0 ¢=0
Qu’a-t-on démontré ?
Exercice 26.32 : (niveau 3)
Soit (an)nen+ une suite de complexes telle que Z a? est absolument convergente.

n>1

1°) Montrer que, pour tout n € N*|

n

T 2\ 2 2 lak||ay|
x( E (—l)k]ak|e’km) dr = — E —r
/;W k=1 t 1<k<n k +p
1<p<n

apQy
p+q

2°) Montrer que la famille < ) est sommable.
p,qEN*
Exercice 26.33 : (niveau 3)
Soit A une partie de N*. Pour tout n € N*, on pose d, = |[AN{1,...,n}.

n
Si d,, ~ —, montrer que la famille <—> n’est pas sommable.
Inn a/ acA

Exercice 26.34 : (niveau 3)

1

Pour tout = € R, on pose f(z) = Z olpl+q°
PEL,qEN*
p/\q:l,%<z

Montrer que f est une application de R dans R. Montrer que f est croissante et
déterminer ’ensemble de ses points de discontinuité.

LLG, MPSI 2, 2024/2025 7



