Résumé de cours :
Semaine 33, du 10 juin au 13 juin.

Premiere partie

Calcul différentiel (suite et fin)

Dans ce chapitre, on fixe deux R-espaces vectoriels E et F' de dimensions respectives p et n, une

application f de U dans F, ou U est un ouvert de E, une base e = (eq,...,e,) de E et une base
/

e =(ef,...,e,) de F.

1 Composition

Théoréme. Soit G un troisieme R-espace vectoriel de dimension m € N* et V un ouvert de F'.
I Uu — V g: Vv — G

Soient et deux applications différentiables
%‘—Zl‘geg — Zfz e y—Zyz — g(y) pp

(resp : de classe Cl) Alors g o f est différentiable (resp : de classe C1) et , pour tout a € U, on a
d(g o f)(a) = d(g)(f(a)) o d(f)(a) et Jgor(a) = Jo(f(a)) x J¢(a).

Il faut savoir le démontrer.

afi
Formule. Regle de la chaine : g;f Z 6fo 8% (f(a)).
M: I — U;)
Propriété. Soient I un intervalle (non nécessairement ouvert) de R, PN Z 0;(t)e; 10

arc paramétré dérivable (resp : de classe C1) et f : U — F une application différentiable (resp : de
classe C1). Alors f o M est un arc paramétré dérivable (resp : de classe C1) & valeurs dans F.

De plus, (f o M)'(a) = d(f)(M(a)).M'(a) = ZM;<a>§;;<M<a>>.

3=
Lorsque F' =R et E est euclidien, on a aussi (f o M)'(a) =< [V f](M(a))|M'(a) >

Remarque. Dans le cas ou E = RP, on peut écrire cette formule sous la forme suivante :
b

a1 d[f(Ml(t),d.t. L My(t))] (a) = ZM]’.(G)(%C(Ml(aL oy My(a)).

Propriété. Si U est convexe, f est constante si et seulement si f est de classe C* et d(f) = 0.
Il faut savoir le démontrer.
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Propriété. Soient f : U — F et ¢ : U — R deux applications différentiables (resp : de classe

f: U — F
o). Alors ¥ f est une application différentiable (resp : de classe C1) et
) v o().f(z) PP (resp )

VaeU YheU dlg.f)(a).h = [dp(a).h).f(a) + [p(a)].]d(f)(a).h].

2 Un peu de géométrie différentielle
2.1 Vecteurs tangents

Définition. Soit X une partie de F et x un point de X. Soit v un vecteur de F.

On dira que v est un vecteur tangent a X en x si et seulement si il existe € > 0 et un arc paramétré
M :]—¢g,e[— X dérivable en 0 tel que x = M(0) et v = M’'(0).

En résumé, lorsque v # 0, v est tangent a X en x si et seulement si v dirige la tangente en x a un arc
paramétré tracé sur X passant par x.

2.2 Plan tangent a une surface

Notation. On suppose que FE est euclidien de dimension 3.

Définition. On appelle nappe paramétrée différentiable toute application différentiable

M (u UU) : M(u,v)’ ot U est un ouvert de R%. M (U) est le support de la nappe M.

Définition. Soit M : U — FE une nappe différentiable et soit (ug,vg) € U. Toute combinaison

oM
linéaire des vecteurs G—(uo, vp) et a—(uo, vp) est un vecteur tangent & M (U) en M (ug, vg). Lorsque
u v

oM oM . oM oM
(—au (up, vo), Do (uo,v0)) est libre, le plan affine M (uo, vo) + Vect(iau (1(;(};;0% o (uoaa;\);)) est ap-
pelé le plan tangent & M en M (ug,vg), et la droite affine M (ug,vo) + R (a(uo, vg) A 8—(u0, v0)>
u v

est appelée la normale & M en M (ug, vg).

Propriété. Soit U un ouvert de R? et f : U — R une application différentiable.
Alors la surface S d’équation z = f(x,y) est appelée le graphe de 'application f. S est aussi le support

x
de la nappe paramétrée différentiable M : U — R? définie par M(z,y) = y oo
f(x,y)
Ty
Fixons (z9,y0) € U et notons zo = f(xo,yo) et My = Yo -
20

Alors le plan tangent en My a S a pour équation z — zp = (z — xo)g(:ﬂm yo) + (y — yo)%(xo, Yo)-
€ Y

Il faut savoir le démontrer.

2.3 Surfaces de niveau

Notation. On suppose que F est euclidien. Soit U un ouvert de E et f : U — R différentiable.
On appelle surfaces (ou lignes) de niveau de f les ensembles {x € U/f(x) = k}, ou k est fixé.

Propriété. Soit x un point de la surface de niveau X = {x € U/f(x) = k}. Alors tout vecteur
tangent en x a X est orthogonal au gradient de f en =x.

On dit que le gradient de f est orthogonal aux surfaces de niveau de f.

Il faut savoir le démontrer.
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Deuxieme partie
Familles sommables
3 Familles sommables de réels positifs

Notation. Pour tout ce paragraphe, on fixe un ensemble I.
On fixe également une famille u = (u;);e; € R% de réels positifs indexée par I.

Définition. On pose Zui = J?;R) Zui € Ry U {+oo} .
el J finie 1€J

Définition. La famille u est sommable si et seulement si Z u; < 400, c’est-a-dire si et seulement si
icl
il existe M > 0 tel que, pour toute partie finie J de I, Z u; < M.
icJ
Propriété. Si (u;);cr est sommable, alors {i € I/u; # 0} est au plus dénombrable.
Remarque. Pour toute la suite, I est supposé au plus dénombrable.

Propriété. Soient v = (v;);e; et w = (w;)i;er deux familles de réels positifs telles que, pour tout
i €1, v; <w;. Siw est sommable, alors v est également sommable et Z v; < Z w;
il i€l
Propriété. Lorsque v = (v;);ecr et w = (w;);er sont deux familles de réels positifs telles que, pour
tout @ € I v; < w;, on peut toujours écrire que, dans [0, +00], Z v; < Z w;.
i€l i€l
Propriété. Soit (J,),en une suite adaptée & I. Les propriétés suivantes sont équivalentes :
— (u;)ser est sommable.
— La suite ( u) est majorée.
Z ! neN .
i€Jn
— La suite (Z uz) est convergente dans R,.
i€J el

De plus, dans ce cas, E u; = sup E u; = lim E Uj.
il nel; e

iE€Jp i€Jy
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Lorsque I =N, (u,) € RIE est sommable si et seulement si Y u,, est convergente et dans

+oo
ce cas, E Up = E Uy, -

neN n=0

Théoréme. Supposons que I est dénombrable et soit ¢ une bijection de N dans I.

+oo
(u;)ier est sommable si et seulement si Zu@(n) est convergente et dans ce cas, Zul = Z U (n)-
el n=0
Propriété de linéarité : Si (v;);cs; et (w;);er sont deux familles sommables de réels positifs, alors
pour tout o € Ry, (aw; + w;)ier est sommable. Dans ce cas, Z(avi +w;) =« Z v; + Z w;.
i€l iel iel
Il faut savoir le démontrer.
Convention : Soit (u;);cr une famille d’éléments de Ry U {+o00}.
S’il existe io € I tel que u;, = 400, on convient que Zui = 4o00.
i€l
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Convention : lorsqu’on travaille dans R4 U {400}, on utilise la convention 0 x (4+o00) = 0.
On convient aussi, mais c’est plus universel, que pour tout € R% , 2 X (+00) = +00.

Propriété. Soit (v;);cr et (w;)ier deux familles d’éléments de Ry U {+oo} et soit o € Ry U {+0o0}.

Alors, dans tous les cas, Z(avi +w;) =« Z v; + Z w;.
il il il

4 Familles sommables de complexes

Notation. I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,),en est une suite adaptée a I.
On fixe une famille u = (u;);c; de complexes.

Définition. (u;);ecr est sommable si et seulement si la famille (|u;|);cr est sommable dans Ry .

(u;)icr est sommable si et seulement si Z lui| < +oof

Ainsi,

iel
Propriété. Supposons que tous les u; sont réels. On pose u;” = max(u;,0) et u; = max(—u;,0). :
w; = uf —u; et |u;| = ul + u;. (ui)icr est sommable si et seulement si (u;);er et (u; )ier sont
sommables. Dans ce cas, on pose E u; = E uj‘ - E u; .

i€l i€l i€l
Propriété. Supposons que les u; sont complexes. Alors Re(u) = (Re(ug))rer et Im(u) = (Im(ug))ker
sont & valeurs dans R. u est sommable si et seulement si Re(u) et Im(u) sont sommables et dans ce

cas, on convient que Z ug = ZRe(uk) +1 Z Im(ug),

kel kel kel
Propriété. V(u;);c; € CI, g u; = lim E uj.
. n—-+oo 4
el JE€JIn

Il faut savoir le démontrer.
Inégalité triangulaire : si u est sommable, alors { E ui| < E g
il il

Propriété. Lorsque I = N, une suite (up),en est sommable si et seulement si la série > w, est

+oo
absolument convergente. Dans ce cas, E Uy = E Up,-
neN n=0

Propriété. Lorsque I = Z, (u,)nez est sommable si et seulement si les séries E Uy, €t E U_, sont
n>0 n>0

—+oo —+o0
absolument convergentes et dans ce cas E Uy, = E U_y + E Up,-
n=1

nez n=0
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5 Propriétés des familles sommables
Notation. I désigne un ensemble au plus dénombrable et (J,),en est une suite adaptée a I.

5.1 Linéarité

Propriété de linéarité : soit a = (a;);c; et b = (b;);er deux familles sommables de complexes et
soit a € C. Alors la famille ca + b = (aa; + b;);c; est sommable et Z(aai +b)=« Z a; + Z b;.
i€l il iel
Il faut savoir le démontrer.
Propriété. Soit (u;)ier € Rfr et (v;)ier € CL. Si pour tout i € I, |v;] < u; et si (u;) est sommable,
alors (v;) est sommable et ’Z vl—| < Zul
i€l iel
Notation. [°°(I,K)est ensemble des familles (u;);c; bornées de réels,
et pour p € [1, 400, IP(I,K) = {(Ul)Le[ / Z lu; [P < +oo}.
il
Propriété. ['(I,K), 12(I,K) et [°°(I,K) sont des sous-espaces vectoriels de K.
De plus si (a;) et (b;) sont dans 12(1,K), alors (a;b;) est un élément de I (I, K).

Propriété. Pour tout (u;), (v;) € I*(I,R), on pose ((u;)|(v;)) = Zuﬂh

icl
I2(I,R) muni de (.|.) est un espace préhilbertien.
Propriété.
— En posant ||(u;)icrlloo = sup |u;|, (1°°(I),K) est un espace vectoriel normé;
iel
— En posant ||(u;)icrll1 = Z lui|, (I*(I),K) est un espace vectoriel normé;
iel

— En posant ||(u;)ier]l2 = Z |ui|2, (1*(I),K) est un espace vectoriel normé.
\ el

5.2 Commutativité

Propriété. Commutativité de la somme d’une famille sommable.
Soient (u;);cr une famille sommable de complexes et ¢ une bijection de I dans I.
Alors (uy(;))ier est aussi sommable et Z“s&(i) = Zui.

il iel
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. (Hors programme) Soient (u;);c; une famille sommable de complexes et ¢ une bijection

de K dans I. Alors (uy(x))kex est aussi sommable et Z Up(k) = Zui
keK iel

Remarque. Lorsque (u;)icr € Rfr, pour toute bijection d’un ensemble K dans I, Z Up(k) = Z Us.
keK iel

Théoréme. Sommation par paquets pour des familles de réels positifs.
Soit (I,)4en une partition de I (on accepte que certains I, soient vides).
On suppose que u = (u;)ier € Rfr. Alors u est sommable si et seulement si

o pour tout ¢ € N, la famille (u;);cz, est sommable et

o la suite (Z uz) est sommable.
i€l g€
q
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Dans ce cas, E u; = E E U

iel qeNiel,

Remarque. En cas de non sommabilité, on a encore : E u; = g E u; = +00.
il geNiel,
Ainsi, on peut énoncer le théoreéme sous une forme plus concise :

si (I;)qen est une partition de I et si (u;)ier € R{H alors Zui = Z Z Uj.
i€l qeNi€l,

Corollaire. Interversion de sommations pour des suites doubles de réels positifs (Fubini).
Soit (Up,q)(p,q)en2 € le. Les propriétés suivantes sont équivalentes.
o La famille (up,q)(p,q)en? €st sommable.
o Pour tout g € N, (upq)pen est sommable et la suite (Z up7q) . est sommable.
S
peEN

o Pour tout p € N, (up,q)qen est sommable et la suite (Z up,q) est sommable.
pEN
geN
Dans ce cas, on dit que (up, q)(p,q)en> est une suite double sommable et on dispose des égalités suivantes.

+oo +oo +oo “+oo

Z Up,q = Z (Zup7q> = Z (;}“p,q)

(p,q)EN? ¢=0 p=0 p=0

Remarque. Sil’on accepte de travailler dans R U{+00}, on peut énoncer ce théoréme sous la forme

+oco 4o —+o00 +o0
2
suivante : Pour tout (up,q)(p,qenz € RY, Z Up,q = Z (Zu1’7‘1> = Z (Zup,q).
(p,q)EN? =0 p=0 p=0 =0

Théoréme. Sommation par paquets pour des familles de complexes.
Soit (I4)qen une partition de I et (u;);e; une famille de complexes. Alors, pour tout

q € N, (u;)icr, est sommable, et ( Z ul) est sommable. De plus, Zul - Z Z Uil
= q€eN il qeNi€l,
q

Corollaire. Interversizon de sommations pour des suites doubles de complexes.
Soit (up,q)(p.gyenz € CV une suite double sommable de complexes. Pour tout gy € N, (upq,) est

sommable, pour tout pg € N, (u est sommable, et les suites ( U ) et ( U ) sont
p Po ( po,q) Z P en ng;] Pa) e

peN
+oo  +oo 400  +oo
sommables. De plus Z Upg = Z (Zupq) = Z (Zupyq).
(p,q)EN? =0 p=0 =0 ¢=0

Exemple. Soient Z an et Z b,, deux séries absolument convergentes de complexes. Alors la famille

(apby)(p,q)en2 est une suite double sommable et Z apby = (Z ap) (Z bq)‘
(p,q)EN? p€EN geN

Il faut savoir le démontrer.

Définition. Produit de Cauchy de deux séries. Soient Y u, et Y v, deux séries de complexes.
n

Pour tout n € N, on pose w,, = Z UpVq = Z UpUp—p.

p+g=n p=0
La série Y w,, est appelée le produit de Cauchy des deux séries > u, et > vy,.

Propriété. Le produit de Cauchy de deux séries absolument convergentes est absolument convergent.

—+o0 +o0 —+oo
Si > u, et > v, sont absolument convergentes, alors Z Wy = (Z un) (Z vn).
n=0 n= n=0

Il faut savoir le démontrer.
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