CORRECTION DU DM 60 : CENTRALE 2011
—————————————

I-Caractérisation des matrices symétriques définies positives

— I-A1.2:

© Supposons que A est positive (resp : définie positive).

Soit A € Sp(A) , alors 3X € M, 1(R) non nul tel que AX = AX , donc ‘XAX = MXX = )\|X||? or
tXAX

|X|]> > 0,donc A = ———

Si A est positive, alors A > 0 et si A est définie positive, on aura A > 0.

Réciproquement, supposons que Sp(A) C R, (respectivement : Sp(A) C R ) : A étant symétrique réelle,

elle est orthodiagonalisable d’apres le théoréme spectral, donc il existe P € O,, et D = diag(A1, ..., \n)

telles que A = PD'P = PDP~!,donc VX € M, 1(R),'XAX ='(*PX)D(*PX) = Z A\iy? ol on a posé
i=1
Y1
tPX = : |.Deplus {\;/i € {1,...,n}} = Sp(D) = Sp(A).
Yn
Donc : si Sp(A) C R, alors ‘X AX > 0 et si Sp(A) C R**, alors vu que X est non nul et que 'P est
inversible, * PX est aussi non nul, donc il existe j € [[1,n]] tel que y; # 0, et par suite X AX > Ajyf > 0.
On a ainsi le résultat demandé.
— I-B.1 : Soit A € S,,(R) que nous supposons définie positive et soit X; € M, ;(R) non nul, alors en posant

0]
donc A est définie positive pour tout i € [[1,7]].

X = < Xi ) ou O € M,_;1(R), on aura par produit de matrices par blocs : EXG,ADX, =tXAX >0,

— On déduit donc que det(A®)) = H pi > 00U pi1, ..., ju; sont les valeurs propres de A®) qui sont stricte-

k=1
ment positifs.
— I-B.2:
— Casn=1
Soit A = (a) tel que a > 0, donc Vz € R*, ax? > 0, donc A est définie positive.
— Casn=2
Soit A = ( Z ZC) ) tel que a > 0 et ac — b? > 0. Notons )\ et . les valeurs propres de A.

Ainsi ac > b > 0, donc a et c ont le méme signe, or a > 0, donc A + u = Tr(A) = a + ¢ > 0. De plus
A\ = ac — b? > 0, donc A et p ont le méme signe, qui est donc celui de leur somme, donc A > 0 et
> 0, ce qui entraine d’aprés I — A.2, que A est définie positive.

— I-B.3 : Soit A € S,,;1(R) tel que pour tout i € [[1,n + 1]], det(A®) > 0. On suppose que A n’est pas
définie positive. Notons Aq,..., A, 1 les valeurs propres de A, comptées avec multiplicités. Il existe une
base orthonormée (e, ..., e, 1) telle que, pour tout i € [[1,n + 1]], Ae; = Ae;.

— (@) : D’aprés I — A.2, il existe j tel que \; < 0, mais si \; = 0 alors det(A) = det(A"*+Y) = 0 ce qui
contredit I'hypothese . Ainsi A; < 0.
det(A) > 0 donc H Ai < 0, donc il existe & tel que A, < 0. Alors e; et e, sont deux vecteurs propres

i#j
linéairement indépendants associés a \; et \; respectivement.

— (b) : Soient V1,V, € M,111(R) des vecteurs propres orthonormaux associés aux deux valeurs
propres A1, Ao strictement négatives de la question précédente. Notons a,b les derniéres compo-
santes de V; et V5 respectivement.

Si ab = 0, alors I'un des deux vecteurs répond a la question, on obtient ‘V; AV; = A\ ||V1]|2 = A1 < 0
ou tVéAVé = )\2||V2H2 = Ay < 0.

Si ab # 0. La derniére composante du vecteur V = bV — a5 est nulle et

onaalors tVAV =< V, AV >gni1=< bV] —aVs, bA1 Vi —aXyVa >, or V; et V, sont orthogonaux, donc
VAV = b2)\1 + a2>\2 < 0.

On conclut donc a I'existence d’un vecteur X € M,,,1(R) de derniére composante nulle

qui vérifie L X AX < 0.

X1

0

contredit le fait que A(™) est définie positive.

— I-C : On a clairement équivalence lorsque n = 1.

Lorsque n > 2, 'implication directe est toujours vraie mais la réciproque est fausse grace a I'exemple

— (c) : Posons X = ) € M,11(R) tel que X; € M,,1(R).OnatXAX =X, A X, <0, ce qui
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O ... ... 0
A= - : dans lequel on a det(A™) = 0 pour tout i € [[1,n]], mais Sp(A) = {0, -1},

o ... 0 -1
donc A n’est pas définie positive.

ll-Etude d’une suite de polynémes

lI-A : On vérifieque < AP+ Q,R>= A< P,R>+<Q,R>et< P,Q >=<Q,P >,donc < .,. > est
bilinéaire et symétrique. De plus < P, P >> 0, et si < P, P >= 0, alors t — P(t)? est positive, continue
et d’intégrale nulle sur [0, 1], donc pour tout ¢ € [0,1], P(t) = 0, donc P est nul car c’est un polynbme
possédant une infinité de racines.

Ainsi < .,. > est bien un produit scalaire.

II-B : On a deg(P,) = 2n, donc deg(P\™) = 2n — n = n.

Au voisinage de 1ona P, ~ (X — 1), donc P, = (X — 1)" + o((X — 1)™), ce qui entraine d’aprés la

formule de Taylor-Young que Pé:'(l) =1, donc P,(L”)(l) =nl

II-C : Intégrons par parties : n! < Q, L,, >= /1 Q)P (t)dt = [Q(t)Pr~( / Q'(t )(t)dt,
or 0 et 1 sont racines de P,, de multiplicités n, ’

donc P*~1(0) = P*(1) = 0,donc n! < Q, L, >= — / Q' (t)P"=V(t)dt.

En effectuant des intégrations par parties successives, on montre par récurrence que, pour tout £ €

{0,....n},nl < Q, Ly >= / QW (1) PR (1) dt.

En particulier, avec k = n, on obtient n! < Q,L, >= / Q™ (t)P,(t)dt mais lorsque deg(Q) <

n—1,onaQ™ =0,donc < Q, L, >=0.
1I-D.1 : Une succession d’intégrations par parties donne

T, /1 ™ 1)"dx [an (z 1)”]1 /1 i "z —1)"da
n = "z — = — — _ —
0 n+1 0 0

n+1
B n v nelg. nn—1)..(n—k+1) [! o e
__n+1/0 2 (g — 1)y = = ( 1)k(n+1)(n+2)...(n+k)/ (g 1)y,

soit pour k=n:1, = /01 .’L‘n(ﬂf _ l)nd.’L‘ — (_l)n E;LT'L); /1 Qndx donc I, = ((2771)_’_(1))2

1
1I-D.2 : Le début du calcul du II.C dans lequel on remplace @ par L,, = —P ) donne :

1" "
< Ly, L, -= D / PEM P, or P = (2n),
0

(nl)?

donc < Ln, L >= (_1(2;;;3”)']“ - (_1(3:1)(3”)! ((_22:(?'))'2 - 2n1+ 1

!:-gn: avn>m, L, € R,,_1[X], donc d’apres la question IT — C, < L, L, >=0.

De plus d’apres la question précédente || L, || = \/ﬁ Ce qui entraine que si on pose

K, = ||§ ” = 2n + 1L, alors la famille (K,,) répond a la question, sachant que le coefficient dominant
I+ 1 (i?)); >0

© Supposons que (@, )ren €st une seconde famille de polyndmes vérifiant i) et ii).

Qo est un polyndme constant de norme 1 et strictement positif, tout comme Ky, donc Qy =

Fixons N € N*. La famille (Q,)o<n<n—1 €st une famille orthonormée incluse dans Ry _,[X] de cardinal
N, donc c’est une base de Ry_1[X]. Or Qx est orthogonal & Qo,...,Qx_1, donc Qn € Ry _1[X]+ N
Ry [X] et de méme, Kx € Ry_1[X]* NRy[X], or Ry_1[X]*t N Ry[X] est 'orthogonal de Ry_;[X] en
considérant R y[X] comme I'espace global, donc dim(Ry 1 [X]*NRy[X]) = dim(Ry[X])—dim(Ry_1[X]) =
1. Ainsi Qn et Ky sont tous deux sur une méme droite vectorielle, donc il existe « tel que Qn = aKy.
Mais Qn et Ky sont de norme 1, donc |a| = 1. De plus les coefficients dominants de K et @y sont
strictement positifs, donc o = 1. Ainsi, Q@ = Py €t I'on a prouvé l'unicité.

I-F:Lo=1,0; =2X —1, Ly, =6X%?—-6X +1cequidonne Ko =1, K; =3(2X — 1) et

K3 =+/5(6X2 - 6X +1).
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lll-Matrices de Hilbert.
— IlI-A.Etude de quelques propriétés de H,,.
1

1 3 3 9 —36 30
— WA Hy = ( L ),H3= } % %  Hy! _46 126 ) S = | —36 192 —180
23 3 1 3 30 —180 180
X-n+1
— IlI-A.2 : Soit la fraction définie par F(X) = « -l nth) _ _a TR T

X+1 X+2) (X+n+1)  X+1 X+2
Xinil avec pour tout &k € [[1,n + 1]], ax le résidu associé au pbéle simple —k donné par
—k(—k—1)..(~k—n+1) (n—1+k)!

H (—k +j) B (k=DN2(n+1-k)"

J#k
1<j<n+1

_1)n—k+1

ar —

.- (2n)! . s _(n!)?
On choisit a tel que a,, 41 = a(n!)Q =1,cestadire a = (@n)]
Lopération élémentaire sur les colonnes de A,,; donnée par Cp, 11 «— Cpy1 + Z arCr amene a
k=1
F(0)
Ap F(1)
Apy1 = . LOrF(0)=F(1)=..=F(n-1)=0,
(n!)? (n))*
n - n - e A\ n 7An-
donc Apy1 = F(n)A a(zn n 1)!A Gn)i(2n + 1]
. . ) . . ~ ((n=1D)l(n—2)L.20* B i
llI-A.3 :La relation de récurrence précédente conduit a A,, = n = Dian — 2.3 =
— lI-A4 : .
— det(H,) = A, = Ln > 0 pour tout n € N.

i (2n)!(2n + 1)!

(n)*
invite a utiliser une récurrence simple.
Pour n = 1, det(H; ') = 1 € N et si on suppose que det(H,,) € N, alors :

2
— La relation de récurrence det(H, ) = det(H; 1) = (2n + 1) ( 27? ) det(H, ') nous

2
det( n+1) (2n+1) ( 2: ) det(H, ') € N, ce qui établit la récurrence.

— I-A.5 : Pour tout k& € [[1,n]], det(Hy(Lk ) = det(H,) = A > 0, et H, est symétrique, donc d’aprés
la question I — B, la matrice H,, est définie positive, de plus elle est diagonalisable, donc ses valeurs
propres sont au nombre de n et Sp(H,) C R*T.

— llII-B : Approximations au sens des moindres carrés.

— II-B.1 : R,,[X] est un sous espace vectoriel de C°([0,1],R) de dimension finie, donc le théoréme de la
projection orthogonale assure que pour tout f € C°([0,1],R), il existe p(f) = II,, € R, [X] la projection
orthogonale de f sur R, [X] tel que mm (||Q fIh =d(f,R[X]) = |, — f]|

QER
— lI-B.2 : R,,_1[X] € R,[X], donc — , C'est a dire ||II,,_1 — >
1[X] C Ry[X] Qerg_ X](IIQ 7= min (JQ = 1) s
IIIL,, — f| ce qui traduit la décroissance de la suite (||IL, — f||)n-
— -B.3:
o Posons e;,(X) = X*~1, alors (ey, ...,e,) est la base canonique de R,,_;[X] eton a

1 1
i 1 . . .
< e, e >= / ejej = / tHi=2qt = o1 (H,),; , donc la matrice H,, est la matrice du produit
tr7J

scalaire < .,. > dans la base canonique de R,,_1[X].
o Soiti,j € {0 ,n — 1}. Ici, les lignes et colonnes de H,, sont numérotéesde 0 an — 1.

[Hyli; =< Xi,Xj >, or par définition de la matrice de passage P! de la base (Ky,...,K,_1) vers la
base canonique de R,,_;[X], X! Z .iKp, or la base (Ko, ..., K,_1) est orthonormée,

n—1
donc [Hylij = > [P~ kilP~]k; = ['P~'P~"]; ;, ce qui montre que H, = ‘P~1P~".

k=0

n n+1
— WI-B.4 Posons I, = » " a; X7 = Z a;_1 X771
j=0

On sait que f —1II,, € (R,[X])*, donc Vk e [[l,n+1]] < f -, X*1 >= 0, ce qui donne
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n+1 n+1 ag < f,1>
SEXMU =300 < X0 XM 5= N 0y g (Hyga)rg, coquisécrit Hyyy |1 | = :
=1 =1 an <f, X" >

ap < f,1>
et par suite : =H,} :
G, <f7Xn>
1 1
dt 71' tdt 1
-B.5 : lcul 1 >= —— = [Atan(t)]} = =, X >= —— =[=In(1+ )]} =
5 :0n calcule < f,1 > /01+t2 [Atan(t)], 1 < f,X > /01+t2 [2 n(l + )],
1 bo2at ta+) -1 77
—In(2) et X2 >= = ——~— —dt=1——,donc
pm2)et< fX7> /01+t2 /O 1122 1
21
H27[77577r790( 2+1n2)]X2+12[—15+37r+81n2]X+307TW—ISInQ.

IV Propriétés des coefficients de H,, !

IV-A : Somme des coefficients de /!

IV-A.1: 51 =1, s = 4, s3 = 9, on conjecture que s,, = n?.

IV-A.2.a Le systéeme en question est un systéme de n équations a n inconnues dont la matrice est H,
qui est inversible, donc c’est un systéme de Cramer qui admet une solution unique.

Q)
1
Qg
IV-A.2.b La solution unique du systéme est donnée par : =HY : |, donc Vi € [[0,n —1]]
aszn)l 1
al™ = Z h{;1", ce qui donne en sommant sur les i, Z a{™ = Zaf")l = 3wt =
=0 1<i,j<n
n—1 n—1
IV-A.3 puisque @ = Y~ a, X, 0naura < S, Q >= Y a, < Sp, X” >, or en exploitant
p=0 p=0
pour tout p € [[0 n —1]], la (p + 1)®™® ligne du systéme de la question IV — A.2 : (a), on obtient
n—1 (n) n—1
< Sy, XP >= Za,ﬁ”) < XP XF>= Z m = 1, ce qui entraine que < S,,Q >= Y o, = Q(1).
o P
k=0 p=0
n—1

IV-A.4 En prenant @ = S, dans la relation précédente, on obtient (S, 5,) = Y _a{™ = s,, puisque

p=0
n—1

(Kp)o<p<n—1 €st une base orthonormale de R,,_1[X] on a (S,,S,) = [|S.[? = > < Sn, K, >, et tou-
p=0
jours d’aprés la relation précédente avec Q = K,,, on aura < S,,, K, >= K,(1), ce qui donne finalement

5= SO ()2,
=0

p=
IV-A5:0Ona K, =+/2p+ 1L, avec L,(1) = 1 on obtient K,(1) = /2p + 1.
n—1

n—1 n—1
IV-A6:s, =) (Kp(1)>=> (2p+1)=2Y p+n=(n—1n+n=n’
p=0 p=0 p=1

IV-B :Les coefficients de H, ' sont des entiers.
IV-B.1 : Pour tout p € N*, ( 2;) ) :2< 2pp—1 ) € 2N.

Soientn € N*, p € [[1,n]] :

n+p ny\ _ (m+p! Cp)! +p! [ 2p n+p
< p ) < p > ) n—-p)!  (H? @p)l(n—-p)! < p ) < 2p > &2
IV-B.2 : Pourtoutn € N,ona K,, =+2n+ 1L,, avec L,, = %(P,(l")),

n (n) .
or (P,)(™ = (X"(X — 1)")™ = <Z< . ) (_1)7z—an+k> _ Z( " ) (—1)nr (P -l:!k')!Xk,

k=0 k=0

. - n—k n+ k n k . , N

ce qui donne L,, = Z(—l) 3 3 X7, donc le coefficient constant de L,, est égale a
k=0
(—1)™ et tous les autres sont pairs grace a la question précédente.
IV-B.3 : 4
J . .
— K; =2j+ IZ(—l)J”“ ( ] ; K ) ( }i ) Xk, donc en notant P = (p; ;) la matrice de passage de
la base canonique de R,,_[X] vers (Ky,...,Kn_1),
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pOUftOUtijGHln]]pij\/2]'1(1)ji(‘jjiz2)<g:i>8ii§jetpi7jOSii>j.
Or, dapres M. 83 H, ! = P'P, donc pour tout i € [[1,n]]
. . 2 . 2
1n) j+i—2 j—1
==y (10 ) (401)
j=t

n

En particulier pour i = 1 et i = n, on obtient A{ "™ = > (2j—1) = n?et hoa™ = (2n —

j=1
(22 ?
n—1 ’
— Pour tous i, j € [[1,n]] h%;l’") = Z DikPjk =

k=max(i,5)
n

e 3 ey (FE ) () (R ()

k=maz(,j)
Ce qui montre que les hﬁ ]1 ") sont des entiers comme produit d’entiers.
— Soient 4, € [[2,n]] , donc pour tout k > max(i,j) > 2,i—1,j — 1,k — 1 € N*, et par suite d’aprés

k+i—2 k-1 k+j—2 E—1 . .
(IV—B.l),( i1 )(Z_l)et( i1 )(j1)sontpalrs,doncleurprodwtest

un multiple de 4, ce qui entraine que hE;l’”) qui est somme de ces produits est aussi un multiple de
4.
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