Corrigé du DM 61

’ CCP 1998, maths 2 : Corrigé‘

PARTIE I - CONSTRUCTION D’UNE MATRICE INVERSE A GAUCHE
On suppose dans cette partie que m > n et que rg A = n.
1. Propriété d’inversibilité et de transposition

a) L’existence de solution pour I’équation Ax = b résulte de I'hypotheése b € Im A et 'unicité du fait que
A est injective puisque dim (Ker A) =dimE —rgA=n—n=0.

b) La matrice B = YAA est identifiée & un endomorphisme de I’espace vectoriel euclidien E = R™ dans
lequel la base canonique est orthonormale. Ainsi, vérifier que I’endomorphisme canoniquement associé
a B est symétrique revient a vérifier que la matrice B est symétrique, ce qui est immédiat puisque
‘B = t(tAA) = 'AA = B.
Pour montrer que B est inversible, il suffit de montrer que B est injective, c’est & dire que Ker B = {0g}.
En effet, soit # € Ker B : on a Bz = 0, d'ott 'z (*AA)z = 0, donc [|Az|* = ‘(Az)(Az) = 0, don
Axz = 0p et finalement = Og puisque A est injective.

¢) Important : le résultat de cette question est valable aussi bien pour m > n que pour m < n.
Soitye F. yeKer'M < 'My=0g < Vze€FE, '2('My)=0 < VzxeE, '(Mz)y=0
> VzeImM, (z|y)rp=t2y=0 <= ye& (ImM)*.
Ainsi | Ker'M = (Im M)*|

En remplacant M par ‘M (et en échangeant m et n), on obtient Ker M = (Im‘M)*, donc
| (Ker M) = Im M. |

2. Détermination d’une inverse a gauche de A

a) Lorsque y € F, le vecteur b = Py € Im A : d’aprés 1.a, il existe un unique = € F tel que Az =b = Py.
On définit donc ainsi une application A :y — 2 de F vers E.
Vérifions que Y (1.4/) € F2, VA e R, A9DAy+v) =XAWy + AWy En effet, en notant x = A9y
et o/ = AWy,
on a par définition : Py = Az et Py = Az/, donc P(Ay+y') =APy+Py = NAx+Ax' = A Az +2').
Ainsi, par définition de AW : AW Ny +y/) = Az +2/, donc AD Ny +y) =NAWy + AWy

b) Vérifions par double implication que Ax = Py <= 'AAdz = 'Ay.

e Si Az = Py, sachant que y — Py € (ImA)*, alors y — Az € Ker?A, donc *A(y — Ax) = O0g, d’ot
t t
AAx = 'Ay.
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o Si ‘AAx = Ay, alors ‘A(y — Az) =0p, donc z =y — Az € Ker'Ad = (Im A)*.

Ainsi I'égalité y = Ax + 2z est une décomposition de y sur Im A @ (Im A)+ qui montre que Py = Aw.
Donc Vy € F, Vo € E, 2 = AWy <— 1Az = Ay — =z = (tAA)_ltAy7 donc
A@) = (t44) 7 1A,

c) VyeF, Py=AA9y, donc P:AA(Q):A(tAA)fltA.

Remarque : | Ker A(9) = (Im A)*+

En effet y € Ker AW «—= AWy =0 <= AAWy=0 = Py=0 < ycKerP = (ImA)".
3. Propriétés de A9, Unicité

a) Ona AWA= (*AA)" 1AA = I,
En particulier A A est surjective, donc A9 :
’rgA(g) =dimF =n. ‘

F — FE est nécessairement surjective, donc

On a aussi rg A9 = dim F — dim (Ker A9)) = dim F' — dim (Im A)* = dim (Im A) = n.

b) Sim =n, c’est a dire dim E' = dim F, puisque A est injective par hypothese, alors elle est bijective dans
ce cas. En composant & droite 1’égalité A9 A =TI, par A=, on obtient que A = A~

¢) On suppose que B € M,, ,,, vérifie BA = I,, et que AB est un projecteur orthogonal.
En particulier BA est surjective, donc B est surjective :
ainsi Im (AB) = (AB)(E) = A(B(E)) = A(E) = Im A.
Donc AB est le projecteur orthogonal sur Im A.
Donc Vz € (ImA)t, ABz =0 et comme A est injective, on a bien : Vz € (Im A)L, Bz =0.
Soit y € F. 1l se décompose en y = v + z avec v € Im A et z € (Im A)*.
Alors By=Bv+Bz=Bv=BPy=BAz=xz=AWy, donc B= AW,
Bilan :
Lorsque A est injective, parmi toutes les inverses & gauche B € M,, ,, de A (ie BA = I,,), il en existe
une et une seule de sorte que AB soit un projecteur orthogonal : il s’agit de A(9).

4. Exemples

a) Comme rg A = n, les a; sont non nuls. On les suppose orthogonaux.
n

Alors le coefficient d’indice (i, k) de la matrice-produit ‘AA est égal & Z aj; aji = (ailar) = Oik llas||*.

j=1
tAA est donc égale & la matrice diagonale Diag(||lai|?,. .., ||an|?).
ay
1 A ]2
AiIlSi A(g) = (tAA) tA:Dlag(Ha ||2""’ Ha ”2) = .
1 1 - a,
llan]l?
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AW =14 «— Viec[l;n], |la;|> =1 <= les vecteurs-colonnes de A sont orthonormés dans F.

b) Pour b vecteur non nul de F' = R™, on note abusivement b ’application linéaire s — sb de R vers F
qui est représentée par la matrice unicolonne (b) identifiée a b.

th
En appliquant ce qui précede avec ici n = 1, on obtient que |b(9) = T
th b
Ainsi la forme linéaire b(9) est caractérisée par : Yy € F, bl9) y = ﬁ = §b||zlj))F
F

5. Description d’une méthode de détermination de A9
a) Ona Fy = Fy + Ré avec 0 ¢ Fy, donc d’' # 0. Ainsid =6 —d' =0 — Po(6) = pps () € F§-, donc d est
1 il 1 1L
un vecteur non nul de F; orthogonal & Fp, d’on Fy = Fy@Rd. Donc F = F, @ Fi* = Fy @ RA© Fi,

; 1L x ol
ce qui montre que Fy- = Rd® Fi-.

Tout vecteur y de F' se décompose de fagon unique sous la forme y = yo + oy d + ¢}
avec yo € Fp, a, € R, y| € Fi-.

d
Puisque «, d représente la projection orthogonale de y sur la droite Rd, on sait que ayd = (|||dy|)2F d.
1
Puisque Poy=wyo et Piy=1yo+ayd, alors |Pry=Pyy+ TaE (dly)r d.
1 o LT (9)
On remarque que ay,d = TE (‘dy).d = T didy = dd9y. Donc Py = Poy+dd9y et
P =Py +dd9]
b) Pour £ = 1...n, notons F;, = Im Ay le sous-espace vectoriel de F' engendré par la famille (libre)
(a1,...,ax) et par Py la projection orthogonale dans F' sur F.

Comme ay, ¢ F_1 pour 2 < k < n, en considérant |dx = ar, — Px—1 ax ‘ et en appliquant le résultat du
5.a,on a:

Py = Py +dpd?. Or Qapres 2.¢, P, = A, AY) | don Végalité | (1) ARAY = A, 1 AY +dpd?.

1l y a donc une erreur dans I’énoncé.

En outre, d, = ay — Pr,_, (ax), donc |dj, = (In — Ak—1A;(€g,)1) ay |

¢) Le produit matriciel A,(Cg)Ak = I, effectué par blocs donne les égalités suivantes :
Crp Ap—1 = Ip_1, Crar =0, fyp A1 =0, fypar = 1.
Vérifions d’abord affirmation de I’énoncé selon laquelle v € Im Ay = F.
En effet Aff) = ("ApAr) " Ag, donc ('Cy,vi) = tAgeg) = Ay By, avec By, = (*ApAp)~! symétrique
d’ordre n.
En écrivant By, sous la forme (Bj,_,, zx) avec xy, € RF, on obtient v, = Ay 2, € Im Ay, = F.
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Puisque 'y Ax—1 = 0, en transposant, on trouve que ‘Aj_1 v = 0,

donc vy, € Ker A1 = (Im A1)t = Fi- .

D’autre part d € F et di € F,i-_l.

Ainsi i et dy, sont tous deux dans Fj ﬂFkﬁl. Mais Fj, N Fk{1 est 'orthogonal de Fj_1 pour la restriction
du produit scalaire & F}, donc dim(Fj N FkJ;l) = dim(Fy) — dim(Fi—1) = 1. On en déduit que i et dj
sont colinéaires : Jur € R / v = pg di.

Or 1= "ypar = "y (dp +d},) = "y di car (di|d)) =0, donc ‘ypd), = (yld},) = 0.

dk , (9)
Vi = e et aussi 'y, = d;?.

On trouve donc que 1 = juy 'dy di = py ||di||?, d’on

d) L’égalité (1) donne : A1 Ck + ap ‘v = Ap_1 A,(cg_)1 + dg, d,ig).

,(i)l A1 = I, et que A,(cgjl dy, = 0 puisque

En composant a gauche par A,(i) , et sachant que A
dr € ImAy_1)* = Ker A,(fg_)1 d’apres la remarque du 2.c, on obtient :
Cio = AL, [+ did? = ar ') = AL, [T — ard?]

En conclusion, les formules de récurrence ci-dessus permettent de déduire la matrice A,(f ) € My i a

partir de A,(f’_) 1
L’initialisation de Dalgorithme de calcul de A = A%(I) est immédiate puisque A; = ay, donc
t
A49) _ @ )
P flaa?

PARTIE II - CONSTRUCTION D’UNE MATRICE INVERSE A DROITE
On suppose ici que m < n et que rg A = m = dim F, c’est a dire que A est surjective.

1. Détermination d’une inverse a droite

a) Soit y € F et z un antécédent de y par A. x se décompose en x = 1 +7 avec 71 € Ker A et T € (Ker A)L.
On a alors y = Az = A7, ce qui prouve l'existence d'un antécédent de y dans (Ker A)~.
Supposons que y = A’ avec 2’ € (Ker A)t. Alors A(T — 2') = O, donc T — 2’ € Ker AN (Ker 4)*,
d’ou 2’ = T, ce qui prouve l'unicité d’antécédent de y dans (Ker A)* .

De plus si y = A z, en décomposant z en 2’ + z” avec 2’ € Ker A et 2” € (Ker A)*, alors y = Az = A2”,

d’ ott par unicité 27 =T et ||z = ||||? + ||Z||* > ||Z||?, donc ||Z]| < ||2]||, donc T est un antécédent de y
de norme minimum.
Si I'on suppose que y = Az et ||z]| = ||Z||, alors ||2’[|?> = 0, donc 2’ = 0, c’est & dire z = T, ce qui prouve

I'unicité d’antécédent de y dans E de norme minimum.

b) Vérifions que I'application A4 de F ver E est linéaire.
En notant T = A@y et 2/ = ADy/ alors AT +2/) =ANAT+ Az = y+y'.
Comme AT + 2/ € (KerA)*, on a par définition de AW AT + 27 = AD(\y + o). Ainsi
AD Ny +y) = ANADy + ADy
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VyeF, AWy=7 et AT =y, donc AADy =y, cest i dire |AAD =1,,.

2. Propriétés de A(®

a) Comme AA est injective, nécessairement A(® est injective et donc |rg A@ = m.

b Notons Q = ADA. Alors Q2 = ADAAD A = AD] A = ADA = Q, ce qui prouve que Q est un
projecteur de F.
zreKerQ < ADAz =05 <= Az =0p <= z € KerA puisque A est injective, donc
’KerQ = Ker A. ‘
Or ImQ = Im(ADA) c ImA@ C (Ker A)+ = (Ker Q)+, ce qui suffit, avec la formule du rang, pour
affirmer que Im Q = (Ker Q)" et :

’ Q est le projecteur orthogonal sur (Ker A)*. ‘

c¢) Lorsque m = n, on conclut de méme qu’au I.3.b que A4 = A~

d) Légalité AA@ = I,, donne immédiatement en transposant : *(A(D)*4 = TI,,,.
D’autre part, puisque Q = A A est un projecteur orthogonal, on sait qu’il est symétrique, donc *Q = Q.
Or ‘Q = 'A'(AD),
En considérant A’ = *A dont le rang est aussi égal & m et B’ = *(AD), on est dans les conditions
d’application du résultat d’unicité obtenu au I.3.c (en inversant les roles de E et F) puisque A’ est
injective, B’A" = I,,, et que A’B’ est un projecteur orthogonal.
On en déduit que *(A@D) = B/ = A'9) = (1A’ A))~ 1A' = (A'A) ' A.
En transposant, sachant que ‘(M ~1) = (*M)~', on obtient que | A(®D = A (A!A)~1.

PARTIE III - GENERALISATION

1. Pseudo inverse d’une matrice rectangulaire

a) D’apres le théoréme fondamental d’isomorphisme, on sait que V induit un isomorphime R de tout
supplémentaire de Ker V sur Im V, ce qui s’applique en particulier & (Ker V)=.
Ainsi R~! est un isomorphisme de Im V' sur (Ker V)+.

b) On rappelle qu'une application linéaire est entierement déterminée par ses restrictions & deux sous-espaces
supplémentaires.
1s L . . VyeImV, Wy =Ry
Considérons ’application W de F' vers FE déterminée par : !
ppicatt v mee p {VzE(ImV)L, Wz =0p
Il est clair que W est linéaire.
Vérifions que W satisfait aux quatre conditions de 1’énoncé.
e Ker W = (Im V).
On a déja (ImV)*+ c Ker W.
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Réciproquement, soit 2 € Ker W. x se décompose en y + z avec y € ImV et z € (Im V)=,
Alors 0 =Wz =Wy +Wz=Wy=R 'y, douty=0et doncz=z¢c (ImV)=*.
eImW = (KerV)*L.
On a déja ImW C ImR~! = (Ker V).
De plus dim (Im W) = dim F' — dim (Ker W) = dim F — dim (Im V) = dim (Im V),
donc dim (Im W) = n — dim (Ker V) = dim (Ker V).
e WV =0Q.
Soit # € E : il se décompose en * = x; + 7o avec 1 € KerV et zo € (KerV)>,. Alors
WVz = WVay = R 'Way car Vog € ImV. Comme 2o € (KerV)Y, Vo, = Rao et ainsi
WVax=R 'Rxy =25 = Qu.
o VIW =P.
Soit y € F : il se décompose en y = y; + y2 avec y; € ImV et yp € (Im V)+.
Alors Wy = Wy + Wys = R™1y; par définition de W.
Ainsi VW y =VR 'y; = RR 'y, car R™'y; € (Ker V)L, Donc VWy = RR 'y, =y, = Py.

c) Enoutre Yy e F, WVWy = QWy = Wy car Wy € ImW = (Ker V)* = ImQ, donc Wy est invariant
par le projecteur (). Ceci montre que WVW = W.
Soit W' une application linéaire de F' vers E vérifiant : W'V =0Q, VW' =
Montrons que W’ = W en considérant leurs restrictions & ImV et (Im V)+.
x Soit y € ImV. Considérons = R™'y: onay=Vzetz € (KerV): =ImQ, donc Qv = z.
Ainsi Wy=W'Ve=Qx=2=R 'y =Wy.
x Soit z € ImV)*t. Alors z€KerPet Wez=WVWz2z=W'Pz=W0=0=Wz.

P, WVW =W

d) Cas particuliers
e Si r = n, alors V est injective, donc KerV = {0g} et Q@ =1,,. Ainsi WV = I, et VIW = P est un
projecteur orthogonal, donc d’apres 'unicité obtenue au I.3.c, nécessairement W = V(9),
e Si r =m, alors V est surjective, donc P = I,,.

En transposant les égalités VW = I, et WV = @Q pour se ramener a 'unicité de l'inverse a gauche

vérifiant la condition de I.3.c , on montrerait de méme qu’au I1.2.d que W est nécessairement égal a
V),

2. Propriétés
D’aprés II1.1.b, V' vérifie les deux propriétés suivantes : Ker V™ = (Im V)% et ImV+ = (Ker V).
e Pour montrer que (V)" =V, il suffit de vérifier les trois propriétés caractéristiques suivantes :
i) V(V7) est la projection orthogonale sur (Ker V+)* dans F
it)  (VT)V est la projection orthogonale sur (Im V") dans F
i) VVHV =V
i) résulte du fait que V (V1) est la projection orthogonale sur ImV et que ImV = (Ker V+)+.
ii) résulte du fait que (V)V est la projection orthogonale sur (Ker V) et que (Ker V)+ = ImV*.
ii1) est vérifiée car Vo € E, V(VT)Vo =PVx =Vx car Vo € ImV = Im P.

e On rappelle que les projecteurs orthogonaux P et () sont symétriques.
On a:
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i) Y(VH)'V = Y(VV+) = *P = P projection orthogonale sur Im V' = (Ker *V)*.
i) 'VHVH) = YV V) = tQ = Q projection orthogonale sur (Ker V) = Im V.
iig) (V) IVEVT) = Y(VT) en transposant 'égalité VTVVT =V,
Ces trois conditions permettent de conclure, grace a I'unicité obtenue au ¢) que (V)™ = (V).

PARTIE IV - APPLICATION NUMERIQUE

1. Posons y; = f(t;) pour i = 1...m et considérons le polynéme (d’interpolation de Lagrange) L de degré
inférieur ou égal & m — 1 déterminé par les conditions : Vi € [1;m], L(t;) = y;.

m—1 m m—1 2
Si 'on pose L = Z apX®, Z (yi — Z Qay tf) = 0 < ¢, donc I’ensemble
k=0 i=1 k=0
m n 2
{n €N/ 3I(zo,21,...,2,) € R™L Z (yi — Zxk tf) <e } est une partie non vide de N contenant
m — 1. Elle admet donc un plus petitléllément p_qoui vérifie donc p < m — 1.
Ainsi le probleme posé a une solution.

m
2. 1l est facile de vérifier que lapplication (P, Q) — (P, Q) = ZP(ti) Q(t;) est un produit scalaire sur
i=1
R,,—1[X].
m P 9 P
La quantité Z (yi — Z Tk tf) s’interpréte alors comme étant |L — P||? avec P = Z zp X"
i=1 k=0 k=0

A p fixé, on sait que cette quantité admet un minimum lorsque P est la projection orthogonale de L
sur le sous espace vectoriel R,[X].

Pour obtenir ce polynéme P de degré < p réalisant ce minimum, cherchons les points critiques de la
m

fonction F : (zg,21,...,%p) — F(zo,...,2p) = Z (yi —xg— 1t — ... —xktf —...—xptf)Q.
i=1
oF Ui .
Or 8—%(1‘0,...,961,) = -2 th [yi—xo—xltl—...—:vjtg —...—xptf].
i=1
Les points critiques sont solutions du systéme (S,,) des (p+ 1) équations aux (p+ 1) inconnues xo, . . ., Z,
suivant :
m m m m
k+j k .
Pour k =0,1,...,p, xOth +~~+xj2ti+] +~~~+xp2ti+p = thyl noté fy.
i=1 i=1 i=1 i=1
1oty ...ttt
1oty ...ttt
Considérons la matrice carrée d’ordre m (de Vandermonde) A =
1 ty, ... tm-t

Comme les t; sont deux a deux distincts, elle est de rang m.
Notons A, la matrice de type (m,p + 1) constituée des p + 1 premiéres colonnes de A.
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Avec ces notations, on remarque (!!!) qu’en notant b, le vecteur de RP*! de composantes Sy, ..., 3, et

y le vecteur de R™ de composantes (y1,...,%m), alors et que le coefficient d’indice (k, j)

(0 <k <p, 0<j<p)du systeme (S,) est égal au coefficient de méme indice du produit matriciel
A, A,
Ainsi le systéme (S,) est de la forme ’ tA,A, X, = tApy. ‘

Comme rg A, = p+ 1, la matrice *A,A, est inversible d’apres le I.1.b, donc (S,) a une solution unique
: le seul point critique de F' est donc le point en lequel F' présente un minimum.

En notant P, la projection orthogonale sur Im A,,, on a vu au I.2.b que (S,) est équivalent & A, X,, = P, y,
donc a :
X, = A;,g ) Yl

L’algorithme demandé utilise celui du calcul de proche en proche des A,(,g ) obtenu 4 la fin de la partie L.

e ‘A 1 1
Initialisation : p =0, (9) 9 — = (1,...,1) et Xo= () avec zg = m Z;yz

A2 m

m p 2
Boucle :  Tant que Z (yi - Zxk tf) > ¢ faire:
i=1 k=0

Début :
p<—p+1.
Déduire AI()g ) de A](ng 1 en utilisant les formules de récurrence du I.5.
Calculer z, ..., x, sachant que X, = A;g) Y.
Fin
Retourner p et (zo,. .., zp).

Fin du corrigé
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