DM 63

Il s’agit d’un sujet supplémentaire pour votre travail personnel.
Il n’est pas a rendre.
Un corrigé sera fourni mercredi 25 juin.

Notations

Si V est un espace vectoriel réel, Pespace vectoriel des endomorphismes sur V est désigné par L(V).
Lorsque f € L(V), on convient que f° = Idy et que, pour tout k € N, fk+1 = fko f.

Pour tout @ € R[X], on note D(Q) = Q’. Ainsi D € L(R[X]) (on ne demande pas de le démontrer).
Si n € N, pour tout @ € R,[X], on note D, (Q) = Q. Ainsi D,, € L(R,[X]) (on ne demande pas de le

démontrer).

L’objet du probléeme est de déterminer les réels A et les entiers n pour lesquels il existe g € L(R,,[X]) tel
que AMldr,(x] + Dn = g2,

Préliminaires
Soient V' un espace vectoriel réel et f un endomorphisme de V.

1°) Montrer que, pour tout k € N, ker(f*) C ker(f**1).
2°) Soit p € N tel que ker f? = ker fPT1. Montrer que pour tout entier k > p, ker f* = ker fP.

En déduire que si V est de dimension finie égale & n, alors il existe p < n tel que la suite (dim(ker f¥));>,
est constante.

3°) On suppose encore que V est de dimension finie égale & n. Soit u € L(V) un endomorphisme
nilpotent, c’est-a-dire pour lequel il existe ¢ € N* tel que u? = 0. Montrer que u" = 0.

Partie I

4°) Soit F' un sous-espace vectoriel de R[X] de dimension finie égale & n + 1, ou n € N.

On suppose que F' est stable par D, c’est-a-dire que D(F) C F.

Montrer que la restriction de D & F est un endomorphisme nilpotent. En déduire que F = R, [X].
Déterminer I’ensemble des sous-espaces vectoriels de R[X] qui sont stables par D.

5°) Soit A un réel donné.

Soit n,p € N tels que 0 < p < n. On suppose qu”il existe g € L(R,[X]) tel que g*> = Mdg, [x] + Dn.
Montrer que g et D,, commutent, c’est-a-dire que go D,, = D, o g.

Montrer que R,[X] est stable par g.

6°)  Soit A € R. On suppose qu'il existe g € L(R[X]) tel que ¢g*> = Mdrx) + D.
Démontrer qu’un sous-espace vectoriel de R[X] est stable par g si et seulement si il est stable par D.
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a)) A quelle condition sur le réel A existe-t-il un endomorphisme g de l'espace vectoriel Ro[X] tel que
92 = )\IdRO[X] + DO ?

b) Soit A un réel strictement négatif.

Montrer que, pour tout n € N, il n’existe pas d’endomorphisme g de R,,[X] tel que : g% = Adgr,(x) + Dn.
Montrer qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de R[X] tel que : g = Mdgrix) + D.

8°) Soient n un entier naturel supérieur ou égal a 1 et A un réel.
On note Ay la matrice carrée d’ordre n + 1 dont les coefficients réels a; ; vérifient :
aii = A, a;, ;41 = 1 et tous les autres coefficients sont nuls. Ainsi,

A 1 o --- 0
0 A 1 -0
Ay = 0 0 Ao 0
0 0 0o - A

a) Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension finie n + 1 tel que f*™* =0 et f™ # 0.
Démontrer qu’il existe un vecteur y € V tel que la famille B = (f" (), " (y),... ,y) soit une base de V.
Quelle est la matrice associée a ’endomorphisme f dans la base B 7

b) En déduire qu'il existe une base B, de l’espace vectoriel R, [X] pour laquelle la matrice associée &
I'endomorphisme D,, est la matrice Ag. Que vaut la matrice associée a I'application Aldgr,[x) + Dy, dans
cette base B, ?

9°) Dans cette question lentier n est égal a 2.

a) Démontrer qu'un endomorphisme h de Ry[X] commute avec D si et seulement si il existe a,b,c € R
tels que h = a Idgr,(x) +b D2 +c (Dg)g.

b) Pour quelles valeurs de \ existe-t-il des endomorphismes g de R[X] tels que g% = A\ dr,[x) + D2 ?

c) Déterminer les matrices carrées G' d’ordre 3 telles que G2 = A;.

Partie 11

On s’intéresse dans cette partie au cas ou A = 0.
Dans cette partie 'entier n est supposé donné supérieur ou égal a 1.

10°)

a) Montrer que, s'il existe g € L(R,,[X]) tel que g?> = D, alors g est nilpotent et dim(ker(g?)) > 2.
b) En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de I’espace vectoriel R,,[X] tel que g% = D,,.
c) En déduire qu’il n’existe pas d’endomorphisme g de I'espace vectoriel R[X] tel que g?> = D.

11°) Soit m un entier supérieur ou égal a 1 et k un entier supérieur ou égal a 2.

Soit g € L(R[X]) tel que gk = D™.

a) Démontrer que les deux endomorphismes D et g sont surjectifs.

b) Montrer que, pour tout ¢ € {0, ..., k}, ker(g9) est de dimension finie.

c) Soit p e N tel que 1 <p < k.

Montrer qu’on peut définir une application linéaire ® de ker(g?) dans ker(gP~!) par la relation : ®(P) = g(P).
Quel est le noyau de @ ? Démontrer que ® est surjective.

En déduire une relation entre les dimensions des sous-espaces vectoriels ker(g?) et ker(gP~1).

Quelle est la dimension de ker(g”) en fonction de p et de la dimension de ker(g) ?

d) Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les entiers k et m pour qu’il existe au moins un
endomorphisme g de 1'espace vectoriel R[X] tel que g8 = D™.
Retrouver le résultat de la question 10.c.
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Partie 111

L’entier strictement positif n est supposé fixé. Dans cette partie, 'espace vectoriel R,,[X] est muni de la
base B,, définie a la question 8.b. La matrice associée a I'application Idr,,[x) est la matrice [,41.
La matrice associée a I’endomorphisme D,, est désignée par le méme symbole D,,.

On note M,,+1(R) l'espace des matrices carrées réelles d’ordre n + 1.
Soit L, I'application de R dans M,,1(R) qui associe au réel t la matrice L, (t) définie par :

n . tk
Ln(0) = 3 (-1 L (D)

k=1

12°)
a) Démontrer que, pour tout ¢ réel, la matrice I,,41 + tD,, est inversible et que son inverse s’écrit sous la

n
forme suivante : (I4q +tD,) " = 3 ag (t) (Dn)". On déterminera les fonctions ay.
k=0

b) Démontrer que Papplication t —s (I41 4 tD,,) " est dérivable.
Exprimer sa dérivée a laide des matrices (1,41 + tDn)_let D,,.

¢) Démontrer que, pour tout réel ¢, (L, (¢))" T = 0.

d) Calculer la dérivée de la fonction ¢ —s Ly, (£) au moyen des matrices D,, et (I,11 +tDy) "

Soit k € N. Calculer la dérivée de la fonction t —s (Ly, (t))* & Daide de Pentier k et des matrices Ly (), Dy,

et (Insy +tDy) "

n ok

13°) Pour tous réels u et t, on note ¢, (t) = > T (L, ()"
k=0 K

a) Montrer que, pour tous u,v,t € R, le produit des matrices ¢, (t) et ¢, (t) est égal a ¢, (t).
b) Démontrer que la fonction ¢t — ¢, (t) est dérivable et que ¢/, (t) = u (Iny1 + tDy) " Dy, (1).

c) Dans cette question le réel u est égal & 1 ; démontrer que pour tout réel ¢, ¢! (t) = 0.
En déduire que ¢ (t) = In41 + tDy,.

14°)
a) Soit A un réel strictement positif. Démontrer qu'’il existe M € M,,,1(R) telle que M? = X, .1 + D,,.
En déduire 'existence d'un endomorphisme g de R,,[X] tel que g*> = A\l dR, (x] + Dn-

b) Retrouver les matrices obtenues a la question 9.c.

Partie IV

15°)  Soit h la fonction définie sur Uintervalle [—1, +oo] par la relation : h (z) = /1 + z.

a) Soit n € N. Montrer que h admet au voisinage de 0 un développement limité de la forme

(—1)k1 2k —1
h(z) =bg 4+ bix + -+ + bpz™ + o(z™), avec pour tout k > 1, by = ok 1221 ( 3 )
- 1 sim<1
b) Montrer que, pour tout m € N, I;kabm_k = {0 sim>2
16°) Soit A un réel strictement positif.

+oo
a) Pour tout Q € R[X], on pose T(Q) = Z %DP(Q).
=0

Démontrer que T' est un endomorphisme de R[X].
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b) Calculer pour tout polynome P de R[X] son image par I'application composée T o T = T2.

En déduire Dexistence de g € L(R[X]) tel que g*> = M dgx] + D.

¢) En déduire, pour tout entier naturel n, Uexistence de g, € L(R,,[X]) tel que (gn)° = AdRr,(x) + Dn.
Exprimer ’endomorphisme ¢,, comme un polynéme de ’endomorphisme D,,.

Retrouver les matrices obtenues a la question 9.c
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