DM 64. Corrigé

Partie I : Idéaux de L(V)

1°) a) e f= fl€ Ay donc Ay # 0.

Deplus,sig=foeAp g =foeAret AeK onag+ A = flo+ A\) € Ay
donc Ay est un sous-espace vectoriel de L(V).

D’autre part, si g = fo € Ayet ¢ € L(V) on a g = f(py) € Ay (associativité de la
composition), ce qui montre que Ay est un idéal a droite de L(V).

e Une démonstration similaire montre que I'y est un idéal a gauche de L(V').

b) e L’application nulle 0 appartient & Jy donc Jy # (.

De plus, si (g,9') € J& et A € K, pour tout x € V, g(z),¢'(x) € W, or W est un sous-
espace vectoriel donc (g+A¢g')(z) = g(z)+ Mg’ (x) € W, ce qui montre que g+ g’ € Jy ;
ainsi Jy est un sous-espace vectoriel de L(V).

Sige Jwetpe LV)onaVe eV, g(x) =g((z)) € W donc gip € Jy. Ainsi, Jy
est un idéal a droite de L(V').

e Parecillement, 0 € Ky donc Ky # ().

De plus, si (g,¢') € K& et A € K, pour tout x € W, g(z) = ¢'(z) = 0,

donc (g + A\ )(z) = g(z) + A\¢'(z) = 0. Ainsi W C Ker(g + A\g’) puis g + ¢’ € Kw ;
ainsi Ky est un sous-espace vectoriel de L(V).

Sige KwetyelL(V)onaVeeW, g(x) =1(g9(x)) = ¢(0) =0 donc ¢g € Ky .
Finalement, Ky est un idéal a gauche de L(V).

2) a)
e Posons n = dim(V') et p = dim(W). Notons (ey, ..., e,) une base (éventuellement
vide) de W que l'on complete en une base de V' notée B = (e, ..., e,).
Alors f € Jy si et seulement si pour tout j € N,,, f(e;) € Vect(ey,...,e,), donc si et
A
seulement si il existe une matrice A € Mk(p, n) telle que Mat(f,B) = [ ----- % P
0 o
Notons ¢ I'isomorphisme f — Mat(f, B) de £L(V) dans M,,(K).
A
Ainsi Jy a méme dimension que ¢(Jw) = ¢ | ----- % ") Ae Mg(p,n)p, or
@) "
g
lapplication A — | ----- 1 ”"est un isomorphisme de Mx(p,n) dans ¢(Jy)
0 o



(c’est linéaire, surjectif d’apres I'expression précédente de p(Jy) et le noyau est clai-

rement réduit a {0}), donc dim(Jy) = pn = dim(W) x dim(V).

e Avec les mémes notations, f € Ky <= Mat(f,B) = o : B )

— —
p n—p

donc, selon les mémes arguments, on obtient que

dim(Kw) = n(n —p) = dim(V) x (dim(V) — dim(W)).

b)

e Considérons l'application ¢ : g — fg de £(V') dans lui-méme.

Alors §(L(V)) = Ay, donc d’apres la formule du rang,

dim(Ay) = dim(£(V)) — dim(Kerd). Or le noyau de § est formé des endomorphismes
g tels que fg = 0, c’est-a-dire tels que Img C Kerf; ainsi, Ker(d) = JKerf’ et donc
dim(Kerd) = dim(V) x dim(Kerf). Ainsi, dim(Ay) = dim(V') x (dim(V') —dim(Ker f)).
En appliquant encore la formule du rang, il vient ’dimA §=dimV x rgf ‘

e Pareillement, pour I'y, on introduit v : g+ gf : v(L(V)) =Ty et
Kery = {g € L(V) / Im(f) C Ker(9)} = Ky,

d'ott |diml'; = dim*(V) — dim(V)(dim(V) — dim(Imf)) = dim(V) x rg(f)| -
c) o Soit f e L(V).

Pour tout ¢ € L(V), Im(f¢) C Im(f), donc fo € Jpy, ),

ce qui montre que Ay C Jpy 5. De plus, dim(Ay) = dim(V) x rg(f) = dim(Jypy, ),
donc Ay = ‘]Im(f)v pour tout f € L(V).

¢ Nous sommes en dimension finie, donc W possede au moins un supplémentaire H
dans V. Notons alors f le projecteur sur W parallelement a H. Ainsi, Im(f) = W puis
Af = ‘]Im(f) = JW

o De méme, pour tout ¢ € L(V), Ker(f) C Ker(¢f), donc I'y C Kieppy- Or
dim(T'y) = dim(V) x rg(f) = dim(KKer(f)) d’apres la formule du rang,

done I'y = Kyer ), pour tout f € L(V).

o Choisissons pour f le projecteur sur H parallelement a W. Ainsi, Ker(f) = W puis
Iy = Kgerp) = Kw-

3°) a) ¢ Pour tout f € L(V),

[ € Jwndy <= (Im(f) € W)A (Im(f) € W) < Im(f) ¢ WnN W, donc
Jw N Jwr = Jwewr-

o fe KwnNKy < (W CKer(f)) N (W' CKer(f)) <= (WUW'C Ker(f)),

or Ker(f) est un sous-espace vectoriel, donc

fe KwnNKy < W+ W = Vect(WUW') C Ker(f),

ce qui montre que Ky N Ky = Ky iwr.

b) On va prouver ces égalités par inclusions et comparaison des dimensions.

o Soit f € Jy : on acertainement Imf C W C W+W’, donc Jy C Jww et de méme
Jwr C Jwawr, or Jywr est un sous-espace vectoriel, donc Jy +Jyr C Jwwr. De plus,
dlm(JW -+ JW/) = dimJy + dimJy — dimJy N Jy = dimJy + dimJy — dimJy e,
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puis dim(Jy + Jy/) = dimV x (dimW +dimW’ —dimWNW’) = dimV x dim(W + W),
ce qui montre que dim(Jy + Jy) = dimJy 4y
On en déduit que que ’JW + Jwr = Jwawr ‘
o Soit f € Ky : on a certainement Kerf D W D W NW’, donec Ky C Kyaw- et de
meme Ky C Kywawr, or Kyaw est un sous-espace vectoriel,
donc Kw + Ky C Kynw:. De plus,
dlm(KW + KW/) =dimKy + dimKy» — dim Ky N Ky
= dimKw + dim Ky — dim Ky oy
= dimV x (dimV — dimW — dimW'’ + dim(W + W’))
= dimV x (dimV — dim(W n W)
= dimKWmW/.
On en déduit que que ]KW + Kw = Kweaw .

4°) a) o W existe certainement, il suffit de considérer I’ensemble des dimensions des
sous-espaces H tels que Jy C M : c’est un ensemble non vide d’entiers (il contient 0),
majoré par dimV, il possede donc un plus grand élément qui est de la forme dimW,
ou W vérifie les propriétés de 1’énoncé.

o Soit f € M. On a déja montré que Jy,, = Ay = {fp/p € L(V)}, or M est un
idéal a droite, donc Ay = Jpy,, € M. Ainsi, Jw + Jypy ;= Jy 1 © M.

Par maximalité de dimW, dim(W) > dim(W + Imf), or W + Im(f) D W, donc

W + Im(f) = W. On en déduit que Im(f) C W, donc f € Jy. Donc M = Jy .

b) De méme, 'ensemble {dimW / Ky C M} est non vide car Ky = {0} C M, donc
admet un minimum. Soit W un sous-espace vectoriel réalisant ce minimum. Comme
ci-dessus, si f € M, puisque M est un idéal a gauche, Vo € L(V), ¢f € M donc
I'y € M. Mais I'y = Ky d’apres 3°a), on a donc KKerp+ Ew = KKepjaw © M ce
qui implique, vu le choix de W, dim(KerfNW) > dimW donc W = Kerf NW C Kerf
et donc f € Ky . Donc M C Ky et donc, finalement, M = Ky .

c) Ainsi, si M est un idéal a droite, d’apres 4.a, il existe un sous-espace vectoriel W
tel que M = Jy, puis d’apres la question 2.c, il existe f € L(V) tel que M = Ay.

De méme, les questions 5.b et 2.c montrent que, pour tout idéal a gauche M, il existe
g€ L(V) tel que M =T,.

5°) a) On peut raisonner avec des matrices de maniere analogue a la question 2.a.
On peut aussi considérer 'application v : f — f|% de Jy N Ky dans L(H,U), ou
H désigne un supplémentaire de W dans V.

u est correctement définie car, pour tout f € Jy N Ky, pour tout x € V, f(z) € U.

u est linéaire car, pour tout f,g € Jy N Ky, pour tout a € K, pour tout =z € V,
u(af+g)(x) = (af +9)(x) = af(z)+g(x) = au(f)(x) +ulg)(z) = (au(f) +ulg))(z),
donc u(af + g) = au(f) + u(g).

u est injective, car si f € Jy N Ky est tel que u(f) = 0, f est nulle sur H et sur W

(car W C Ker(f)), donc sur V car V.= H & W. Ainsi Ker(u) = {0}.



Enfin, u est sujective car si g € L(H,U), il existe d’apres le cours un unique f € L(V)
tel que, pour tout x € W, f(x) = 0 et pour tout z € H, f(z) = g(x). On a clairement
u(f) =g

Ainsi, u est un isomorphisme, ce qui montre que

dim(Jy N Ky) = dim(C(H, U)) = dim(U) x (dim(V) — dim(W)).

b) Si H est idéal a gauche et a droite dans L£(V'), alors il existe des sous-espaces
U et W tels que H = Jy = K. Dans ces conditions, on a H = Jy N Ky = Jy,
d’ont pour les dimensions, (dimV — dimW) x dimU = dimH = dimV x dimU, donc
dim(U) x dim(W) = 0. Ainsi, dim(U) = 0 ou bien dim(W') = 0.

Or si dim(U) =0, U = {0} et H = Jy = {0},

et si dim(W) =0, alors H = Ky = L(V).

Il en résulte que lles idéaux bilateres de £(V') sont réduits a {0} et E(V).‘

Partie II : Bases stables de L(V)

6°) o Notons E;; la matrice de f;; dans la base B. Pour tout h,k € {1,...,n}?
le (h,k)-ieme coefficient de E;; est égal a la h-ieme coordonnée dans B du vecteur
fij(ex) = 0;xe;, donc il s’agit de dj ;05 ;. Ainsi, E;; est la matrice dont tous les coef-
ficients sont nuls, sauf celui de position (7, 7) qui est égal a 1. Il s’agit de la (7, j)-eme
matrice élémentaire.

o On sait que la famille (E; ;)1<; j<n est la base canonique de M,,(K). Or 'application
¢ : fr—mat(f,B)de L(V) dans M,,(K) est d’apres le cours un isomorphisme, donc
S est une base de L(V') en tant qu'image d’'une base par un isomorphisme.

o Soit f,g € S. Il existe 7,7, h,k €N, tels que f = f;j et g = frs.

Soit ¢ € N,,. fg(eg) = fi,j(ék,geh) = 5k,€6j,h€i = j,hfi,k(eé)y donc fg = 0 ou bien
fg= fir €5, ce qui montre que S est une base stable de L(V).

7°) o Soit f € 5" et g € S. Supposons que fg # 0. Ainsi, fg € S. De plus, d’apres le

cours, rg(fg) <rg(f) <r, donc fge S

De méme, si f € S et g € 5, en utilisant que rg(fg) <rg(g) <r,

on montre que fg =0 ou fg € 5"

o Soit h € Vect(S") et I € L(V). En posant h = Z Arfetl= Z,ugg, on obtient que
fes’ ges

hl = Z Z Aritg fg ce qui est bien une combinaison linéaire d’éléments de S” d’apres

feS’ ges
I'observation précédente. Ainsi, Vect(S) est un idéal a droite, et on démontre de méme
que c’est aussi un idéal a gauche.
o D’apres la question 1.5.b, Vect(S") est réduit a {0} ou bien est égal a L(V'). Mais S’
contient au moins un élément de S, qui est non nul car S est libre, donc Vect(S”) # {0}.
Ainsi, S’ est une partie génératrice de L(V'), et est libre comme sous-ensemble de S.
C’est donc une base. Alors |S'| = dim(L(V)) = |S| et S" C S, donc S = 5.



8°) a) Il s’agit de montrer que le centre de L(V') est constitué des homothéties. On
peut établir ce fait en décomposant ¢ sur la base (f;;), mais ce n’est pas tres intuitif.
Soit z € V, non nul. Supposons que z et ¢(x) soient indépendants, et considérons un
projecteur p tel que p(p(x)) = 0 et p(x) = z. On a alors p(p(x)) = ¢(x) = p(e(z)) =0,
ce qui est exclu par hypothese. Donc, pour tout vecteur z, (x, p(z)) est lié. Ainsi, pour
tout z € E'\ {0}, il existe A\, € K tel que ¢(z) = \,.
Notons e = (e;)1<i<n une base de V. Alors pour i,j € N,, avec i # j,

Aejre; = lei +e5) = Aesi + Aejej, done Ao, = Aeiqe; = A¢;, donc en posant A = A,
pour tout i € N,,, ¢(e;) = Ae;. Ainsi, ¢ est bien une homothétie.

b) On suppose ici que r = n, donc tous les éléments de S sont inversibles. Leurs produits
étant inversibles, ils ne sont jamais nuls, or S est stable donc ils appartiennent encore
as.

Soit g € S. On peut donc définir 'application F' : f+— fg, de S dans S.

Soit g,h € S tels que F(g) = F(h) : fg = fh, or f est inversible, donc g = h. Ainsi, F'
est injective. De plus S est un ensemble de cardinal fini, donc F' est une bijection de .S

dans S. Alors pg = ng = ZF(f) = Zf = . De méme on montre que ¢ = gy

fES fes fes
pour tout g € S.

c) La question précédente entraine que ¢ commute avec les éléments de S, donc avec
tout endomorphisme de £(V') = Vect(S) par linéarité, donc d’apres la question a, il
existe A € K tel que ¢ = Al.

D’apres la question b, pour tout g € S, A\g = \I.

Si A # 0, alors g = I pour tout g € S, ce qui est faux car |S| = dim(L(V)) = n? > 4.
Ainsi A =0, donc 0 = ¢ = Z f, ce qui faux car S est libre.

res
Cette situation est donc impossible : les éléments d’une base stable sont tous de méme

rang r < n.

9°) a) ¢ On a, pour tout f € Sy, Imf = U, donc f € Jy. Ainsi, Sy C Jy, or Jy est
un sous-espace vectoriel, donc Vect(Sy) C Jy.

Sy étant non vide, choisissons un élément f dans Sy. Alors Im(f) = U et on a vu en
question 2.c que Ay = JIm(f) = Jy.

Soit alors h € Jy ; il existe donc k € L(V) telle que h = fk, et 'on peut décomposer k
selon S : k = Z Agg. Alors h = Z Afg = Z Agfg. Considérons I'un des termes de

es es geSs
g g fg#0

cette somme : soit g € S tel que fg # 0. S étant stable, fg € S , donc en particulier,
rg(fg) = r = dim(U). De plus, Im(fg) C Im(f) = U, donc Im(fg) = U et fg € Sy.
Ainsi, h est une combinaison linéaire d’éléments de Sy : h € Vect(Sy).

On a bien montré que Vect(Sy) = Jy par double inclusion.

o On a de méme pour tout f € SV, Kerf =W, d’ott Vect(SV) C Ky .

SW étant non vide, choisissons g € SW. Alors Ker(f) = W et on a vu en question 2.c
que I'y = KKer(g) = Ky.



Soit h € Ky Il existe k =Y Agg telle que h =kf, dotth =Y Agf.

€S ges
g g9f#0

Soit g € S tel que gf # 0. Alors gf € S, donc rg(gf) = r. Ainsi,

dim(Ker(gf)) = n —r = dim(W) et Ker(gf) D Ker(f) = W. On en déduit que
gf € SW.

Ceci montre que h = Z Mg f € Vect(S™).

ges
gf#0

On a bien montré que Vect(S") = Ky par double inclusion.

b) (Su)ues est une partition de la base S de L(V'), donc d’apres le théoreme de la
base adaptée a une décomposition en somme directe, L(V) = GB Vect(Sy) = GB Ju.

veJg veJg
On peut le redémontrer : si h € L(V), alors h = Z%S = Z Z ags € Z Ju,
ses UeJ seSy veg
donc L(V) = Z Ju, et si Z h, = 0, avec h, € Jy pour tout U € J, alors en posant
UeJg veg
h, = Z ags, on a0 = Zass, donc pour tout s € S, agy = 0, donc les h, sont tous
seSy ses

nuls : la somme est bien directe.

c) En particulier, I € £(V), donc il existe (iy)yes telle que I = Z iy, ou iy € Jy

UeJg
pour tout U € J.

Alors, siz eV, x =1I(z) = Z iy(x), or pour tout U € J, iy(z) € Im(iyy) = U, donc

veJg
T € Z U, ce qui prouve que V = Z U. De plus,
veJg veJg
dim(V) x 3" dim(U) = 3 dim(Jy) = dim(@ JU> = dim(£(V)) = dim?(V), ot
Ueg Ueg veg
dim(V) # 0, donc Zdim(U) = dim(V) = dim( Z U), ce qui d’apres le cours

veg veJg
prouve que la somme est directe.

10°) a) Par construction, la famille (Sy N SY)yes est une partition de SV, donc
toujours d’apres le théoreme de la base adaptée a une décomposition en somme directe,
Ky = Vect(SV) = @ Vect(Sy N .SY).

Ueg
b) Sy C Vect(Sy) = Jy et SV C Ky, donc Sy NSV C Jy N Ky, or Jy N Ky est un
sous-espace vectoriel, donc Vect(Sy NSY) C Jy N Ky .
Réciproquement, soit f € JyNKy . Alors f € Ky, donc d’apres la question précédente,
on peut écrire f sous la forme f = Z Z ass. Mais f € Jy = Vect(Sy), donc on
U'ed seSyinsw

peut également écrire f sous la forme f = Z Bss. Ainsi, Z bss = Z Z Qs S,

seSy SESy U'ed seSyinswW
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mais S est une base, donc lorsque U" # U, a, = 0. 1l reste Z Bss = Z QsS,
SESy seSynsSw
donc lorsque s ¢ SV 3, = 0. Ainsi, f = Z Bes € Vect(Sy N SY).

seSynNsSwW

11°) a) Supposons que fZ ne soit pas nul. Alors d’apres la stabilité de S, f* € S,
donc f? a méme rang que f, et d’apres la formule du rang, Ker(f) et Ker(f?) sont de
méme dimension, or Imf? C Imf = U et W = Ker(f) C Ker(f?), donc Imf? = U et
Ker(f?) = W. Ainsi, f2€ Sy nSY.

b) Sy N SW n’est pas vide car il engendre un sous-espace vectoriel Jy N Ky dont la
dimension est égale, d’apres la question 5.a, a (dimV — dimW) x dimU = r? # 0. 1l
existe donc f € Sy N SW.

Si f2=0,onalU =Imf C Kerf=W.

Sinon on a U = Kerf = Kerf? et W = Im(f) = Im(f?). 1l suffit donc de montrer
que, dans ce cas, Kerf et Imf sont supplémentaires. Soit x € Kerf N Imf. On a
r = f(y) et f(x) = f*(y) =0, soit y € Kerf?, donc y € Kerf, soit z = 0. On a donc
Kerf NImf = {0}. De plus, d’apres la formule du rang, dim(Kerf & Imf) = dim(V'),
donc U W =V.

c) Soit W € N. Silon avait U C W pour tout U € J, alors V = ZU C W, donc

ueJ
r =dim(V) —dim(W) = 0, ce qui est faux. Ainsi, il existe U € J tel que U W = V.

12°) a) Pour tout f € Jy N Ky, pour tout x € U, f(z) € Im(f) = U, donc 'applica-
tion f est bien définie et f € L(U). Ainsi l'application v : f — f est correctement
définie.
Soit f,g € Ju N Ky et a € K. Pour tout =z € U,
uaf +g)(x) = (af +9)(z) = af(z) + g(z)

= au(f)(x) +u(g)(x) = (au(f) +u(g))(z),

donc u est linéaire.

Soit f € Jy N Ky telle que u(f) = 0. Alors f|y = 0, mais Ker(f) = W, donc f|w =0,
or U W =V, donc f =0. Ceci prouve que u est injective.

D’apres 5.a, dim(Jy N Ky) = dim(U)(dim(V) — dim(W)) = dim*(U) = dim(L(V)),
donc u est bien un isomorphisme d’espaces vectoriels.

b) Notons S" = (u(f))sesynsw : Su NSV est une base de Jy N Ky et u est un
isomorphisme, donc S’ est une base de L(U).

Soit f,g € Sy N SW tels que fg # 0. Alors fg € S, donc Im(fg) (resp : Ker(fg)) a la
méme dimension que Im(f) (resp : Ker(g)), or Im(fg) C Im(f) et Ker(g) C Ker(fg),
donc Im(fg) = Im(f) = U et Ker(fg) = Ker(g) = W, ce qui prouve que fg € SyNS"W.
On en déduit aisément que S’ est une base stable de L(U).

Supposons que r = dim(U) > 2. On peut alors appliquer a U le résultat de la question
8 : 7 < dim(U). Pourtant, on a déja vu qu’il existe f € Sy NSV et u(f) = f\}]m(f)
est un isomorphisme d’apres le cours, car U est un supplémentaire de Ker(f) dans V.
Ainsi, 7 = rg(u(f)) = dim(U). On obtient une contradiction, donc r = 1.
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c) D’apreés la question 5.a, dimJiy N Ky = r? = 1, donc la base S;y NSY, qui engendre
Ju N Ky, ne peut avoir qu'un élément p, seul élément de S de noyau W et d'image U.
On a déja vu que p? est soit nul, soit un élément de Sy N SY, or p> =0 = U C W,
ce qui est contraire aux hypotheses, donc p? = p.

Finalement, p? = p est le projecteur de noyau W et image U.

13°) a) D’apres la question 4.c, V = @ U,

UeJg
donc n = dim(V) =r|J| = |J| car r = 1.
On a aussi dimKy = n(n — dimW) = n(n — (n — 1)) = n, ce qui impose que la base
SW de Ky possede n = [N éléments.
Le nombre d’éléments de Sy NS est la dimension de Jiy N Ky, qui vaut 1 ici.
Ainsi, il existe dans S un et un seul élément ¢y de noyau W et d’image U ; son carré
est lui-méme si U et W sont supplémentaires, autrement il est nul.

b) La composée oy wopyr wr est certainement nulle si U’ = Imgy yw C W = Kerpp w,
et sinon, c’est que U'@W = V' ; on récupere alors une application dont le noyau contient
W’ et I'image est incluse dans U, ce ne peut étre (par stabilité) que oy .
c) Soit z € [ W.

wek
Alors, pour tout s € S, x € Ker(s), donc s(z) = 0. Par combinaison linéaire, on en

s
déduit que, pour tout f € L(V), f(x) = 0. En particulier, x = I(z) = 0.

Ainsi, (| W = {0}.
wekK

Partie III : Construction de bases stables

14°) La partie I a montré que les éléments de S sont tous de rang 1, et que leurs
diverses images ont V' pour somme directe. Cela nous donne immédiatement une base
(e;) de V', adaptée a cette somme directe. Pareillement, les noyaux possibles sont n
hyperplans. Considérons donc n formes linéaires 6; telles que leurs noyaux décrivent
exactement N. Pour tous i et j, il existe un et un seul élément de S d’image Vect(e;)
et de noyau Kerf;. Un endomorphisme de rang 1 a généralement la forme suivante :
f(z) = 0(z)u, 6 étant une forme linéaire non nulle et u un vecteur non nul; le noyau
de f est celui de 6. Cette description permet de noter les éléments de S sous la forme
©ij, avec @;i(x) = A;;0j(x)e; (puisque deux formes linéaires de méme noyau sont pro-
portionnelles). De plus, les \;; sont non nuls. Pour simplifier ce qui suit, nous noterons
Uy = Vect(ey,) et Wy, = Kerby.
Il reste & montrer que la famille (6;)1<;<, est une base de V* :

supposons que Z a;0; = 0.
j=1
n n 1
Alors, pour tout x € V, 0 = Zaﬂj(ﬂc)ﬁ = Z@j_¢1j($)a or la famille (¢; ;) est
= M |

J=1
libre, donc les «; sont tous nuls.



15°) a) Lorsque (j, k) appartient a A, e, n’appartient pas a Keré;, donc U,®&W; = V.
On a alors, d’apres la question 13.b @ @i = s, soit pour tout x :
Nij0i (A uibi(x)ex) = Nabi(x) ou encore \jjA\ub;(ex)d = N\uf qui entraine (6, n’étant pas
nulle) /\ij)\kﬂj(ek) = )\il~
6, est non nul, donc quitte & modifier 'ordre de la base (e;), on peut bien supposer
que 61(e1) est non nul. Ensuite, quitte a multiplier e; par un scalaire adapté, on peut
supposer que #(e;) = 1.
b) bjaib;(er) = )\Lﬂj(ek))\k,i = A1 = 1, d’apres la question précédente, car (j, k) € A,
donc aib; # 0 et 0;(ey) = ——.

akbj
c) Pour tout 7,7 € {1,...,n}, a;b; = N161(e1)A1; = A j, d’apres la question a, car
(1,1)e A
On remplace 0; par 0 = b;0; et ey par ), = ayeg, ce qui n’altére pas leurs indépendances,
leurs noyaux, ni les espaces engendrés puisque les a; et b; sont non nuls, et on a alors
0:(e;) =1 ou 0.

1

1 1
On a donc 0; = 6—9; et e; = —e; d’ou ¢;;(z) = a;b; i) 9,( )—6 = 0 (r)e].
j a; Q;

16°) Si €2 n’est pas inversible, ses lignes L vérifient une relation de la forme

Zaz ; = 0. Alors, pour tout 7 € N,,, Zaz (e;) = 0, donc Za@ = 0, ce qui
i=1
contredlt la liberté de la famille (6;). Ainsi, € est bien une matrlce 1nver81ble.

Réciproquement, partons d’une base (¢;) de V' et d’une matrice inversible 2 de M,,(K)
dont les coefficients sont égaux a 0 ou a 1. Pour tout ¢ € N,;, notons 6; 'unique forme
linéaire sur V' vérifiant : pour tout j € N, 0;(e;) = €;;. On pose alors, pour tout
i,j € Ny, pour tout z € V, ¢, j(x) = 6;(2)e;.

Les questions précédentes montrent que toute base (y; ;) stable de £(V') est construite
selon un tel procédé. Montrons que ce procédé conduit toujours a une base stable. Pour
cela, il suffit de montrer avec nos notations, que (g; ;) est bien une base stable de L(V').

n

Montrons d’abord que (6;) est une base de V* : supposons que Z a;0; = 0. Pour tout
j=1
631

n n

i €N, 0= Zaﬂj(ei) = Zanj’i’ donc Q| : = 0, or Q) est inversible, donc
Jj=1 j= Qay,

les a; sont tous nuls.

Montrons ensuite que (y; ;) est une base de £(V'). Supposons que Z a; i = 0.
1<i,j<n

Ainsi, pour tout x € E, 0 = Z a; ;0;(x) Z (Za” > On en déduit
j=

1<i,j<n

n
que, pour tout 7 € N, 0 = Zozm- () pour tout x € E, donc 0 = ZaHQ or la
j=1 7j=1



famille (6;) est libre, donc tous les ¢ ; sont tous nuls.
Montrons enfin que (g; ;) est stable : Soit z € V.
0 sif;(ep) =0

(i 0 oni) (@) = @i (Ok(x)en) = Or(2)0;(en)e; = {%k(x) si 0;(ep) =1

17°) Choisissons une base (eq,e3) de V' et notons (y;;) la base de L(V) qui lui est
canoniquement associée. Posons ensuite, pour tout 7,7 € {1,2}, ¥ = @;3—; : (¢y)
est encore une base stable de £(V') car on a seulement modifié 'ordre des vecteurs de
(¢ij). Supposons que (1;;) est canoniquement associée a une base de V', notée (f1, fa).
Alors 0 = 912(f1) = v1.1(f1), donc fi € Ker(p11) = Vect(eq) : il existe A € K tel que
f1 = )\62. Alors fl = ¢1,1 (fl) = @172()\62) = )\61, donc f1 S Vect(el)ﬂ\/ect(eg) = {O}, ce
qui est impossible. Ainsi, (1;;) estune base stable de £(V') qui n’est pas canoniquement
associée a une base de V.

10



