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1°) a)Soit keN.P(X > k)= > P(X=n)= > pl-p""
n=k+1 n=k+1
donc P(X > k) = p(1 — p)f—— = (1 — p)~.
( ) =p(1-p) =) (I-p)
+00 +00 1 1
b) Ainsi, P(X > k)= l—plf=——" " =-=FE(X) dapres le cours.
) A, 3 P(X > ) =3 (1= = = = = B0

2°) a) Soit k € N. Soit w € €.

we (X =k)<= X(w)=k<={X(w) >k —1et non[X(w) > k|}, car X(w) € N,
doncwe (X =k)<—=we(X>k—-1)\ (X > k).

Ainsi P(X =k)=P(X >k—-1)\(X>k)=P(X >k—-1)— P(X > k),

car (X > k) C (X >k—1).

b) Soit n € N*. S, =Y k(P(X >k — 1) — P(X > k)),
k=1

donc S, = > P(X >k—1)+Y (k—1)P(X > k+1) — kP(X > k). La derniere

k=1 k=1

n—1
somme étant télescopique, S,, = <Z P(X > k:)> —nP(X >n).
k=0

+o0
3°) a) La suite (S,)nen+ est majorée par ZP(X > k), or elle est croissante, donc

k=0
elle converge. Cela signifie que X est d’espérance finie.

n—1
b) nP(X >n) = (Z P(X > k)) — S, donc il existe A € R
k=

0
tel que nP(X >n) — A\

n—-+4o0o

SiA#0,alors P(X >n) ~ %, ce qui est faux car Z P(X > n) est convergente. Ainsi
nP(X >n) — 0.

n——+oo

—_

n—

Ainsi, en faisant tendre n vers +o0o dans ’égalité S,, = ( P(X > k)) —nP(X >n),
0

B
Il



on en déduit que F(X) = ZP(X > k).

4°) Cette suite double est a valeurs dans R,. On peut donc travailler dans Ry U{+o0},

sans se soucier des problemes de convergence.
+oco 400 400 400

En particulier, le théoreme de Fubini donne : Z Zakm = Z Z apn, cest-a-dire
k=1 n=1 n=1 k=1

+o0o 400 +oo n

D) DLETINS 3 Syt

k=1 n=k n=1 k=1

ce qui montre que Z P(X>k-1) Z nP(X , ce qu’il fallait démontrer.

k=1

Partie I

5°) a) Notons E; I’événement “le i-eme individu de la génération Gy a un enfant”
N

et posons T; = 1g,. Ainsi T; ~ B(p). Or Z; = ZTZ et les T; sont mutuellement
i=1

indépendants, donc d’apres le cours, Z; ~ B(N, p).
b) On le montre par récurrence. C’est vrai pour k = 1 d’apres la question précédente.
Pour k£ > 1, supposons que Z;(£2) = {0,..., N}. Ainsi le nombre d’individus de la
génération (G}, est compris entre 0 et N, et toutes ces valeurs sont possibles. Comme
p €]0, 1], ils engendrent un nombre d’individus compris entre 0 et N, toutes ces valeurs
étant possibles. Ainsi, Z41(Q2) ={0,..., N}.
c) Soit k € {1,..., N}. Pour la probabilité Pz, _i, en adaptant le raisonnement du a),
on obtient que Z, 1 ~ B(k,p).
d) Pour tout k € N* et i € {1,..., N}, on note F;; I'événement “le i-eme individu de
la génération GGy possede un descendant dans la génération G}”.
D’apres la formule des probabilités composées,
P(F;g41) = P(E; k) P(Fi 11| Fix) = pP(Fi ), donc P(Fj 1) = p*P(F;1) = p*th.
Ainsi, si Uon pose T, = 1p, ,, Tig ~ B(p*).
N
Soit n € N*. Z,, = Z T; n et les T; ,, sont mutuellement indépendants, donc d’apres le
i=1

cours, Z, NB(N ).

o E U
b) Ainsi qu’il est précisé dans le texte introductif, la suite d’événements [(Z, = 0)],>1

est croissante pour 'inclusion, donc d’apres la propriété de continuité des probabilités,
P(E) = lirf P(Z, = 0), or d’apres la question précédente, P(Z, = 0) = (1 — p")¥,
n——+0o0

donc P(F) = 1.



7°) a) P(T >n)=P(Z,#0)=1-P(Z,=0)=1—(1—p")N.
b) D’apres le cours, T; ~ G(1 — p), car T; désigne I'instant du premier succes, en

considérant qu’il y a succes si et seulement si tel descendant n’a pas de descendance.
N

c) (T'<n)= (](TZ <n),or P(T; <n)=1—P(T; >n) =1—p" d’apres la question
i=1

l.a. De plus les lignées sont indépendantes entre elles, donc les T; également. Ainsi
N

P(T <n)= 1_[(TZ <n) = (1 —p")" (valable également pour n = 0).

i=1
d) Soitn e N*. P(T=n)=P(T<n)—P(T<n-1)=1-p")N — (1 —pHM.
8) a) PT>n)=1—(1—-p")N =1—(1 - Np"+o(p")) ~ Np".
b) p €]0,1[, donc la série géométrique »  p" converge. On déduit alors de la question
précédente la convergence de la série Z P(T > n), ce qui prouve que 7" admet une
espérance finie d’apres les préliminaires.
c¢) Toujours d’apres les préliminaires,

+oo
E(T) = Z[l — (1 = p"N], donc d’apres la formule du binéme de Newton,
h=0
+oo N N +oo N k41
_ N hyk _ N k1 N N (=1)
pr) == % (V) e =2 (V) oo -3 () S
h=0 k=1 k=1 h=0 k=1
Partie 2

9°) Notons R(n) cette propriété et montrons-la par récurrence.

Pour n = 1, chaque individu de la génération 0 engendre 0 ou 2 enfants, donc la
génération 1 possede un nombre pair d’individus, compris entre 0 et 2N = 2aq, et
toutes ces valeurs sont possibles; ce qui prouve R(1).

Pour n > 0, supposons R(n). Chaque individu de la génération n engendre 0 ou 2
enfants, donc la génération n+ 1 posséde un nombre pair d’individus, qui d’apres R(n)
est compris entre 0 et 4a,, = 2a,41, et toutes ces valeurs sont possibles, ce qui prouve

R(n+1).

10°) Soit i € {0,1,. ., api1}-

Pour tout k& € {0,...,a,}, sachant que Z,, = 2k, d’apres le cours, %Znﬂ ~ B(2k, %)
De plus, la famille (Z,, = 2k)o<k<a, est un systeme complet d’événements, donc d’apres
la formule des probabilités totales,

P(Zypr = 2i) = P(Zns1 = 2i|Zy = 2k)P(Z, = 2k),
k=0
an 1\ 2k

(4



11°) a) H,(1) = ZP(Zn = 2k) = 1 d’apres la question 9.
b) Zy = N : cest une variable aléatoire déterministe, donc pour tout k € {0, ...,a9—1},

P(Zy=k) = 0. Ainsi, Hy(x) = 2% = V.
c) D’apres la relation (1),

2an

Hyi (2 Zx%;(m)( ) Pz, = 2)
-3) P -3 (7)
_Z<1+az) a0,

a )

12°) 2k) = E(Z,).

donc H, 41 (x n(

1+ 22

b) Dérivons la relation de la question 11.c : H), . En remplagant

() = o
x par 1, on en déduit que E(Z,11) = H (1) = E(Z,).
On en déduit que E(Z,) = E(Z,) = N.

13°) On pose v, = H,(0) = P(Z, =0).

a) On a (Z,4+1 = 0) C (Z, = 0), donc la suite (v,) est croissante et majorée par 1 : elle
converge.
b) Soit n € N. Notons R(n) I'assertion suivante : pour tout k € N, H, (wy) = (wn4z)".
Supposons que n = 0. Pour tout k € N, Hy(wy,) = wl = (wos)Y, dout R(0).
Supposons que n > 0. Supposons R(n). Soit k € N.
Hyq(wy) = Hy(wyy1), d’apres la question 11.c, donc d’apres R(n),
Hn+1(wk) = (wn+k+1)N, d’ou R(n + 1)
c) v, = H,(0) = H,(w) = w’.

Pour tout n € N, w,, 11 = f(wn)a ol f(ac) =

2f(z) =2z =1+ 2% -2z = (x — 1)? > 0, donc la suite (w,,) est croissante.
On montre facilement par récurrence que pour tout n € N, w,, < 1.
Ainsi il existe A € [0,1] tel que w, — A. Mais A est alors un point fixe de f :

14 22

n—-+o0o
0=2(f(\) —A) = (A—1)% Ainsi, w, - 1.
n—-—+0oo
Alors v, = w) — 1, donc I'espece s'éteint presque stirement.

n—-4o0o



Partie 3

14°) a) Par récurrence sur n, on montre que ’ensemble des valeurs possibles pour 7,
est {0,...,N}.
b) Soit i € {0,..., N}. La famille d’événements [(Z,, = k)]o<k<n est un systeme complet
d’événements, donc d’apres la formule des probabilités totales,

P(Zp1 = 1) ZP i1 = |2y, = k)P(Z, = k), or si 'on sait que Z,, = k avec
k < i, alors le nombre d’individus de la generatlon n+ 1 est compris entre 0 et &k, donc
P(Zn1 =i|Z, = k) =0. Ainsi P(Z,.41 = 1) Z —P Z, = k). Cette relation est

valable pour n = 0.
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o<ichen T 1 k=0 i=0 k+
A1 k(k + 1) Ay’ E(Z,)
E(Z = —P(Z, =k)—— E(Z = —P(Z,=k) = -
( n+1) kzo k+ 1 ( n k) 2 7donc ( n+1> kzzo 2 ( n k) 2
Cette relation est valable pour n = 0.
1 N
On en déduit que E(Z,) = 2—E(ZO) o
b) D’apres la formule de transfert,
N N Ny
2\ _ 2 N 2 _
E(Z2,)) = ;z P(Zpiy = i) = ;z kz k—HP(Zn = k), donc
2'2 7V k Z‘2
2 o _ . o .
0<i<k<N k=0 i=0
N
1 k(k+1)(2k+1)
E(Z2,,) = 25 1P(Zn = k) G , donc
i Ly B@) B BEZ) N
Zi) =k ==y 6 3 62y O °

relation est Valable pour n = 0.

0

o Soit n € N. upy = 2" E(Z,,1) = %un

N 2>\+% <= A= N,donc u,; 1 — N

or ug = E(Z2) = N2, donc u,, = (2)"(N?> — N)+ N.

o D’aprés la formule de Koenig, V(Z,) = E(Z?) — E(Z,)?, donc
n N2 1 N N?

u ( ) — (N2 N) .

7y = _ (2L



Ainsi, V(Z,) = N?(i . i) + N(i - i).

3” 4n 2n 3n
N
16°) a) ZkP k)>> P(Z,=k)>P(Z, > 1) >0.
k=1
D’apres la question 15 a, B(Z,) — N — 0, donc d’apres le principe des gendarmes,
n—-+0o0o
P(Z,>1) — 0. Alors P(Z,=0)=1—-P(Z,>1) — 1.
n—-+oo n—-+oo
+o00

b) Comme dans la partie 1, £ = U (Z, = 0), donc d’apres la propriété de continuité
des probabilités, P(F) = nl_lgloo P(nzll =0) =1

c) 0 < P(T>n)=PZ,#0)=PZ,>1) < EZ,) = o O la série géométrique
Z ZL" est convergente, donc la série Z P(T > n) est convergente, donc d’apres les
préliminaires, 1" possede une espérance finie.



