Feuille d’exercices 27.
Corrigé de quelques exercices

Espérance

Exercice 27.13 :

1°) Pour la k-ieme personne Py, on note X, ; la variable aléatoire égale au nombre de
lettres qu’elle recoit.
X, peut étre considérée comme la somme de (n—1) variables de Bernoulli indépendantes
associées a chaque personne de la communauté (valant 1 si cette personne envoie la
lettre & Py, 0 sinon).
Par suite, X, suit la loi binomiale B(n — 1, =), donc pour tout j € {0, .. — 1},

pn = PO =)= (") (- s

7 n—1 n—1

Aj fixé, quand n — oo,

- (n—1)(n—2) x (n —) 1 - D7) (g 1 1)~ e
o n=1Dn—-1)x(n—1)7! n—1 B

a une loi de poisson de parametre 1.

Nous avons redémontré un résultat classique d’approximation d’une loi binomiale par

une loi de Poisson, valable ici car (n —1)-1; =1 - 1.
n—-+0o0

ce qul COI'I'GSpOHd

2°) On note D, : "au moins une personne recoit j lettres”. On a D; = L_J{Xn;,C =j}.

k=1
Pour j > n/2, on sait que cette union est disjointe puisque seule une personne au plus

du groupe peut étre dans ce cas.
— 1 . 1 .
D'ott P(D;) = nP(Xpx =j) =n (n 1> ( (1 - —

J n—1
Exercice 27.14 :
1°) Soiti € Ny. X; est a valeurs dans N* et P(X; = k) = p(1—p)*~! pour tout k € N*,

1 — gn
donc lorsque n € N*, P(X; < n) Zpl— K r=pY ¢"=p q

=1—¢", puis
P(X;>n)=1—-P(X; <n)=q"
2°) a) Soit n € N*. Pour tout w € €,



€Y >n)<—=Y(w )>n<:>Vi€NN, Xi(w) > n,
donc P(Y > n) = P(X; > n,..., Xy > n), puis d’apres I'indépendance mutuelle de

Xi,.., X, P(Y >n) = H P(X; > n) = ¢"V d’apres la question précédente.
=1

On en déduit que P(Y <n) =1— g™V, ce qui est également vrai lorsque n = 0.

Ainsi, pour tout n € N*,

P(Y =n)=P((Y <n)\ (Y <n—1)) =¢" " —¢"V = (¢")""(1 - ¢").

b) Ainsi, Y ~ G(1 — ¢"), donc d’apres le cours, Y est d’espérance finie

et E(Y) = o

On peut expliquer sans calcul pourquoi Y suit une loi géométrique :

Pour tout ¢« € Ny, sans modifier la loi de X;, on peut supposer que la variable
aléatoire X; représente l'instant de premier succes d’une série de tests mutuellement
indépendants de paramétre p. Considérons que ces N séries de tests sont réalisés en
parallele et que I'on s’arréte des I'instant ou 'un des tests est un succes. Cela revient a
considérer que 1'on effectue un nouveau test, qui se réalise si et seulement si parmi les
N anciens tests, I'un au moins se réalise. Ainsi, le nouveau test est un échec avec une
probabilité de (1 —p)¥, donc est un succés avec une probabilité de 1 —¢V. Y représente
I'instant de premier succes de ce nouveau test, il est donc naturel que Y ~ G(1 — ¢™V).

Exercice 27.15 :

1°) Notons S le nombre de canards survivants. On a S = Z 1e survit

ceC
ou C désigne I'ensemble des canards.

Par linéarité de l'espérance, E(S) = Z E(1e survit) = Z P(c survit).
ceC ceC

Fixons ¢ € C. Notons X le nombre de tirs réussis sur c¢. Chaque chasseur tire sur

le canard ¢ avec une probabilité de I'atteindre égale a o5 et les chasseurs agissent

indépendamment les uns des autres, donc d’apres le cours, X ~ B ( 10, £&).
Alors P(c survit) = P(X = 0) = (1 — £)'°, puis E(S) = 20(1 )10.

2°) Notons T le nombre de canards touchés. L’énoncé nous demande de calculer E(T).

D’apres le cours, E(T) = Z tP(T =t), or d’apres la formule des probabilités totales,

Z P(T'=t| N=n)P(N =n), ou N est le nombre de canards.

Alors, en utlhsant la formule de Fubini pour des familles dénombrables de réels positifs,

ZP E(T | N =n),

+oo
en convenant que E(T | N =n) = ZtP(T =t| N=n).

=0
On sait que N ~ P(A) ot 'on a posé A = 15.
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A
On obtient ainsi que E(T') = Ze”\—n(l -(1- 8)10).

Exercice 27.16 :

1
1°) La probabilité étant uniforme, P(G) = ———.
) P (@) Card(£2)
Choisir un élément de € revient a choisir ’ensemble A de ses arétes avec les contraintes

Card(A) = met A C {(i,7)/1 <i < j < n}, donc cela revient a choisir m éléments
1
parmi N = (n) Ainsi P(G) =

2 N’

()
2°) i ~ j est donc l'ensemble des graphes de € possédant l'aréte (7, 7). Choisir un
tel graphe revient a choisir les m — 1 autres arétes parmi les N — 1 arétes disponibles.
N -1
Card(i ~ j) (m—l

Ainsi P(i ~ j) :we(;j) P(w) = (N) (Z)

m
3°) On suppose que m,n > 3, sans quoi 'espérance est nulle.
Notons K ce nombre de triangles, qui est donc une variable aléatoire de 2 dans N.
Ona K = Z lamy,y~z,zna, done par linéarité de 'espérance,

{z,y,2}CS
x,y,zdistincts

E(K) = Z E(lzrvy,yrvz,zwx) = Z P(SU ~NY Yy~ Z, 8 l‘)

{z,y,2}CS {z,y,2}CS
x,y,zdistincts x,y,zdistincts

Le méme argument utilisé en question 2 prouve que

),donc P(i~j) =

=3

(N—3>

B m—3 _m(m—l)(m—Z)

Ple~yy~zz~a) = =70 ~ N(N - 1)(N -2)
n\ m(m—1)(m — 2)

doncE(K):(3>N(N—1)(N—2>'

Variance

Exercice 27.17 :

La théorie des familles sommables de réels positifs justifie les inégalités suivantes :
Pour h € {1,...,k — 1}, d’apres la formule de transfert,
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E(X") = ) |of'P(X =2)

zeX(Q)
<Y p'PX=2)+ ) |o"P(X =)
zeX(Q2) zEX ()
lz[>1 |z|<1
< Y fP(X=2)+ Y PX=ux
zeX(Q) TEX(Q)
|z|>1 |z|<1
< D Bl'PX=a)+ > P
2€X(Q) zEX(9)
=E(X*)+1

Exercice 27.18 :

1°) Y, est a valeurs dans {0,1}, donc Y; ~ B(q), ou

q=PY;=1)=P(X;=X;;1 = 1) =p? car X; et X;,; sont indépendantes.

En conclusion, Y; ~ B(p?).
n—1

2°) Par linéarité de l'espérance, E(Y) = ZE(YZ-), or d’apres le cours, E(Y;) = p?,
i=1

donc E(Y) = (n — 1)p?

3°) Sin<1,Y=0et V() =0.

Sin=2Y =Y et V(Y)=V(Y}) =p*(1 — p?).

Pour la suite, on suppose que n > 3.

D’apres le cours, V(Y) = Z V(Y;) +2 Z Cov(Y;, Y;).
=1 1<i<j<n—1
De plus, si i,j € N,y avec i +1 < j, alors V; = X; X, et ¥V, = X;X,,; sont

indépendantes d’apres le lemme de coalition, donc Cov(Y;,Y;) = 0.
n—2

Ainsi, V(Y) = (n = 1)p*(1 = p?) + 2 Cov(¥;, Yip1).

Soit ¢ € N,,_5. D’apres la formule de zK(l)enig—Huygens.,

Cov(Y;,Yii1) = E(YiYi1) — E(Y;)E(Yis1), or, en tenant compte du fait que X; ; est a
valeurs dans {0,1}, on a X2 | = X;,1, donc Cov(Y;, Yi1) = E(X;X;11X;42) — p*, mais
X;X;11X,40 est encore a valeurs dans {0, 1}, donc

E(XZ'XZ‘+1XZ‘+2) = P(XiXi+1XZ‘+2 = 1) = pg' Ainsi, COV(Y;, Y;—i—l) = p3 - p4, puis
V(Y) = (n— D)@ — ) + 201 — (P — p*) = (n— D + 21 — 25" — (3 — H)p.

Exercice 27.19 :

det(M Z H Xo(j

0c€SH
donc par linéarité de l esperance puis indépendance des X, ;) ;,

E(det(M)) = > (o H E(X,

€S
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Ainsi d’apres la formule de Koenig-Huygens,

Var(det(M) = E(detM)P) = E( Y e(@)e(0) [ XotriXor

0,0'€Sn
Soit 0,0’ € S, telle que o # o’ :
n

E(I] Xot)iXo 6 CIT X2, 11 XewriXowa)
j=1

1<j<n 1<j<n
a(i)=c"(j) a(i)#o' (5)
Le premier produit vaut 1 et le second est un produit non vide de variables aléatoires

mutuellement indépendantes,

donc £( HX OEREION H E(Xo()5) E(Xo(5),5) = 0.
= o)
Ainsi, Var(det(M)) = Z 6(0’)2E(H Xf,(j),j) = Z E(1) =nl
0ESK j=1 0ESK

Exercice 27.20 :

1°) Sil’on reprend la démonstration de la loi faible des grands nombres, I'inégalité de

Bienaymé-Tchebychev donne P(|S,, — E(S,)| > ¢) < Var(5y) or E(S,) =E(X;)=0

g2
1
et Var(S,) = 2Var(X;) ou Var(X;) = E(X}) =1, donc P(|S,| > 5) < —.
ne
Avec n =10 000 et € = 0,1, on obtient bien P(|S1p goo| > 0,1) <
2°) Soit ¢ € R, :
P(X > a) < P(et* > ¢'), donc d’apres I'inégalité de Markov,
E tX
P(X >a) < = )
In[P(X > a)] < —ta+ H(t), donc par passage a la borne inférieure,
In[P(X >a)] < glg(—ta + H(t)), ce qui permet de conclure.

100

—ta+H(t)

=e

('0"

, puis en travaillant dans R, U {+o0},

3°) Soit t € R, .

n

i) = B(etn) = F (H enXi *), donc d’apres 'indépendance mutuelle des X;,
i=1

H E( e , puis d’apres la formule de transfert,

1 | t

H(t) = T X = +en x =) =ch(—)", donc H(t) = nlnch(L).
e H(e 5 Te 2) c(n), onc H(t) = nlnch(+)
4°) Les questions 2 et 3 donnent : P(S, > ¢) < eMfrzo(ninch(z)—te),
Supposons que € €]0, 1[. Posons f,,(t) = nlnch(L) — te :

ht
fult) =2

1+5>

t
—5:th——5,doncfé(t):()@t:nargth»s:Eln( .
n 2 1—¢
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I+e . : o
o f1(t) est négatif entre 0 et ¢y puis positif,
—€

donc %gg fu(t) = ful(to) = nln(ch(argthe)) — ety.

Posons tg = nln

1 1
Pour tout z € R, —— =1 — th2z, donc chz =

ch’x \/1—th2x.

1 . _n 2 1—|—5>>
On en déduit que %Izlgfn(t) =3 (ln(l €“) +eln (1 —))
Avec n =10 000 et € = 0,1, on calcule f,(ty) = —50,0837 + 1074,
donc P(Slo 000 = 0, 1) <1,8x 10—22.

1
De plus —85,, = — Z<_Xi)’ mais —X; suit la méme loi que X; et les —X; sont mu-
n

i=1
tuellement indépendantes, donc la question 3 est encore valable pour X = —S5,, et on

en déduit P(—Slo 000 = 0, 1) < 1,8 x 10722,
Or (S| > 0,1) = (S, > 0,1) U (=S, > 0,1),
donc P(|S,| >0,1) < P(S, >0,1)+ P(—S, >0,1) < 3,6 x 10722,

On obtient ainsi une majoration bien meilleure que celle de la premiere question.

Sommes de Riemann

Exercice 27.21 :

1 b
[ b / g(t)dt désigne la valeur moyenne de g(t) lorsque ¢ décrit [a,b]. Il s’agit donc de montrer
—a ),

que 'image par f de la moyenne des g(t) est inférieure & la moyenne des images par f des g(t). Mais
cette propriété est connue pour la moyenne d’un nombre fini de valeurs, d’apres la convexité de f. Il
reste a passer des sommes finies aux intégrales. C’est possible car une intégrale peut étre vue comme
limite de sommes finies.]

b—a

On sait que la somme de Riemann
n

Z gla+ k—a) tend vers / g(t)dt lorsque
n a

k=1
n

—a b—a b
E fogla+k——) tend vers [ fog(t)dt. De plus,
n a

k=1
f est convexe, donc pour tout n € N*,

1 & b—a 1 & b—a

— E—) | < — k——)). f étant conti 1 l'on fait
f (n ;g(ajL - )) = ;f(g(a—i- - )). [ étant continue, lorsque l'on fai
tendre n vers +o00, on obtient I'inégalité de Jensen.

Exercice 27.22 :

[La présence d’une racine n

n tend vers +00. De méme,

€me et d’un produit nous incite & passer aux logarithmes.]

- k
Pour tout N*, =" (1 —2> t y, = In(x,).
our tout n € posons x kl_[l —i—(n) et y n(z,)

1 & k Ik f: 0,1
= ol () =300 ! A

LLG, MPSI 2, 2024/2025 6



Y, est une somme de Riemann, donc y, - / f(t)dt.
n—-—+00

[Pour calculer cette intégrale, on gere la présence du logarithme en intégrant par parties.]
Intlégrons par parties.

! 2x
/ ft)ydt = [xIn(1+ 2°)]; / 5dx
0 ) 0 I+
-1
( ) * 0 <1 + IQ
= In(2) — 2 + 2[arctan(z)]}
—In(2) — 2+ g
Ainsi, y, — In(2Veme ?) or z,, = €%, donc |z, — 2Ver .
n—+o00 n——+00 62

Exercice 27.23 :

1°) f étant continue sur le compact K = [*T, @], elle est bornée et elle atteint
ses bornes. On peut donc noter m = f(«) le minimum de f sur K et M = f(B) le

maximum de f sur K. Alors
(k+1)m (k+1)m (k+1)m

f(a) / " Jsin(na)|de < / " f@)sin(na)ldz < F(B) / " |sin(na)|dz. Or
kx kx kx
(k+1)7‘rn n n
Jiz " tn |sin(nx)|dz > 0, en tant qu’intégrale d’une application continue positive et
(k+1)m
Ji= " fl@)|sin(n)|dx

non identiquement nulle, donc le quotient

i est compris entre

[z ™ |sin(nx)|dz
f(a) et f(5), mais f est continue, donc on peqlt appliquer le théoréme des valeurs
f,m r)|sin(nz)|dz

n

intermédiaires : il existe ay € K tel que E5E = f(ag).
|sin(nx)|dx

n
km

n

En adaptant cette démonstration, on peut prouver la formule de la moyenne : Soit f
et g deux applications de [a, b] dans R (avec a,b € R et a < b) telles que f est continue
b

b
et g positive. Alors il existe v € [a, b] tel que / f(t)g(t) dt = f('y)/ g(t) dt.

k+1)7‘r (k1)
2°) / f(z)|sinnz|de = Z/ x)|sin(nz)|dx = Zf Qg / ! |sin(nz)|dx.
Soit k € {0,...,n—1}. LI’ apphcatlon x — sin(nz) étant de signe constant sur l'inter-

(k+1)m (k+ (k1)
2

valle [%ﬂa@]a / ' |sin(nx)|dr = ‘/ sin(nx dx) = [Sm(nx)} ) " ‘ ==
km km

n n
- 9 n—1
donc / f(x)|sinnz|de = f(Oék)— = -

cours sur les sommes de Riemann.

S

flag) / f(z)dz, d’apres le
n—>+oo T

~J
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