DM 2 : Un corrigé

Partie 1 : intégrales de fonctions a valeurs complexes

1°) © Soit n € Z. Pour tout t € R, Re(e™) = cos(nt) et Im(e™) = sin(nt), donc
d’apres 1'énoncé, les applications ¢ — Re(e™) et t — Im(e™*) sont continues. Ainsi,
d’apres la définition de I’énoncé, 1'application t — €™ est continue sur R.

2m 2m 27
o D’apres la définition de ’énoncé, / e dt = / cos(nt) dt + i / sin(nt) dt.
0 0 0

2m .
; sin(nt)12r cos(nt)72r
Lorsque n # 0, on obtient / e dt = [ in( )} — Z[L} ,
0 n o n Jo

2
donc / e™ dt = 0 lorsque n # 0] .
0

2m
Lorsque n = 0, pour tout t € R, ™ = 1, donc / e™ dt = 27 lorsque n = 0| .
0

2°) o Pour tout ¢ € R, posons f,.(t) = Re(f (t)) et fi(t) =Im(f(t)).
De méme, pour tout t € R, posons g,(t) = Re(g(t)) et g;(t) = Im(g(t)).

Alors Re(f(t) + g(t)) = fr-(t) + g-(t) et Im(f(t) + g(t)) = fi(t) + g:(¢).
Ainsi, d’apres les théoremes usuels, t — (f(t) + g(t)) est continue.
De plus d’apres la hnearlte des intégrales de fonctlons de R dans R,

/(f(t) o(t)) dt =/<fr<>+gr< ) dt+z/<fz<>+gz< )) dt

/afr t) dt+i/abfi(t) dt + /abgr(t) dt—i—i/abgi(t) dt)

b
_ / £ dt + / ot) dt.
o Posons a, = Re(a) ot a; = Im(a). ‘

Alors Re(af(t)) = . fi(t) — a;fi(t) et Im(af(t)) = o, fi(t) + aif-(t), donc toujours

d’apres la définition de I’énoncé, t — af(t) est bcontinue et

/(af(t)) dt —/ (o (t) — aifi(t)) dt+i/ (o fi(t) + i fo () dt

b b
:<Oé7~ iCYi r 1 i
j )</af(t)dt+ /af(t)dt>
:oz/a f(t) dt.



3°) Soit n € N. Notons R(n) I’assertion suivante :
pour tous g, - .., a, € C, pour toutes applications continues fy,..., f, de I dans C,

t—> Z oy fr(t)) est continue de I dans C et / Z(akfk(t)) dt = zn: [Oék /b Fi(t) dt} :
¢ k=0 k=0 @

La questlon précédente prouve R(0).
Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie.
Soit g, ..., a1 € C et soit n + 1 applications continues fy,..., fnr1 de I dans C.

Posons, pour tout ¢t € I, f(t) Z g fr(t)

n+1
Alors, pour tout t € I, Zakfk(t) = f(t) + ans1foi1(t), donc d’apres la ques-
k=0
n+1
tion précédente, t — Z&k fr(t) est continue. De plus, toujours d’apres la question
k=0

b ntl b b b
précédente, [ S (auh®)dt = [ (GO +arafun®)di= [ fOran [ funlo) d
a k=0 a a a
p n+1l n b b
puis d’apres R(n), / Z(akfk(t)) dt = <Z [ak/ fx (%) dtD + oan/ frsa(t) dt,
p n+1l N n+1
donc/ Z(akfk ) dt = Z ozk/ fr(t dt] Ceci prouve R(n + 1), donc d’apres le
¢ k=0
principe de récurrence, pour tout n € N, R(n) est vrai.

4°) Soit P un polynome a coefﬁcients complexes. Il existe n € N* et ag,...,qa, € C

tels que, pour tout z € C, P(z Z agz.

Alors, pour tout ¢t € R, P(e") = Zakeikt, donc t — P(e) est continue d’apres
k=0
2T 2r N n 2T
les questions 1 et 3 et / P(e") dt = / Zakeikt dt = Zak/ e’ dt. Alors,
0 ) O k=0 k=0 0
d’apres la premiére question, / P(e") dt = 27may.
0

5°) On reprend les notations définies en début de question 2.

fO) _ fMg(t) _ (folt) +ifi(8)(9:(t) — igi(t))
g(t) 9@ g:(t) +gz(§) ’

Alors, pour tout t € I,

fON _ L)) + fit)gi?) f(t) t) = fr®)glt) . .
done Re(( o) = g @ mGw) T T e A
d’apres le cours sur les fonctions continues de R dans R, les applications t — Re (%)



ft)

) sont continues. ce qui prouve que t — “——= est une application

g(t)

)
g9(t)

continue de I dans C.

ett|—>1m<

b b
6°) © / f(t) dt est un complexe, donc il existe # € R tel que / f(t)dt

) dt‘.
b b ‘
Alors d’apres la question 2, ‘ / f(t) dt’ = / f(t)e™™ dt. Prenons la partie réelle de
b ¢ b
cette égalité : ‘/ f(t) dt‘ :Re ‘/ f(t) Re / f(t)e ™ dt
o Or d’apres 1'énoncé, / ft)e ™ at = / Re(f(t)e ™) dt + Z/ Im(f(t)e ™) dt,
donc Re / f(t)e dt) :/ Re(f(t)e ™) dt.

b b
Ainsi, on a prouvé que ‘/ f(t) dt‘ :/ Re(f(t)e ™) dt.
Soit z € C. Posons a = Rg( )et b= Im(a ).
Alors Re(z) = a < |a] = Va2 < Va2 + b = |z | donc par croissance de 'intégrale de

fonctions de R dans R, / Re(f(t)e™™) dt < / |f(t)e™™| dt (I'application

a

t— |f(t)e | est bien continue de I dans R, car pour tout t € I,

|f(t)e™) = |f(t \—\/Re )%+ Im(f(¢))?).
t)dt‘:/Re(f -i0) dt</ F()e | dt = /|f )| dt.

Partie 2 : intégrales sur le cercle unité

Remarque : Soit f une application de U dans C telle que t — f(e®) est une application

0

continue de R dans C. Alors, pour tout ¢ € [0,27], f(e®)ie® =

-, donc d’apres la
question 5, t — f(e')ie™ est continue sur [0,27]. Ceci prouve que la définition de

/ f(2) dz proposée par 1'énoncé est acceptable.
U

7°) Par hypothése il existe n € N* et des complexes ao, ..., ay tels que, pour tout
2€C, f(z Z a,2", donc pour tout ¢t € R, ie' f(e™) Z iae’* Dt Alors, d’apres
k=0 k=0

27
la question 4, / ie f(e™) dt est bien définie et vaut 0. En conclusion, on a montré

que /Uf(z) dz =

N N N N N+1
8°) Soit N € N*. (1 —r) Z Zr”—Zr”“:Zr"—Zr"
n=0 n=0 n=0 n=1

n=0




N N N
donc (1 —1) Z rt =04 Z Pt — N Z =1 -7Vt ce quil fallait démontrer,

n=0 n=1 n=1

car 1 —r # 0.

2
9°) o Soit z € Uet N € N*. z5 ¢ U, donc ol # 1. Ainsi, d’apres la question précédente,
z

N 20 \N+1 N 20 \N+1
n 1— (& 1 1 1 1 no1(=2
> (2) :%,dmc_:_x Iy () &
z

— & z—z 2z 1-2 z z z1-2

n=0

1 Moz ()N

Ainsi, on a bien montré que = - .

Z— 2 niozwr Z— 2

o Soit t € R. D’apres la question 2, les applications ¢ — ie et t — e — z; sont
iezt

continues de R dans C, donc d’apres la question 5, 'application ¢ — —
e — 2o

est bien définie.

également continue de R dans C. Ainsi, la quantité /
U<% %

y N . . :

. . dz 2 Zezt dt 27 ZZSL ZZ(])V+16_7'Nt )

Soit N € N*. Alors / — = / = / ( E —+ T) dt, puis
U R 20 0 (& 20 0 s (& (& 20

dz al o 2 —iNt Jp
d’apres la question 3, / — ng/ e " di+ Ry, ott Ry = izé\/+1/ .
0 0

UZ— 20 et — 2

n=0

dz
D’apres la question 1, on en déduit que / = 2im+ Ry. De plus, d’apres la ques-
U %~
—iNt
e

- v [ v [T dt
tion 6, |Ry| < |20 dt = |z ———— — 0, car |z <1
0 0

le?t — zg| N—+oo

et — 2o

2m

dt

et car / 77— ne dépend pas de N.
o |e" =z

Ainsi, d’apres le principe des gendarmes, |Ry| — 0.
N—+o0

10°) On suppose maintenant que |zp| > 1. Adaptons la question précédente.
z

o Soit z € Uet N € N*. 25 ¢ U et 29 # 0, donc — # 1. Ainsi, d’apres la question 8,
20

N oayn 1 (2N 1 1 1 1 em/zye 1 ()M
SEY I ET e L L Ly LEM
—\x 1—% Z— 2y 20 1—% 20 “=4 \ 20 20 1—%
N z \N+1
1 2" (%)
Ainsi = — + -2 .
Z— 2y % 2t z—x
dz
o De méme que pour la question précédente, on montre que la quantité / est
U<~ 20

bien définie. Soit N € N*. Alors

d> /27r et dt /27T < N jel(n+1)t jet(N+2)t
= : = — + , ) dt, puis d’apres la
/U Z =% o €= 2 0 nZ:O i 2z (et = z)




2m Li(N+2)t g

. _ zn+1t i
questlon?),/UZ_ZO = Z n+1/ dt+RN,Ou Ry = NH/O & — 29

20

D’apres la question 1, on en déduit que / = Rpy. De plus, d’apres la question

z—z
1L \N+L (27t 0 01
6, |RN]§<—> / — — 0, car — < 1.
0

|20 et — zg| N—+oo |20]

dz
On en déduit donc que, lorsque |zo| > 1, / =0].
U<~

Partie 3 : Etude d’un polynome

11°) D est une application dérivable de R dans R et, pour tout ¢t € R,
D'(t) = 12t> — 4t — 1. Le discriminant de ce polynome de degré 2 est
A =16+4 x 12 = 64 = 82, donc les racines de D’ sont

; 4+8 1 1 4—8 1
= — = — e = — = ——,
°T oy 2 206
— 34 _ 9 _ — — _

De plus, D(t) = t°(4 225 2T t3>’ donc D(t) o, oo et D(t) il
On peut alors représenter le tableau de variations de D :

£ |- - Ye

DG - (0] - ¢ +

100
DIEY /(- 7 )\:‘4_)

On calcule D(3) = 4% — 21 — 3 + 1 =1 > 0, donc d’aprés le tableau de variations, D

s’annule une unique fois sur R en un réel z; €] — oo, —1].

6
12°) ¢ Soit z € C et n € N*. Alors
n—1

n—1 n—1 —
(Z _ Zl) E ZkZ? 1-k _ § Z}H—IZ?_I_IC _ § zkz?_k,
k=0 k=0

k=0
n—1 n
or en posant h = k + 1, E ZRrlpn—l=k E 2
k=0 h=1
n—1 n—1 n—1
kon—1-k _ kn—k _ kn—k
donc(z—zl)E 28277 g 220 g 282N 4 2" — 27,
k=1 k=1

donc (z — z) g 2R TITR =

o So1tz€<C



D(z) = D(z) = D(z)

=4(2% = 23) - 222 = 22) — (2 — »1)

=(z—2)4(*+ 221+ 27) = 2(z+ 1) — 1)

= (2 —21)P(2),
ou P est un polynome a coefficients réels de degré 2.
¢ Les racines de P sont des racines de D, donc P n’admet pas deux racines réelles
distinctes. Ainsi, en notant A son discriminant, A < 0. Posons 6 = v/ —A et notons
P=(zr—az*+bz+c).
—b+ 10 _ —b—id

et 23 = 5 .

Alors on sait que les racines de P sont z5 =

Supposons que d = 0. Alors z; = 23 € R et z; est une racine réellg de D,

donc z; = 25 = 23. Alors, pour tout t € R, P(t) = 4(t — z,)?,

puis D(t) = (t — z1)P(t) = 4(t — z1)3. En particulier, D'(t) = 12(t — z1)?, donc z; est
I'unique racine de D', ce qui est faux. Ainsi, 0 # 0.

Alinsi, zy et 23 sont complexes, non réelles et distinctes, et z3 = Z3.

13°) On calcule D(—1) = =4 -2+ 1+ 1 = —4 < 0, donc d’apres le tableau de
variations, z; €] — 1, —%[ ce qui prouve déja que |z;] < 1.

De plus, D(z) = (2 — z1)P(2) et 2z et z3 sont deux racines distinctes de P, donc
D(z) = 4(z —z1)(2 — 22) (2 — 23). En particulier, 1 = D(0) = —4z; 2923, or 23 = Z3, donc

1
1 = —42|2|? puis |2[* = ——.
1 P 3+4+16
Or D( — Zl) =16 16 + 1 +1 = T > 0, donc toujours d’apres le
tableau de variations, z; €] — 1, —i[. Ainsi, z; < —}1, puis —z1 > }L, ce qui prouve que
22| = =) < 1. Ceci montre que |23 < 1. De plus, z3 = Z3, donc |z3] = |z3].

On a bien montré que, pour tout i € {1,2,3}, |z] <1

14°) o Soit 6 € R. 2cos & = ¢ +¢7'%, donc
cos 3(26731'9 . efgie) _9 %(2649 — 20 4 9p—2i0 _ 6731'9) _9

— _%6—31'9(4631'0 _ 2621'0 _ ei@ T 1)

— _%(619)—3D(6i9).
o D’apres la question précédente, pour tout # € R, D(e?) # 0,
donc § — cos &(2e72% —~3%) —2 est une fonction de R dans C qui ne s’annule jamais.
Ses parties réelle et imaginaire sont clairement continues, donc elle est continue. De
méme, Papplication 6 — €32 est continue, donc d’apres la question 5, I est bien
définie en tant qu’intégrale entre 0 et 2w d’une application continue de R dans C.
o De plus, d’apres le calcul précédent,

21234

2T _2e35%
I= / —_— / f(z) dz, en posant, pour tout z € U, |f(2) = .
0 U D(z)

D(e?) -




Partie 4 : fin du calcul

15°) Pour tout n € N, notons R(n) l'assertion suivante : il existe un polynéme P, a
coefficients réels et 3 réels a,, b, et ¢, tels que, pour tout z € C,

2" = P(2)D(2) + anz? + byz + cp.

Pour n = 0, on a 2° = 1 = 0.D(2) + 1, donc R(0) est vraie en choisissant Py = 0,
ag=0,bp=0et cg=1.

Soit n € N. Supposons que R(n) est vraie. Soit z € C.

On a 2" =2 x 2" = 2P,(2) D(2) + a,2> + b, 2% + cu2,

or 28 = 1(D(2)+22*+2—1), donc 2" = (2P, (2)+ %) D(2)+ (% +b,) 22+ (%2 +¢, ) 2— %2,
donc on a prouvé R(n+1) en posant P,,1(2) = 2P,(2) + %, qui est bien un polynome

— & —_ a _ a
an—&-l_?n_‘_bn; bn+1_In+Cn et Cn—i—l__zn .

a coefficients réels,

16°) Soit z € C\{z1, 22, 23}. Soit aq, ag, ap € C. En réduisant au méme dénominateur,
an &)
_l’_

as . N
+ est égal a
Z— Z21 Z — 292 Z — Z3

ar (2% = (22 4 23)2 + 2023) + a(2® — (21 + 23)2 + 2123) + a3(2® = (21 + 22)2 + 212)
(2 = 21)(z — 22)(2 — 23)
d’apres la question 12, D(z) = 4(z — 21)(z — 22)(z — 23), donc ay, az, a3 conviennent
lorsque, pour tout z € C,
az?+bz+c =4 (a1 + as+ az)z?
—(Oél(Zg + 23) + OZQ(Z]_ + 2’3) + leg(Zl + ZQ))Z
+12923 + (2123 + (32122 ]
Ainsi, pour que oy, as, ag conviennent, il suffit qu’ils soient solution du systéme suivant :
a1+ e + a3 = %
(S) . a1(22+23)+062(2’1+Z3)+C¥3(21+22> = —%
(12923 + Q22123 + Q32122 = §
Notons (1), (2) et (3) ces trois équations.
Notons (1)’ I'équation (z; + 29)(1) — (2),
cest-d-dire (1) 1 (21 — 23) + a2 — 23) = (21 + 22)% + 2

)

cest-a-dire (2) : aiz9(z1 — 23) + agz1(20 — 23) = 2122 —
Comme (2) = (21 + 22)(1) — (1) et (3) = z122(1) — (2)/,
on voit que (S) <> ((1),(2),(1)).
Or (1)'z; — (2) donne (21 — 22) (21 — 23) = 21((21 + 22)2 + &) — 21209 + &.
Or (z1 — 22)(21 — 23) # 0, donc

21((21 + Z2>% + %) - 2122% + ch

o =
(21 - 22)(21 - 23)
(5) = Do G2 St Vil G e Yo s i
? 29 — 23

a3 = % — (1 — Q.

Ceci prouve que le systeme (S) possede un triplet solution («, ag, a3), pour lequel on
240
a donc que, pour tout z € C\ {21, 29, 23}, az”toztec__m *2 + ¥
D(z) Z2—2z z—2zy 2zZ—23



a3422 + b342’ + C34

17°) D’apres la question 16, pour tout z € U, f(z) = 2iPsy(z) + 2i D(2) ,
z

done, en utilisant la définition de / f(2) dz et la question 2,
U

2
asq2” + byyz + ¢ N : i
34 3 2 dz. D’apres la question 7, le premier terme

D(z)
U U
est nul. De plus, d’apres la question précédente, il existe des complexes aq, as, ag tels
2
agqz” + bsgz + ¢ Q@ « !
que (C) : 3 3 g L4 2 4+ Or 21, 29 et z3 ont tous un
D(z) 22—z Z—2Z2 Z—23

module strictement inférieur a 1, donc d’apres la question 9,
I =21 x (2Z7T) X (a1 + Qo +063).
Dans la condition (C'), on remplace z par t € R et on multiplie par ¢ :

a34t3 + b34t2 + Cg4t O{lt X Oégt Oé3t | géerit . " # 0
= , ce qui s’écrit aussi, pour :
4t3—2t2—t+1 t—Zl t—ZQ t—Zg d P
34 + 634% + C34tl2 - aq i (%)) 4 Q3
I 1, 1 ;
4—2;—5+tm -2 1-2 1-2=
. . 34
donc en faisant tendre ¢ vers +oo, on obtient que - a1 + ag + as.
. 10117 . . . 232
Finalement, I = —magy = s et il est bien vrai que —1 = 2022.
T



