DS 2 : un corrigé

Baréeme

Le bareme comporte 67 points dont voici la répartition :
— Exercices (11 points) : 4,1,3,3.
— Partie I (15 points) : 1, 1,2,1,2,2/1,2 3.
— Partie I (14 points) : 2,2,2,2,3,2,1.
— Partie III (27 points) : 2,2/4,1,1,4,3,3,3,4.

Exercices

Exercice 1 :

Soit z € R. tan(2arccos(x)) est définie si et seulement si arccos(z) est défini (i.e

x € [—1,1]) et 2arccos(x) ¢ (5 + 7Z).

Supposons donc que x € [—1,1] et posons § = arccos(z) € [0,x]. Alors 20 € [0, 27],

donc 20 € (2 + 7Z) < 0 € {Z,%} < z = cosf = j:‘/Ti. Ainsi, l'expression de
D=[-11\{-£, 2}

Soit x € D. Posons a nouveau 6 = arccos(z) € [0, 7).

sin(20)  2sinfcos?

cos(20)  2cos2f —1°

0 € [0, 7], donc sin# > 0. Ainsi, v/1 — cos?f = Vsin?# = |sinf| = sin 6, or cosd = x,

20v/1 — 22

222 — 1

I’énoncé est définie si et seulement si x € D, ou

tan(2 arccos(x)) = tan(20) =

donc |tan(2 arccos(z)) =

Exercice 2 :

—L(cos 1) In*z — 2 In® xsin L

. , s 2

En notant f la fonction de I’énoncé, on calcule : f/'(z) = —*% - o - L
n’x

(cos 1) Inz + 3z sin i

donc fl(x) = —

22In*




Exercice 3 :

Soit n € N. En intégrant deux fois par parties, on obtient :

tn+1 e e tn+1 2

/t”ln()d :[ In¢ ] —/ Z1ntdt

1 n+1 1 1 n+1t
6n—&—l 2 tn+1 e e tn+1 1
n+1 n+1 n+1 1 1 n+1t

en+1 2 n+1 tn-{-l
= — ( [ ] ) Alinsi,
n+1 n+l\n+1 n—|—1 n—+1

e 6n+1 2€n+1 en
t"In*(t)dt = — +2
/1 ®) n+1 (n+4+1)2 (n+1)
n+1

e 9 2
S M4l —2n+1)+2) — ——
(n+1)i1(n2+ n+ (n+1)+2) CFSIEE
N " 1) -2
donc /t"lnz(t)dtze (" +1) .
1 (n+1)3

Exercice 4 :

Le trindome a pour discriminant A = 4 — 20 < 0, donc il s’agit bien de l'intégrale d’une
application continue sur [—1, 1].

L1z 42)—1 1 1 !
I:/ —2( Tt ) d.ﬂU: [§IH($2+2x+5)} _/ d—a:) dOHC
-1

1 2?2422 +5 g (r+1)2+4
1.8 1 111t 1
I = §ln1—§[arctan(x—2i_ )]71 = 5(1n2—arctan1), donc I =3In2—%|.

Probléme : La constante d’Euler

Partie I : définition de v

1°) © Z(xp — Tpp1) = pr - prﬂ-

= p=n p=n
Dans la derniere somme, effectuons le changement de variables ¢ = p + 1. Alors
m m—+1

m
E — Tpi1) Exp E Tp = Ty + g Tp — E Ty — T,

p=n q=n—+1 p=n-+1 q=n—+1

ainsi on a bien E (Tp — Tpt1) = Ty, — Tppy1.
p=n
¢ Un calcul similaire donne

m m m
E xp 1 — xp g Tp — E xp, donc E (Tp_1 — Xp) = Ty, — Ty | .
p=n+1 p=n+1 p=n+1




2°) Soit n € N*.

1 1 1
Pour tout ¢t € [n,n + 1], n < i < —, donc par croissance de l'intégrale
n n’
1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
-/ w< [ qas [ Sa—
n+1 . n+1 n 0 n N n
1 e 1 1
doncOSan:——/ — < —— )
n n t n n+1l

3°) Pour tout n > 1, S,41 — Sp = apy1 > 0, donc la suite (S,,) est croissante.
De plus, d’apres la question précédente, puis d’apres la question 1, pour tout n € N*,

n
Sn < (1—L>:1— L <1
p=1
On a donc montré que la suite (.S,) est croissante et majorée, donc elle converge vers
un réel, noté v. De plus, pour tout n € N*, 0 < 5,, < 1, donc en passant a la limite, on

en déduit que 0 < v < 1.
4°) o Soit n € N*.

1 [t 1 [t — I 1 boat
— —dt:—/wdt:—/ <1— n)dt:——/ . Dans
nJo t+n n Jo t+n n Jo t+n n o t+n

L 1ot 1 ntdg
cette derniere intégrale, on pose x =t + n. Alors — — dt = — — — = ay,.
nJjo t+n n " T

¢ Soit n € N avec n > 2.
Pour tout ¢ € [0,1], n <t+n <n+ 1, donc par croissance de l'intégrale,

1ot 1 [t 1 [t t2 1

—/ dt<ap,—=- | ——dt<= /—dt,or/tdt [ } -

nJjo n+1 nJo t+n nJto n 0 210 2
1

donc =——— <a, < —.
2n(n+1) 2n?
0 1 1 1 " 1 <1 1 >
r ——— = = — ot — S
nn+1) n n+1 2n2_2nn—1 2

Adnsi trd 1(1 1 > < <1 < 1 1>
insi, on a montré que = — — a, < = ——).
’ Meo\n " n +1/ — 2\n—1 n
5°) Soit n € N*. Soit m > n + 1. Alors S,, — S, = Z a, donc d’apres la question
p=n-+1
1 < /1 1 1 & 1 1
précédente, — Z (— - —) <SS, -5, <= Z (— — —>,
2 p=n+1 p p +1 2 p=n-+1 p = 1 p
1 1 1 1/1 1
is ~ - <Sm—Sn<—<———>.
pm82<n+1 m+1>_ —2\n m .
Faisons maintenant tendre m vers +o0o : on obtient bien <yv-5,<—.
2n + 2 2n

In(1 In(1 —Inl d
n(l+z) In(l+2z)—In ﬁ[

60
) © dx

: 2.0 (In(1 +2))] (0) = 1.



1
o Lorsque n € N*, posons €1(n) = n(ln(n +1)—Inn— —), de sorte qu’on peut écrire
n

In(n+1) = 81(71)‘ Alors, il s’agit de montrer que 61(n) - 0. Or
n +o0
e1(n) = nlin(1 + %) — 1. De plus, % — 0 donc par changement de variable dans la
n——+o00
RS In(1 + ) i
limite précédente, ———"= —+> 1. On en déduit bien que &1(n) —+> 0.
— n—-+0oo n—-+0oo

n

7°) Soit n € N*. D’apres la relation de Chasles,

S - i (]1? B /P—i—l dt i 1 /n+1 dt dOHC Z 1nt]n+1
p=

1
Ainsi, Z - =S5, +In(n+1). On en déduit que
p

p=1

"1 1 1 1 e(n
d = =(Su-7+ )+’y——+<lnn+—+ 1 >)
‘P 2n 2 n n
(S, — 7+ & 1
_ai(n) +n( gl zn)+7+_+1nn
T o) o
Ea(n
=1 —
nn+’y+2n+ " 1,

ou ez(n) =e1(n) +n(S, — v+ %)

Il reste & montrer que £9(n) —+> 0. Or d’apres la question 5,
n—-+0o0o

0<n(Sy—7+—)<n (1 1)— 1o
Mo T o) =" T+ 2) T 2@+ 2) T 2not 2notee
Alors, d’apres le principe des gendarmes, n(S, 7—{—2 ) e 0, or €1(n) — 0, donc
n n— n——+00
ean) =2 0

Partie II : Intégrer entre 0 et +oc.

1
8°) o L’application ¢t — ) est définie et continue sur [1, +oo.

) 1 1= 1 oo dt
Soit x € R avec = > 1. Alors —th:[——] =1——- — 1, donc — est
Lt tl X z—+o00 . t?
“+o0o
définie et / @ =1].
t2
1
ODA/xdt jarctan £]7 ¢ T, I_T_Ty4
e meéme = |arctan = arctanzr — — — — — = — donc
A ! 4 asto0 2 4 4’

oo dt o oo dt T
——— est définie et - = .
N . 1+t 4

’ —t —tlx 1 - 1 e —t 4 :
o e dt=—e'll=—-—€e" — —: e " dt est définie
1 1




+oo
et / et dt:1 )
1 e

9°) Soit = €]a,+oo[. Par croissance de l'intégrale, 0 < f(t) dt < / g(t) dt,

a
—+00

+oo
or / g(t) dt est définie donc / ) dt e / ) dt € R. Par ailleurs,

a
r —> ff f(t) dt est croissante : en effet, sa derlvee est egale a f qui est positive.
Alors, d’apres le théoreme de la limite monotone, il existe L € R U {400, —oc} telle
€T

que f(t) dt — L. En faisant tendre x vers +o0o dans I'encadrement précédent,
a r——+00
on obtient donc 0 < L < fa g(t) dt, ce qui prouve que L € R. Ainsi, fa f(t) dt est

bien définie et 0 < L = [ f( f ) dt < [ g(t) dt.

—t
(& 00
10°) < Pour tout ¢t € [1,+o0[, 0 < - < e, or d’apres la question 8, f1+ et dt est

+oo
e
définie, donc d’apres la question précédente, / - dt est définie.
1
o Soit t € [1,+o0].

et et

1—6_t§ 1 -1’

e

t>1donc —t < —1puise? <2 Ainsi,1—e*>1-— % puis

— e

mais

x e—t 1 T

d’apres la question 8§, — dt = T et dt — , donc d’apres la
1 1— - 1-— o J1 T—>+0o00 € —

—t

+o0
question précédente, / 1 — dt est définie.
1

assertion suivante :
n

—e
n) 1
(b—a)t (k) ’
fO) =) M) +
k=0 @
Pour n = 0, f(a) + f f'(t) dt = f(b) d’apres le cours, car f est de classe C1, ce qui
prouve R(0).
Supposons maintenant que R(n) est vrai. Par intégration par parties,
b n n+1 b n+1
(O —1)" (i) (b—t)™" ’ (b—1t)
—f\" tdt:[——(”“)t} ~ 7 D) qt, d
/a W mr ) Ol e/ @ dh done
b—a)

tapres R, 50) = 3 0 g0y O oy [P O ooy
’ par k! (n+1)! e (m+1)! ’

ce qui prouve R(n + 1).

On conclut grace au principe de récurrence.

11°) Soit n € N. Notons R(n) I’
@+ [ C=D peny g
n!

12°) Soit t € R. On applique la question précédente a l’application exponentielle
t?
entre 0 et t. Ainsi, et = 1 +¢ + B} + t%e3(t), en posant £3(0) = 0 et, lorsque t # 0,

1 t—x)?
es(t) = 2 /0 ( 296) e® dx. Supposons que t # 0. Alors par inégalité triangulaire,



1 max(0,t) t— 2 1 max(0,t) t 2 1
0 <les(t)] < —2/ Qex dx < —2/ ue‘“ol:z: = —elljt| — 0.
t min(0,t) 13 min(0,t) 2 2 tt;g

D’apres le principe des gendarmes, £3(t) e 0, ce qu’il fallait démontrer.
—

1 1 1 1
13°) Soit ¢ € R*. g(t) = : o= 1),
) 9(t) -t G ee(-) (1—§—t€3(—t) >
11— 1 — L —tey(—t i —t 1
donc ¢(t) = ( £5(1)) =—2 t+€3( ) , donc 9(t) =7 3|,
t 1—%— th( t) 1—%— t€3(—t) t#0
14°) Pour tout = > 1 par linéarité de I 1ntegrale
[@ro oo a o [ fw o [ 5o
! +00 +0o0
— Qi f1 (t) dt + a9 fg(t) dt,
oo xr——+00 1 1
donc / (a1 f1(t) + azfo(t)) dt est définie et
+oo ! +o0 +00
/ (a1 f1(t) + a2 fo(t)) dt = ay fi(t) dt + as fo(t) di
1 1 1
1

De méme, on montre que / (a1 f1(t) + azfa(t)) dt est définie

et/l(alfl()—i-azfg( dt—al/ fi(t dt+a2/ fa(t)

On en déduit en sommant ces intégrales que / (a1 f1(t) + azfa(t)) dt est définie

0
—+00 —+00

et /+OO(&1f1 (t) + Cl2f2 (t)) dt = aq f1 (t) dt + as f2 (t) dt
0

0 0

Partie III : Une expression de v sous forme intégrale.

R, — R

t — e gt
donc elle posseéde une primitive sur R, , que 'on notera H. Alors pour tout = €0, 1],

1

1 1
/ e_t(l — = ¥> dt = H(1) — H(z) — H(1) — H(0), car H étant de classe ct
— € Tr—r
B 0<z<1

sur R, elle est en particulier continue en 0.
De plus, d’apres la question 10, pour T > 1,

* 1 1
_t —_— fr— —_— —
/1 e <1 o t> dt —/1 1 e ; dt / dt

15°) Posons g(0) = % et notons h . h est continue sur R,

e—t
. | / “per
P L —e” 1 t
+o0 1
Ainsi, d’apres la définition de I’énoncé, / e_t(l - = ;) dt est définie.
0 —e-

16°) Soit a,b,z,y € RY. En posant u = at et v = bt, on obtient :

6



Yy ,—at __ ,—bt Yy ,—at
/%dt :/ € at— /—dt
_/“ye“du / e ¥ du
B axr % a bx % b

ay _—t by —t
— | a- / 67 dt.
b

Alors, d’apres la relation de Chasles, i

Y e—at e—bt bx e—t ay e —t ay e —t by e —t
T azr bx bx a
bx e—t by e_t v
- / - / .
ar 13 ay 13

17°) Soit a,b € R7.
Premier cas : Supposons que a < b.
t

Soit > 0. Par décroissance de 'application ¢t — e,
—bx —t —ax

pour tout t € [azx, bx], , donc par croissance de l'intégrale,

t
bx br —t bx
1 1
e b / St < / —et dt < e~ / > dt, done

bx 6_
e lln 7 < / C it < e

azxr?
X

b ar et b
puis e n= < / € dt < e *ln—
b t a

a i

Or, e " Int —O>1nb—lnaete a‘”lnb—0>1nb—lna
i;o 2?0
br _—t
donc d’apres le principe des gendarmes, / e dt — Inb — Ina.
ar x>0

De plus, e b* lng — Oete®In? — 0, donc toujours d’apres le principe des

r—+00 @ r—4o00

bx e—t
gendarmes, / — dt — 0.

T—+00
Second cas : Supposons que a > b. Alors d’apres le premier cas,

bx e~ et
/ —dt——/ — dt — —(Ina—Inb) =Inb—Ina.
a t b t z—0

T x>0

bx _—t
De méme, on montre que / e dt — 0.

axr

18°) Soit a,b € RY. D’apres les deux questions précédentes,
1 e—at _ bt bx et b et
pourxe]()?l[a/fdt / —dt— Tdt—)ln——/—dt

z—0
0<z<1

Yeat — by e
et,poury>1,/ /—dt—/ —dt—> —dt
1 3 yoee a l
y>1
p—at _ o—bt
Ainsi, d’apres la définition de I’énoncé, / — dt est définie
0



+oo —at _ _—bt b b _—t
et/ £ T° dt=m2-— —dt+/ g ln—
0 t a

19°) Soit ¢ € R%.
o et €]0,1[ donc d’apres le cours, pour N € N,
N N 1— (eft)N+1 1

—nt —t\n
= - _— —>
Ze () l—e?t Notool—et
n=0 n=0
+00 +00
donc d’apres la définition 4, Z e~ ™ est définie et e Z e ™.
n=0 n=0
N —nt _ (n+1)t
e e 1 1
¢ Soit N € N. Al <—>:— 0 _ g(N+1)t -,
o o HZ:O / A
+oo —nt _ (n+1)t 1 +oo —nt _ (n+1)t
e e e e
done 3 (7Y o e o L 2§ (1
onc ; ; est définie et ; ;
5 et—1 et—e? d, _,
20°) 0 = —— :;[dx(e )](0):—1,donch(t):0>0.

t>0

o Soit t € RY.

h(t) > 0 = 1
Pour tout z € R, posons k(x) = e* — 1 — z. k est dérivable et, pour tout z € R,
K'(z) = €® — 1, donc k est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, 4+o00][. Ainsi,
pour tout = € R, k(z) > k(0) = 0. Ceci démontre I'inégalité classique suivante :
Vr € R, e” > x + 1. En particulier, e7* > 1 — ¢, donc h(t) > 0.

t—1 et ¢t et

o Soitte[1,+oo[.Alorsh(t):T+T Z+T<1+1_2

t
o Pour tout t € R, posons a(t) = 3 (e7" —1+1t). a est dérivable sur R, et, pour
tout t € Ry, d/(t) =t—(—e'+1) =e"+t—1, or on vient de montrer que e~ > 1—t¢,
donc a’(t) > 0. Ainsi, a est croissante sur Ry, donc a(t) > a(0) = 0. Ceci montre que

et —1+4+t< %, donc en divisant par ¢, que h(t) < % C’est en particulier vrai pour
tout ¢ € [0, 1].

21) o Soit NV € N.

—t

<l<e=et>1-t

e—(n+)t _ o—(n+2)t N N Y
(n+1)t L i 4
(= U ey ey (e
n=0 =0 —
— e_t —tl
N N—o+oo 1| — et € t’
1 1 By —(n+1)t _ ,—(n+2)t
donc 6_t<1 -t ;) = Z (6_(”+1)t - ; ‘ ) Alors, en admettant
—e
n=0
oo 1 1 Fo0 e —(n+1)t _ —(n+2)t
I'interversion, / e’t< __> dt — Z/ <67(n+1)t_€ e ) i@
0 l—et 2 0 t

n=0



e —(n+1)t

o Soit n € N. At g =
n+1
1 —(n+1)z —(n+1) 1 —(n+1)
donc / —(n Dt gt — ¢ _ ¢ — ¢
x n+1 n+1l =20 n41 n+1

T 6 —(n+1)z ef(nJrl) 67(n+1) +o0
et / e (Dt g — + — . Ceci démontre que / e~ (Dt g
1 n+1 n+1 z=400 n41 0

1
n+1

+oo
est bien définie et que / —( D g —
0

+00 o~ (nt1)t _ o~ (nt2)t
¢ D’apres la question 17, / ; dt est définie et est égale a ln(Z—ﬁ).
0

“+oo e—(n+1) —e (n+2)t
Alors d’apres la question 14, / (e_("ﬂ)t — ; ) dt est également
1 "+ 2
—1In < )

n+1 n—+1

oo 1 1 S| 2
Ainsi,/ e*t( ——) dtzZ( —ln(n+ )),

0 l—et ¢t —~\n+1 n—+1

_|_
1 a1 1
orpourtoutnGN*,an:——/ —:——ln<n+ ),
n " n

+o0 1 1 +00
—t o
donc /o e (1 mper i ;) dt = ngzo Apy1-

+o0
D’apres la question 3, Zan est définie et est égale a . De plus, pour tout N € N*

n=1
N+1 N 400

E a, = E any1, donc en passant a la limite, on montre que E a1 est aussi définie
n=0 n=0

1 1
— —) dt, a la condition
1—e?t t

définie et est égale a

+oo
et est égal a . On a donc bien prouvé que v = / e’t<
0

de justifier 'interversion.

+oo , +00 +oo 400
22°) o Il s’agit de montrer que / (Z e’(”H)th(t)) dt = Z/ e~ DR (t) dt.
0 n=0 n=0"0

On a déja démontré que toutes les quant_ités qui interviennent ‘dans cette égalité sont
bien définies. D’apres la définition 4, ceci revient a prouver que

+o0 —+o0
Z/ SR dt — (Ze (n+Dtp () ) dt. Or, d’apres la question

N—+o00 0
14 étendue par récurrence au cas d’'un nombre fini de termes, pour tout N € N,

+o0 N
Z/ e~ DIL(1) dt = / (Z e_(”“)th(t)) dt, donc il suffit d’établir que
n=0 "0 0 n=0

oo , NV oo , +00
—(n+1)t —(n+1)t
E e h(t)) dt —/ < g e h(t)) dt — 0. Toujours d’apres la
/0 <n:0 0 e N—+o00



+o0o N

+oo
: S IR 14 : —(n+1)t . —(n+1)t
question 14, il s’agit d’établir que /0 ( g e h(t) E e h(t)> dt N:)m 0.
Soit N € N. Soit P > N.

Z e n+1)th Ze n+1th Ze (n-i-lth

n=0 n=0

n=N+1
+o00 N
—(n+1)t . —(n+1)t
e hit)=) e h(t) € R,
n=0 n=0
+o0 +oo
donc Z e~ (" FDUL(1) est définie et est égale A Z e~ (DR (1) Z e~ (DI R(
n=N+1 n=0

+o0 +oo
Il s’agit donc bien de démontrer que / ( Z e’(”H)th(t)) dt — 0.
0

N—+4o00
n=N+1

23 et 24°) Soit N € N,
o Soit t € [1,+oo[. Soit n € N avec n > N + 1. Pour tout P > N + 1,
P

P_N-2 1 — e—(P—N—1)t
Z e~ DIL(t) = h(t)e” (VA Z (e7)" = h(t)e”VF2) e donc, en
n=N+1 n=0
+o0
faisant tendre P vers oo, on obtient que Z DL (1) = e WNEDg(¢),
n=N+1
o g(x) . 1, donc il existe A € R tel que, pour tout x > A, |g(z) — 1] < 1.

T+

En partlcuher pour tout z > A, g(z) < 2.
De plus d’apres la question 13, g est continue sur le segment [0, A], donc d’apres le
cours, il existe M € R* tel que, pour tout z € [0, A, g(x) < M.

h
Posons C' = max(2, M). D’apres la question 20, pour tout x € R*, g(x) = ! _(z)—x >0,
donc, pour tout z € Ry, 0 < g(z) < C.
o Pour x > 1,
C(N42)t - 4 o~ (N+2) o~ (N+2)z o~ (N+2)
Cer 42 g — —c|"—| = C e — C € R

/1 ‘ N+2 I N +2 N+2 zoto  N+2 ’

+00 —+o00 e*(N+2)
donc Ce~ N2 gt est définie et Ce N2t gt = C . Alors d’apres la

1 1 N +2

400 “+o0 “+o0
question 9, 0 < / < Z e_("H)th(t)) dt < / Ce~WN+2t g4,
n=N+1 1

+oo +00 (D)t e—(N+2)
donc (1): 0 < () dt < C .
onc ( / Z e (t) < 0N
n=N+1
o Pour tout x €]0, 1],
o~ (N+2) o~ (N+2)z

400
0</ Z —(n+Dtp () dt</ Ce N+t gt = —C +C , donc
S N +2 N +2

en faisant tendre x vers 0, on obtient que

10



1 +oo —(N+2) C
2):0< — 0t ) dt < —C'C .
2) —/O(HXN:HG (>> ST N2 T2

o Sommons les inégalités (1) et (2). On obtient que

+oo +00 C
0= / ( > 6_(”“)%(15)) dt < — 0. Alors, d’apres le principe des
0

N1 - N+ 2 Notoo
+o00 +00
gendarmes, on a prouvé que /O ( Z e*(nJrl)th(t)) di N_>_+>oo 0.

n=N+1
Commentaires : Ce sujet est largement inspiré de 1’épreuve du Capes externe de

2010, dans laquelle on trouvera d’autres formules pour 7. En particulier, au prix de
quelques calculs élémentaires, on peut déduire de la formule obtenue en question 21

400
une formule plus concise : v = — / e 'lnt dt.
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