DS 2 : un corrigé

Exercices

Exercice 1 :

Soit x € R. tan(2arccos(x)) est définie si et seulement si arccos(x) est défini (i.e
€ [-1,1]) et 2arccos(x) & (§ + 7Z).
Supposons donc que z € [—1,1] et posons § = arccos(z) € [0,7]. Alors 260 € [0, 2],

donc 20 € (2 + 7Z) < 0 € {Z,%} < z = cosf = j:L5 Ainsi I'expression de

I'énoncé est définie si et seulement si z € D, ou |D = [—1,1] \ { 2 %2 } .

Soit & € D. Posons a nouveau 6 = arccos(z) € [0, 7).

sin(26 2sin f cos 6
tan(2 arccos(z)) = tan(20) = COSEQQ)) T 2costl—1

6 € [0, 7], donc sin@ > 0. Ainsi, v/1 — cos? = Vsin®@ = |sinf| = sin6, or cosd = z,
201 — 22

222 — 1

donc |tan(2 arccos(z)) =

Exercice 2 :
. ) ) , —L(cos2)In’*z — 3 In* zsin 2
En notant f la fonction de I’énoncé, on calcule : f'(z) = PG z,
n’x

(cosi)Inz + 3zsin <

donc fl(x) = —

22In*

Exercice 3 :

Soit n € N. En intégrant deux fois par parties, on obtient :

e tn+1 e e tn+1 2
/t“ln()dt :[ In¢ ] —/ 1ntdt
1 n+1 1 1 n+1t

en+1 2 tn—i—l e e tn+1 1
O 2 ([ ] [ L
n+1 n+4+1\ln+41 1 1 n+1t
6n-‘rl 2 en-i—l 7fn-i-l
n+1_n+1<n+1 n+1[ ])

e n+1 2€n+1 en-‘rl 1
Ainsi P2 dt = —— — 9 .
sk /1 wt)dt = T 12 1P




Exercice 4 :

Le trinome a pour discriminant A = 4 — 20 < 0, donc il s’agit bien de l'intégrale d’une
application continue sur [—1, 1].

P32 42) -1 1 L ! d
I:/ Mda:—[—ln(fjt%ﬂ—@} —/ —x,donc

L2420 +5 0 L2 -1 L(r+1)2 44
1.8 1 171 1
I = 51n1—5[arctan(m+ )]_1 :§(ln2—arctan1),donc =iIn2—%|.

Probléme : La constante d’Euler

m m m
1°) o Z(a;p — Tpp1) = pr - prﬂ-
p=n p=n p=n

Dans la derniere somme, effectuons le changement de variables ¢ = p + 1. Alors

m m m+1 m m
E (Tp — Tpt1) = E Ty — E Ty, = Tp + E Ty — E Ty — Ty,
p=n p=n q=n—+1 p=n-+1 q=n—+1

m
ainsi on a bien E (Tp — Tpy1) = Ty — Tint1.

p=n
¢ Un calcul similaire donne
m m—1 m m
Z (xp_1 —xp) = Z Ty — Z x,, donc Z (Tpo1 — Xp) = Ty — T | .
p=n+1 p=n p=n+1 p=n+1
2°) Soit n € N*.
1 1 1
Pour tout t € [n,n + 1], n < n < —, donc par croissance de l'intégrale,
n n
1 n+1 1 n+1 1 n+1 1 1
:/ dtg/ —dtg/ La=1,
n+1 . n+1 n T n N n
1 g 1 1
donc()gan:——/ — < —— .
n n t n n+1l

3°) Pour tout n > 1, S,41 — Sp = ap+1 > 0, donc la suite (S,,) est croissante.
De plus, d’apres la question précédente, puis d’apres la question 1, pour tout n € N*,

SRSZ(E—L)zl— L o4
S p+1 n+1

On a donc montré que la suite (S,,) est croissante et majorée, donc elle converge vers
un réel, noté . De plus, pour tout n € N*, 0 < S, < 1, donc en passant a la limite, on
en déduit que 0 < v < 1.

4°) o Soit n € N*.

I 1t — e 1 bodt

R IS A (R P iy
nJjo t+n n Jo t+n n Jo t+n o t+n

n
L 1ot 1 g

cette derniere intégrale, on pose x =t + n. Alors — —— dt=—— — = ay,.

n Jo n n




o Soit n € N avec n > 2.
Pour tout ¢ € [0,1], n <t+n <n+ 1, donc par croissance de l'intégrale,

1ot 1 [t 1 [t ! £2 1

—/ dt<a,—- | ——at<= /—dt,or/tdt [ } S

nJy n+1 nJo t+n nJfo n 210 2
1 1

-3)

1 1 1 1 1 1
Or —— = — — et — < — =—
nin+1) n n+1 202~ 2n(n—-1) 2

. , 1/1 1 1 1
Ainsi, on a montré que — (— — ) <a, < 2( — —>.

2\n n+1 n—1 n
5°) Soit n € N*. Soit m > n + 1. Alors S,, — S, = Z a, donc d’apres la question
p=n-+1
1 & /1 1 1 & 1 1
précédente, — Z (— — —) < Sm—95 <= Z (— — —),
2p:n+1 p pr+l 2p:n+1 p—1 p
1, 1 1 1,1 1
is — S — S < = (_ _ —).
puls2(n+1 m+1> 2\n  m .
Faisons maintenant tendre m vers +o0 : on obtient bien ) <y-5,< .
n

6°) o

1
o Lorsque n € N*, posons ¢1(n) = n(ln(n +1)—Inn— —), de sorte qu’on peut écrire
n

In(n+1) = 51(n)‘ Alors, il s’agit de montrer que €1(n) = 0. Or
n n—-+00
e1(n) = nln(l+ %) — 1. De plus, & - 0 donc par changement de variable dans la
n—-+0o0o
N In(1+7) 1
limite précédente, ———"- — 1. On en déduit bien que e,(n) — 0.
S n—-+oo n—-+00

n

7°) Soit n € N*. D’apres la relation de Chasles,

n

Sn:2<%_/pp+ dt Z__/"+ dt doncz 1nt]n+1

n

1
Ainsi, Z - =S, +1In(n+1). On en déduit que
p

p=1
"1 1 1 1 e(n)
b =g g (e )
;p (Sn=v+ ) 7=+ (Inn+—+—
e1(n) +n(S, — v+ = 1
_am a1
T oawm
EalN
=Inn+7y+—+ =2,
2n n

1,

ou g9(n) =¢e1(n) +n(S, — v+ 5



Il reste & montrer que e3(n) — 0. Or d’apres la question 5,
n—-+o0o

0<n(Sy—v+—) <n (1 ! > 2n — 0
n —_ = = .
T =" T a2 T om@n12) T 2nt 2
Alors, d’apres le principe des gendarmes, n(S, —v+ —) - 0,or 1(n) — 0, donc
2n’ n—+ n——+00
ean) =2 0

Partie II : Intégrer entre 0 et +oc.

1
8°) o L’application ¢t — 2 est définie et continue sur [1, +oo.

. 1 17z 1 oo dt
Soit x € R avec = > 1. Alors —dt:[——] =1—— — 1, donc — est
. t? tl T z—+00 . 2
“+o0o
définie et / @ =1].
t2
1
. R 7 - T T T
o De méme, T = larctant]] = arctanz — yiew Sl i donc
1 xr o0
oo dt teo dt
/ — est définie et / — = .
L 1+t L 1+ 4
’ —t —tlx 1 - 1 e —t 4 :
o eldt=[-e'lf=—-—€e" — —: e " dt est définie

+00 1
et / etdt==|.
1 e

9°) Soit = €|a,+oo|. Par croissance de l'intégrale, 0 < f(t) dt < / g(t) dt,

a

—+00

+oo
or / g(t) dt est définie donc / ) dt ol / ) dt € R. Par ailleurs,

T —> f; f(t) dt est croissante : en effet, sa derlvee est egale a [ qui est positive.

Alors, d’apres le théoreme de la limite monotone, il existe L € R U {400, —oco} telle

que / f(t) dt —+> L. En faisant tendre x vers +oo dans ’encadrement précédent,
a T—>+00

on obtient donc 0 < L < f:oo (t) dt, ce qui prouve que L € R. Ainsi, f:oo f(t) dt est

bien définie et 0 < L = f:oo f(t) dt < f+°° ) dt.

—t
(& [e'S)
10°) < Pour tout ¢ € [1,+o0[, 0 < - < e, or d’apres la question 8, fi et dt est

+oo -
e
définie, donc d’apres la question précédente, / e dt est définie.
1

e—t

1
o Soit t € [1,+o0]. =it donc

2
| 67t§5<:)e <20 —1)<= e >2«=1t>1n2 Orn2 <Ilne =1, donc

e—t




—t

T T
0< ¢ < 2e7'. Mais d’apres la question 8, / (2e7") dt = 2/ etdt —
1 1 z

T 1l—et T
—t

dt est définie.

“+oo
donc d’apres la question précédente, / —
1 —e

11°) Soit n € N. Notons R(n) l'assertion suivante :
f(b) = i Mf(k) (a) + ' Mﬂnm@ dt
B o nl '

k!
k=0

Pour n =0, f(a) + fab f'(t) dt = f(b) d’apres le cours, car f est de classe C', ce qui
prouve R(0).
Supposons maintenant que R(n) est vrai. Par intégration par parties,

/ab <b7_1_!t)nf(n+1)(t) dt = [ _ Mﬂ”*”(wﬁ)}i + /ab (b_—t)an(nJr?) (t) dt, donc

(1 1) CESY)
n —a)k — a)"t! b _ \n+1
dapres (o) £10) = Y- 10 @ G e [ O e a,

k=0
ce qui prouve R(n + 1).

On conclut grace au principe de récurrence.
12°) Soit t € R. On applique la question précédente a l’application exponentielle
t2
entre 0 et t. Ainsi, e/ = 1+t + 7 + t%e3(t), en posant £3(0) = 0 et, lorsque ¢ # 0,
1

2
L I e o L
0§|€3(t)’§t—2 ——e"dr < = e dx:§e |t\§>(),

2

min(0,t) min(0,t) 2 £0

D’apres le principe des gendarmes, e3(t) ﬁ 0, ce qu’il fallait démontrer.
_)

t 2
t—
e3(t) = / %ew dz. Supposons que t # 0. Alors par inégalité triangulaire,
0

max(0,t) |t |2 1 max(0,t) |t | 2

1 1 1 1
13°) Soit t € R*. g(t) = : __:_( : —1>,
1— (1—t+5 +2e5(—t)) t t\1—5§—tey(—1)
11— (1 =L —tesg(—t 14 es(—t 1
donc ¢(t) = - ( — &5(=1) =2 &s(=1) , donc 9(t) — 3
t 1— 5 t€3(—t> 1— 5 t€3(—t) t#0
14‘;) Pour tout = > 1, par linéarigé de l'intégrale, N
/ (a1 fi(t) +azfo(t)) dt = al/ fi(t) dt+@2/ fo(t) dt
1 L 1 .
— fi(t) dt + as fa(t) dt,
T—r—+00 1 1

“+o0o
donc / (a1 f1(t) + azfo(t)) dt est définie et
1

—+00 —+00

/1 b taht) d—a [ A@dra [ f) d

1 1

1
De méme, on montre que / (a1 f1(t) + azfo(t)) dt est définie
0



et/ol(alfl()—l—ang /f1 dt+a2/ fa(t)

On en déduit en sommant ces intégrales que / (a1 f1(t) + azfo(t)) dt est définie

0
“+00 —+00

et /+Oo(a,1f1 (t) + CL2f2 (t)) dt = aq f1 (t) dt + as f2 (t) dt
0

0 0
Partie 1II : Une expression de v sous forme intégrale.

R, — R

t — e lg(t)
donc elle possede une primitive sur R, que 'on notera H. Alors pour tout = €]0, 1],

1

1 1
/ e_t<1 — = ¥> dt = H(1) — H(x) —> H(1) = H(0), car H étant de classe Ct
—_ 6 r—
T 0<z<1

sur R, elle est en particulier continue en 0.
De plus, d’apres la question 10, pour T > 1,

1 1
—t — — R
/16 (1—6*’5 t>dt _/1 1—etdt / at
e—t
—>/ dt—/ — dt € R.
z—+00 1 1—67t 1 t

x>1
+o0o 1
Ainsi, d’apres la définition de ’énoncé, / e’t(l — = Z) dt est définie.
0 —e

16°) Soit a,b,z,y € RY. En posant u = at et v = bt, on obtient :

Yy ,—at —bt Yy ,—at —bt
/ € T°C u = / P R

h .
15°) Posons g(0) = % et notons . h est continue sur R,

Alors, d’apres la relation de Chasles,

Y pat _ bt br —t ay o—t ay o—t by o—t
T azr bx bx a
bx e—t by e~ Y
- / - / < an
ar 13 ay

17°) Soit a,b € RY.
Premier cas : Supposons que a < b.
t

Soit z > 0. Par décroissance de 'application t — e™",
—bx e—t —ax
< —

bxl bx— 1
e_b“”/ zdtﬁ/ —dt<e /zdt,donc

pour tout ¢ € [ax, bx],

, donc par croissance de l'intégrale,



ax’

bx e—t
e P [Int)2 </ —dt<e “ [In )b

b ar gt b
puis e ¥ 1n - < / — dt<e*In-—
a b

a
X
Or,eInt — Inb—Inaet e*®In? — Inb—Ina,
a -0 a z—0
z>0 z>0
bxr —t
donc d’apres le principe des gendarmes, — dt — Inb—Ina.
az t z—0
x>0

De plus, e In2 — 0et e®In? — 0, donc toujours d’apres le principe des
¢ z—+oo ¢ z—+oo

T—+00

bx e—t
gendarmes, / —dt — 0.

Second cas : Supposons que a > b. Alors d’apres le premier cas,

br o= et
/ —dt:—/ — dt — —(Ina—Inb) =Inb—Ina.
a t ba t z—0

X z>0

br _—t

De méme, on montre que / - dt — 0.

ax T—r+00

18°) Soit a,b € RY. D’apres les deux questions précédentes,
1 —at bt br — b _—t b b —t
pour:ce]o?l[u/ ‘ te 'dt_/ e_dt— ert — hl——/ ert,

z—0 a
Oo<z<1
by b €_t
et,poury>1,/ dt /—dt—/ —dt—> — dt.
. t e fot
y>1
e —at __ e—bt
Ainsi, d’apres la définition de I’énoncé, / ——— dt est définie

+oo ,—at
et/ £ ~—° ln——/—dt—l—/—dt lmé
0

19°) Soit t € Ri.

o e ' €]0,1[ donc d’apres le cours, pour N € N,
N N
1 — (e—t)N-l-l 1
—nt __ —t\n _
;6 —;(6 = T—e? Noteol—ct
+o0 1 +o0
R N , .. —nt , . . —nt
donc d’apres la définition 4, nZ:O e " est définie et = nZ:O e .
N —nt _ ,(n+l)t 1 1
o Soit N € N. Alors Z <L> = — (e — VL -,
v t t Nortoo ¢
— n+1) 1 +oo et _ e(n+1)t
done 55 (Y e e 1= $5 (1Y
onc Z est définie et — RZ:O ;

e‘t —1 et—e® d
t—0

=0 —(e_x)] (0) = —1, donc h(t) — 0.

t—0
o Soit t € R

t>0



—t

1 —
h(t) > 0 <= <l<s=e'>1-1t

Pour tout z € R, posons k(x) = e* — 1 — z. k est dérivable et, pour tout z € R,
K'(x) = e® — 1, donc k est décroissante sur | — 0o, 0] et croissante sur [0, +oo[. Ainsi,
pour tout z € R, k(z) > k(0) = 0. Ceci démontre I'inégalité classique suivante :
Vo € R, e > x+ 1. En particulier, e* > 1 — ¢, donc h(t) > 0

t—1 -ttt -t
o Soit t € [1,+oo]. Alors h(t):——i—e—<—+e—§ I1+1=2.

t t —t 1
2

t
o Pour tout t € Ry, posons a(t) = 3~ (7" —1+1). a est dérivable sur R, et, pour

tout t € Ry, d'(t) =t—(—e'+1) =e'+t—1, or on vient de montrer que e™* > 1—t¢,
donc da/(t) > 0. AIHSI a est croissante sur R, donc a(t) > a(0) = 0. Ceci montre que

et — 1+t <L donc en divisant par ¢, que h(t) < L. C’est en particulier vrai pour
tout t € [0, 1]
21 ) © Soit N € N.
e~ (1)t _ o—(n+2)t N N et _ p—(ntl)t
—(n+1)t _ > — —nt —t ( € >
e e
2l t 2y
e
N Notoo 1 — et t’
1 1 0 —(n+1)t _ ,—(n+2)t
donc e’t< — —> = Z (e’(”“)t _ ¢ ) Alors, en admettant
l—et ¢ - t
+oo 100 rtoo —(n+1)t _ —(n+2)t
1 1
I'interversion, / e_t< t——) dt = Z/ <e_(”+1)t—e ¢ > dt.
0 1—et ¢t —~ Jo t
6 —(n+1)t
o Soit neN. [ e (D gt = ,
n+1
e—(n—f—l)x e—(n—‘rl) 1 e—(n—i—l)

1
donc —(nHDt gy = — — —
L n+1 n+1l =20 n+1 n+1

T 6 —(n+1)z ef(nJrl) ef(nJrl) +o0
et / e (Dt gy — + — . Ceci démontre que / e~ (Dt gy
1 n+1 n+1 z=400 n41 0

1
n+1

+oo
est bien définie et que / ~( D g —
0

+00 o~ (nt1)t _ o~ (nt2)t
¢ D’apres la question 17, / ; dt est définie et est égale a ln(Z—ﬁ).
0

“+o0 e—(n+1) —e (n+2)t
Alors d’apres la question 14, / (e_("ﬂ)t — ; ) dt est également
0

1 2
définie et est égale a —In (n i )
n+1 n+1

o0 1 1 =/ 1 2
Ainsi,/ e*t( ——) dtzZ( —ln(n+ )),
0 l—et ¢t = +1 n—+1
1 ”+1dt 1 1
orpourtoutnEN*,an:——/ _:__1n<n+ ),
n n t n n



“+oo

d +o00 » 1 1 g
onc ; e (1_6%—?) t—ZanH.

n=0
+oo
D’apres la question 3, Zan est définie et est égale a . De plus, pour tout N € N*,
=1
N+1 N " 400
Z ay = Z an+1, donc en passant a la limite, on montre que Z a1 est aussi définie

n=0 n=0
1 1
— —) dt, a la condition
l—et ¢t

+oo
et est égal a v. On a donc bien prouvé que v = / €_t<
0

de justifier 'interversion.

—+00

+00 I ftoo
22°) o Il s’agit de montrer que / (Z e~ (Tt R(1) dt Z/ e~ DR (t) dt.
0

On a déja démontré que toutes les quantltes qui 1nterv1ennent dans cette égalité sont

bien définies. D’apres la définition 4, ceci revient a prouver que
+oo

+oo
Z/ Dty dt —s (Ze_("+1)th(t)> dt. Or, d’apres la question

N—+o0 0 0
n=

14 etendue par récurrence au cas d’'un nombre fini de termes, pour tout N € N,
N

—+00
Z/ —(n+1) th (t) dt = / (Z e—("“)th(t)) dt, donc il suffit d’établir que
0

n=0

oo , too
/ <Ze (nt+1) th(t)) dt — /0+ (nz; e_(”“)th(t)) dt N_>—+>oo 0. Toujours d’apres la

0 n=0

question 14, il s’agit d’établir que/ (Z e~ (DR (1) Z e~ (DR (1) > dt — 0.

0 N—4o00

Soit N € N. Soit P > N.
P N

Z 6—(n+1)th(t) _ Z +1)th Z 6_(n+1)th(t)

n=N-+1 =0
+o0o N
—(n+1)t n1)t
P—+00 — Z%e )
400 - = oo
donc Z e~ (" FDUL(1) est définie et est égale A Z e~ (Mt (1) Ze—(n—f—l)th
n=N-+1 o
—+o00 +oo
Il s’agit donc bien de démontrer que / ( Z e—(n+1)th(t)> d —s 0
0 n=N+1 N—+too

23°) Soit N € N.
Soit t € [1,4+o0[. Soit n € N avec n > N + 1.
D’ aprés la question 20, e~ ("TVh(t) < 2e~ (D donc pour tout P > N + 1,

P P-N-1 | — (e)PN
Z e (n+1) th Z ft ntl _ 9, —(N+2)t Z (eft>n _ 267(N+2)t - — ’
n=N+1 n=N+ n=0 —¢€



P

1 2
donc HZZNH e~ DRty < 267(N+2)tm < Ce W+t on posant C' = = On
fait maintenant tendre P vers 400
“+o0o
et on obtient que 0 < Z e~ () < CeNHDE Or, pour > 1,
n=N+1
x —(N42)t 2 —(N+2) —(N+2)z —(N+2)
e e e e

Ce 2 g — || = C —C — C e R

/1 ‘ N2l N+2 N+2 asteo N2 ’
400 +00 6_(N+2)
donc / Ce N2t 4t est définie et / Ce WVt gt = C . Alors d’apres la
+oo +oo +o00
question 9, 0 < / Z e~ (nH1)t ) dt < / Ce~WN+2t gy,
1 n=N+1 1

+o0 +o0 (n D)t e~ (N+2)
donc 0 < < e U (¢ ) dt < ot —— 0. D’apres le principe des
TS ) < 5 Do i

+00 +o0
gendarmes,/ < Z e_(”+1)th(t)> da — 0.
1

N—+o00
n=N+1

+00 +oo
24°) Pour tout N € N, posons Iy = / ( Z 6_("+1)th(t)> dt

1

n=N+1
+oo +oo
et Jy = / Z e~ (DR ( dt Ainsi, / Z e’(”H)th(t)) dt = Iy + Jy.
n=N+1 n=N+1
On a prouvé que Iy — 0, donc il reste a montrer que Jy — 0.
N—+o0 N—+o00

1 oo

Pour tout N € N et « €]0, 1], posons maintenant Jy(z) = / ( Z e_(”+1)th(t)> dt,
r n=N+1

de sorte que Jy(x) — Jn.

0<z<1

Soit N € N. Soit ¢ €]0, 1[. Soit n € N avec n > N + 1.

D’apres la question 20, e”"tD(t) < Le=(+D! donc, comme précédemment, pour
P P

t 1
tout P> N1, 3 V@) <5 3 () < e,
n=N+1 n=N+1 —¢€

et —1 t
— —1, donc m — 5 5 . Ainsi, I'appli-

t>0

Or on a vu en question 20 que

t

cation t — 2(1—t est prolongeable en une application continue sur [0, 1]. D’apres
J— e_

le cours, cette application est bornée et elle atteint ses bornes. Il existe donc M € R

P
t
————— < M. Ainsi, Y e "TUn(t) < MmNV
2(1 —et) = ) © =

tel que, pour tout ¢ €]0, 1],

10



+oo
On fait tendre P vers +00 : 0 < Z e~ DI (1) < Mem (V2
n=N+1

1
Soit z €]0, 1[. Alors 0 < Jy(x) < / Me N+t g Or

1 _(N+2)t 1 e_(N+2) e_(N+2)z
Me=WN+2t gt = —M[e—} - M M
/m ¢ N+2 s Ntz TN 2
—(N+2) M
— —M° + eR,
oZer N+2 N+2
e_(N""Q)
donc en faisant tendre x vers 0, 0 < Jy < —M N2 + Nio

du principe des gendarmes que Jy — 0, ce qui conclut.
N—+o0

Ceci démontre a aide

Commentaires : Ce sujet est largement inspiré de 1’épreuve du Capes externe de
2010, dans laquelle on trouvera d’autres formules pour . En particulier, au prix de
quelques calculs élémentaires, on peut déduire de la formule obtenue en question 21

+oco
une formule plus concise : v = — / e 'Int dt.
0

11



