DM 11 : un corrigé

Partie I : Préliminaires

1°) Supposons que E ne possede aucun élément minimal.

E est non vide, donc il existe e; € E.

e; n’est pas minimal dans F, donc il existe ey € F tel que ey < e;.

e n'est pas minimal dans F, donc il existe e3 € F tel que e3 < es.

Soit n € N*. Supposons construits eq,...,e, € E tels que e, < e,_1 < --- < ey. Alors
e, n'est pas minimal dans F, donc il existe e, 11 € E tel que e, 1 < €,.

Ainsi, on construit par récurrence une suite (eg)ren+ d’éléments de E strictement
décroissante.

Soit h, k € N* tels que h < k. Alors ey, < e, donc ey, # e.

Ainsi, ’'ensemble {e / k € N*} est une partie infinie de E, ce qui est impossible car E
est fini. Ceci démontre que E possede au moins un élément minimal.

2°) D’apres la question précédente, F admet au moins un élément minimal, noté m.
Soit e € E. m étant minimal, on a =(e < m), or 'ordre est total, donc m < e. Ainsi,
m est le minimum de F.

3°) o Soit A une partie de E.

Supposons que |A| > 2. 1l existe a,b € A tel que a # b.

Si a et b sont comparables, alors A n’est pas une antichaine.

Si a et b ne sont pas comparables, alors A n’est pas une chaine.

Ainsi, dans tous les cas, A n’est pas a la fois une chaine et une antichaine.
Réciproquement, supposons que |A| < 1. Alors A est un singleton ou bien est égal
a l’ensemble vide. A ne contient aucun couple d’éléments distincts, donc c’est une
antichaine et une chaine.

Conclusion, ’A est & la fois une chaine et une antichaine si et seulement si |A| < 1‘ .
¢ Soit C' une chalne de E et A une antichaine de E. Alors A N C' est une chaine,
en tant que partie de la chaine C', et c’est aussi une antichaine, en tant que partie de
I'antichaine A. Ainsi, d’apres le point précédent, |ANC| < 1, ce qu’il fallait démontrer.

4°)  Analyse : Supposons qu’il existe une bijection f strictement croissante de N,
dans C. Soit k € N,,. Alors C\ {f(1),..., f(k—=1)} ={f(k), f(k+1),..., f(n)}, donc
C\{f(1),..., f(k—1)} admet un minimum et f(k) = min(C'\ {f(1),..., f(k—1)}).

Ceci définit par récurrence la suite (f(k))i1<k<n, & partir de C, ce qui prouve 'unicité.



Synthese : Notons (f(k))i<k<n la suite définie par la relation de récurrence suivante :
f(k) =min(C\ {f(1),..., f(k—1)}), pour tout k € N,,.

Il s’agit de montrer que f est une bijection strictement croissante de N,, dans C'.

Soit k € N,,_1. f(k+1) e C\{f(1),...,f(k)}, donc f(k+1)# f(k).

De plus, f(k+1) e C\{f(1),..., f(k—1)},

donc f(k) = min(C \ {f(1),...,f(k—1)}) < f(k+1). Ainsi, f(k) < f(k+ 1), ce qui
prouve que f est strictement croissante.

Soit h,k € N, avec h < k. Alors f(h) < f(k), donc f(h) # f(k). Ainsi f est une

application injective, de C' dans N,, avec n = |C/|, donc c’est une bijection.

5°) oSoitceC.ce E = U P;, donc il existe i. € N, tel que c € P;,.

1<i<n
Supposons qu'il existe j € N, tel que ¢ € P;. Alors P,, N P; # 0, donc i. = j, ce qui
prouve 'unicité de i..
¢ Soit ¢,d € C tel que i, = 14.
Alors ¢,d € C'N P;,, donc d’apres la question 3, ¢ = d. Ceci prouve que 'application
¢ — i, est une injection de C' dans N,,.
o Notons f cette application. Alors f|/(“) est une bijection, donc |C| = |f(C)]|, mais
f(C) est une partie de N,,, donc |C| < n.

6°) De méme que pour la question précédente, pour tout a € A, il existe un unique
1o €N, tel que a € F,,.

Soit a,b € A tel que i, = 4. Alors a,b € AN P,,, donc a = b. Ceci prouve que
I’application a — i, est une injection de A dans N,,. Alors, comme lors de la question
précédente, on en déduit que |A| < n.

7°) © () est une chaine ainsi qu'une antichaine de F, donc C et A sont des parties non
vides de N, majorées par le cardinal de E. D’apres le cours, max(C) et max(.A) sont
donc définis.

Pour tout e € E, {e} est a la fois une chaine et une antichaine, donc la famille ({e})ccr
est une partition de chaines et d’antichaines de E (méme lorsque E est vide). Ainsi,
P4 et Pc sont des parties non vides de N. D’apres le cours, min(Py4) et min(P¢) sont
définis.

o Il existe une chaine C' de E de cardinal max(C). Posons n = min(P,). Il existe donc
une partition d’antichaines de E de cardinal n.

D’apres la question 5, max(C) = |C] < n. Ceci prouve que ’maX(C) < min(PA)‘ :

De méme, la question 6 permet de prouver que ’maX(A) < min(P¢)| .




Partie II : Deux exemples
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b) Notons C' = {0, {1},{1,2},{1,2,3}}.
C' est une chaine car () C {1} € {1,2} € {1,2,3}.
Ainsi, max(C) > |C| = 4.
De plus, si lon pose P, = {0}, P, = {{1},{2},{3}}, P = {{1,2},{1,3},{2,3}} et
P, ={{1,2,3}}, alors (P, P, P3, P;) est une partition d’antichaines de E.
Ainsi, min(P4) < 4. On en déduit que max(C) > 4 > min(P,), donc d’apres la question
7, lmax(C) =4 = min(PA)‘ )
c) Notons A = {{1},{2},{3}}. A est une antichaine, donc max(.A) > |A| = 3.
De plus, sil'on pose Py = {0, {1},{1,2},{1,2,3}}, P, = {{2},{2,3}} et Ps = {{3},{1,3}},
alors (Py, Py, P3) est une partition de chaines de F.
Ainsi, min(Pe) < 3. On en déduit que max(A) > 3 > min(P¢), donc d’apres la
question 7, ’max(.A) =3= min(Po)‘ :
9°)
a) Pour tout n € E, n|n, donc ”|” est réflexive.
Soit n, m € N tels que n|m et m|n. Alors il existe h, k € N tels que n = km et m = hn.
On en déduit que n = khn, or n # 0, donc 1 = ki, donc d’apres le cours, h = k =1
puis n = m. Ainsi, ”|” est antisymétrique.
Soit m, m, p tels que n|m et m|p. 1l existe h,k € N tels que m = kn et p = hm, donc
p = hkn, ce qui prouve que n|p. Ainsi, ”|” est transitive.
En conclusion, ”|” est bien une relation d’ordre.

b)

8°) a)

b |)7
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c) Notons C = {1,2,4,8}. C est une chaine, donc max(C) > |C| =
De plus, si l'on pose P, = {1}, P» = {3,2,5,7}, P; = {9,6,4
(Py, Py, P3, Py) est une partition d’antichaines de E.

Ainsi, min(P,4) < 4. On en déduit que max(C) > 4 > min(P,), donc d’apres la question
7, ’max(C) =4 = min(PA)‘ :

, 10} et P, = {8}, alors




d) Notons A = {9,6,4,10,7}. A est une antichaine, donc max(A) > |A| = 5.

De plus, si 'on pose P, = {1,2,4,8}, P, = {3,9}, P = {6}, P, = {5,10}, Ps = {7},
alors (Py, Py, Ps, Py, P5) est une partition de chaines de E.

Ainsi, min(Pe) < 5. On en déduit que max(A) > 5 > min(P¢), donc d’apres la
question 7, |max(A) =5 = min(Pc)‘ :

Partie III : Partitions de chaines

10°) Soit i € Ny.

On az; < x4 < -+ < @y, donc {x;,..., 2.} est une chaine d’origine z; de longueur
¢ —i+1. Ainsi, f(z;) >0 —i+ 1.

Supposons que f(z;) > ¢ —1i+ 1. Posons j = f(x;). Alors, il existe une chaine d’origine
x; et de longueur j, donc il existe yi,...,y; € E tels que y; < --- < y; avec y; = ;.
Mézalor z; < --- < x; = y; < --- < y;, donc on dispose d'une chaine de longueur i + j
aveci+j>i+ ({—i+1)=/¢+1, ce qui contredit la définition de ¢ = max(C). Ainsi,
on a montré que f(z;) =0 —i+ 1.

11°) ¢ Pour tout i € Ny, d’aprés la question précédente, x, ;11 € A;, donc A; # (.
o Soit x € E. 1l existe une chaine d’origine x et de longueur f(x). Par définition de
¢, cette chaine est de longueur inférieur a ¢. Ainsi, 1 < f(x) < /¢, or x € Ay, donc
x € U A;. Ceci prouve que U A, =F.

1<i<e 1<i<e
o Soit 4,5 € Ny tels que A; N A; # 0. Alors, il existe + € A; N A;. Dans ce cas,
i = f(z) = j. Ainsi, par contraposition, i # j = A; N A; = .
En conclusion, (A, ..., Ay) est une partition de E.

12°) o Soit i € Ny. Soit z,y € A;. Raisonnons par 'absurde en supposant que y < .
x € A;, donc i = f(x). Ainsi, il existe z1,...,2; € E tels que 7 < -+ < x; et 17 = x.
Alors, y < xy < --- < x;, donc f(y) > i+ 1. Clest faux car y € A;, donc f(y) =i. On
en déduit donc que =(y < z). De méme, on montre que —(z < y), donc, si z # y, alors
x et y ne sont pas comparables. Ceci prouve que A; est une antichaine.

o On vient de construire une partition constituée de ¢ antichaines, donc min(P4) < ¢,
or { = max(C). Alors, d’apres la question 7, min(P,4) = max(C).

13°) Soit n € N.
Notons R(n) I'assertion suivante : lorsque |E| = n, min(P4) = max(C).

Supposons que n = 0 et que |E| = 0. Alors E = (). Dans ce cas, 'unique chaine
est (), donc max(C) = 0. De plus, l'unique partition d’antichaines est la famille vide
(Py,...,P,) avec n =0, donc on a aussi min(P4) = 0, ce qui prouve R(0).

Supposons que n € N et que R(k) est vraie pour tout k € {0,...,n}.

Soit E un ensemble fini de cardinal n+ 1. Notons A I’ensemble des éléments maximaux
de E. D’apres la question 1, appliquée avec l'ordre inverse >, A est non vide, donc
|E\ A| <n. On peut ainsi appliquer I'hypothese de récurrence a E \ A. Il existe donc
¢ € N, qui représente le cardinal maximum des longueurs des chaines de £\ A et le
nombre minimum de partition d’antichaines de F \ A.
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Il existe x1,...,2, € E'\ A tels que 1 < xg < -+ < x4 et il existe une partition
d’antichaines de E \ A, notée (Py,..., FP).

A est une antichaine de E, car si x,y € A avec x # y, on a —=(z < y), car = est
maximal dans F et on a =(y < z) car y est maximal dans E. Ainsi, = et y ne sont pas
comparables.

Pour tout i € Ny, P, C E\ A, donc P,N A =0; on en déduit que (P,...,P,, A) est
une partition de E constituée de £ 4+ 1 antichaines.

De plus z; ¢ A, donc z, n’est pas maximal dans E. Ainsi, il existe x4 € E tel que
xp < xpqq1. Alors {z1,..., 241} est une chaine de longueur ¢ + 1.

On en déduit que min(P4) < £+ 1 < max(C) et la question 7 permet a nouveau de
montrer que R(n + 1) est vraie.

Le principe de récurrence conclut.

Partie IV : Cas particulier de P(N,)

14°) o Posons C = {N; / 0 < k < n}. C est une chaine, car pour tout k € N,
N1 - N et ‘Cl =n-+1.

o Notons A = {F C N, / |F| = |5]}. D’apres le rappel, |A| = (LZJ > Il reste a
2

montrer que A est une antichaine : Soit B,C € A. Ainsi, |B| = |C], donc d’apres les
rappels, BC C = B=Cet C C B=— B = (. On en déduit que, lorsque B # C|,
B et C ne sont pas comparables. Ainsi, A est bien une antichaine.

15°) D’apres la question précédente, max(C) > n + 1.

Pour tout 7 € {0,...,n}, notons A; = {B CN,, / |B| =1i}.

Alors (Ag, Ay, ..., Ay) est une partition de E.

Comme lors de la question précédente, on montre que, pour tout i € {0,...,n}, A; est
une antichaine, donc (Ag, Ay, ..., A,) est une partition constituée de n + 1 antichaines
de E. La question 7 permet de montrer que max(C) =n+ 1 = min(Py).

16°) o Supposons que n = 1. Alors E = {0, {1}}. Dans ce cas, F est déja une chaine
symétrique (avec k = 0), donc la liste (F) constituée du seul élément E est une partition
de E constituée de chaines symétriques.

o Supposons que n = 2. Alors E = {0, {1}, {2}, {1,2}}.

Posons Cy = {0, {1},{1,2}}, qui est une chaine symétrique, avec k = 0, et Cy = {{2}},
qui est une chaine symétrique, avec k& = 1. Alors (C,Cy) est une partition de F
constituée de chaines symétriques.

¢ Supposons que n = 3. On a vu en question 8.c, que si 'on pose

P = {®a {1}’ {1’ 2}7 {17 2, 3}}7 Py = {{2}’ {2’ 3}} et P3 = {{3}7 {17 3}}7 alors (Ph Py, P3)
est une partition de chaines de E. Or P; est symétrique, avec k = 0 et P, P3 sont
symétriques avec k = 1.

170) ©. Posons ¢! = {Ek, Ek—i—h ey En—l—k; En—l—k U {n}}
En posant F, , = E, 1 U {n}, on a C" = {Ey, Ey1,...,E,_1}. k vérifie bien
I'encadrement k£ < n — k, de plus, Ey, ..., E,_; sont des éléments de F tels que



EyCEyy1C---CEyp 1 CE 1 U {n} = F,_; et,

pour tout i € {k,k+1,...,n—k}, |E;| =i. Ainsi, C’ est une chaine symétrique de E.
o Posons C" = {E, U {n}, Exs1 U{n}, ..., By o U{n}}.

Pour tout h € {k+1,...,n — (k+ 1)}, posons F}, = E,_1 U{n}.

zAil’ISi7 C” = {Fk+1, Fk+2, ce ,Fn,(kJrl)}.

Sik=n—1—k, c’est-a-dire si n est impair et si k = %47 alors C" = ().
Sinon, alors k <n—k—2,donc k+1<n—(k+1).
De plus, Fyi1, Fryo, ..., Fo—(rq1) sont des éléments de £ et comme

Ey C Eyqy1 C -+ C Ey_g—2, on peut affirmer que Fjyy C Fyip C -+ C F_(341). Enfin,
pour tout h € {k+1,...,n— (k+ 1)}, |Fi| = |En-1| + 1 = h. Ceci démontre que C”
est une chaine symétrique.

18°) Soit h € {0,...,n}. On note R(h) 'assertion selon laquelle il existe une partition
de P(N;) constituée de chaines symétriques.

Pour h = 0, Ny = ), donc P(Ny) = {0}. On vérifie alors que C' = {Ey} avec Ey = ()
est une chaine symétrique (en prenant k¥ = 0 = n dans la définition d'une chaine
symétrique). Donc (C) est une partition de P(Ny) constituée de chaines symétriques.
On suppose que 1 < h < n et que R(h — 1) est vraie.

Il existe donc une partition (C1, ..., Cy) de P(Np_1) constituée de chaines symétriques.
Pour tout 7 € Ny, il existe k; € N tel que k; < h — 1 — k; et des parties de N;,_; notées
By s En_1-p, i telles que C; = {Ej, i, .., Epn1-k,i}s Egi C -+ C Ep_1_y,; et, pour
tout j € {ki,....,h —1—k;}, |E;;| = J.

Pour tout ¢ € Ny, conformément aux notations de la question précédente, posons
CZ/ - {Eki,iy ey Ehflfkiﬂ', Ehflfki’i U {h}} et Cz” - {Ek“z U {h}, .o ,Eh,Q,ki’i U {h}}
D’apres la question précédente, pour prouver R(h), il suffit de montrer que P(N) est
la réunion disjointe des C] et des C! lorsque i varie entre 1 et N. Il est possible que
certains C!’ soient vides, mais il suffit de les retirer de la liste pour obtenir une partition.
Ceci revient donc a montrer que, pour toute partie F' de Ny, il existe un unique 7 € Ny
tel que F' € C} ou (exclusif) F' € C!. Soit donc F' € P(Ny,).

Premier cas : on suppose que h ¢ F. Alors F' C N;_1, donc d’aprés 'hypothese de
récurrence, il existe un unique i € Ny tel que F' C C;. Alors F' € C!. De plus, pour
tout j € Ny, F' ¢ C7 et lorsque j # i, ' ¢ C7.

Second cas : on suppose que h € F. Posons F' = F'\ {h}.

D’apres 'hypothese de récurrence, il existe un unique i € Ny tel que F’ € C.
Lorsque F' = max(C;), alors F' = F' U {h} = max(C}). En particulier, F' € C}. De
plus, pour tout j € Ny, F' ¢ C7 et lorsque j # i, F' ¢ C.

Lorsque F" # max(C;), alors F' = F' U {h} € C/. De plus, pour tout j € Ny, F ¢ C]
et lorsque j # i, F' ¢ C7.

On a donc prouvé R(h).

D’apres le principe de récurrence, R(n) est vraie, ce qu’il fallait démontrer.



19°) o Supposons que (P, ..., Py) est une partition de E telle que Py, ..., Py sont
des chaines symétriques.

Posons j = [%]. Comme lors de la question 15, notons A; I'ensemble des parties de N,,
dont le cardinal vaut j. On a vu en question 15 que A; est une antichaine. Alors, d’apres
la question 6, pour tout F' € Aj;, il existe un unique f(F) € Ny tel que F' € Pyp).
Toujours d’apres la question 6, f est une application injective de A; dans Ny. Montrons
que f est également surjective.

Soit i € Ny. P; est une chaine symétrique de E, donc P; = {Ey, Exi1,..., Ey_i} ol
k<n-—ketouFEy,...,FE,_; vérifient les propriétés indiquées dans 1’énoncé avant la
question 16.

On a2k < n,donc k < [§]. Deplus, n —k >n—[5] >n—5 =5 > [7] Ainsi
J = [ %] est un entier compris entre k et n — k, or |E;| = j. Ainsi, P; possede partie F’
de cardinal j. Alors F' € Aj et f(F) =i, ce qui prouve que f est surjective.

Ainsi, f est une bijection de P; dans Ny. On en déduit que N = |[Ny| = |P;| = ( LZJ ),
2
d’apres le rappel de I'énoncé au début de cette partie.

o D’apres la question 18, il existe donc une partition de E constituée de (LZ J)
2

chaines. On en déduit que min(Pg) < ( LZ | ), mais d’apres la question 14,
2

max(A) > ( LZJ > Alors, d’apres la question 7, |max(A) = ( LZJ > = min(P¢)| .
2 2
o Soit k € {0,...,n}. Notons encore Ay l'ensemble des parties de N,, qui sont de

cardinal k. D’apres la question 15, A est une antichaine de E et d’apres 1’énoncé,

|Ag| = (Z) On en déduit que <Z> € A, donc (Z) < (ng)

Partie V : Théoréeme de Dilworth

20°) Choisissons une antichaine A de cardinal «. Par hypothese, C N A # ), donc
d’apres la question 3, C'N A est un singleton.

En particulier, C' est non vide, donc |E \ C| < |E|. Ainsi, le théoréeme de Dilworth est
démontré pour £\ C.

A\(CNA)=ANCNA=AN(CUA) = (ANA)U(ANC) = ANC = AN(E\C), donc
|JAN(E\C)|=a—1,or AN (E\ C) est une partie d'une antichaine, donc c’est une
antichaine de £\ C. Ainsi, F'\ C' posséde au moins une antichaine de cardinal o —1. De
plus, si £\ C possédait une antichaine de cardinal «, ce serait une antichaine de F de
cardinal o qui ne rencontre pas C', ce qui est contraire a I’hypothese de I’énoncé. Ainsi,
dans £\ C, le maximum des cardinaux des antichaines est égal a a—1. Il existe donc une
partition (C1,...,C,_1) de E'\ C constituée de chaines. Alors (C1,...,C,_1,C) est une
partition de F constituée de v chaines de E. On en déduit que min(P¢) < a = max(A),
puis d’apres la question 7, que min(P¢) = max(.A).



21°) ¢ Soit & € E. Supposons que x ¢ (Ay U A_). Alors, pour tout a € A, on
a ~(a < z) et =(a > x), donc x n’est comparable avec aucun élément de A. Alors
AU {z} est une antichaine, de cardinal « + 1, ce qui est impossible par définition de
a. Ainsi, v € (AL UA_), ce qui montre que Ay UA_ = FE.

o Sia€e A,a<adoncac A, NA_.

Réciproquement, soit b € A, N A_. Il existe a,a’ € A tels que a < b < a’. Alors a et
a’ sont comparables, mais A est une antichaine, donc a = @, puis a = b = a’. Ainsi,
b e A. On a bien montré que A, N A_ = A.

22°) Supposons que min(C) € A,. Il existe a € A tel que a < min(C). a # min(C),
car C N A =10, donc a < min(C). Alors {a} U C est une chaine, de cardinal

|C| + 1 =max(C) + 1, ce qui est impossible par définition de C. Ainsi, min(C) ¢ Ay,
ce qui prouve que A, # E. De méme, on montre que max(C) ¢ A_, ce qui prouve que

A 4F.

23°) o Ainsi, |A_| < |E] et |AL| < |E], donc le théoreme de Dilworth est démontré
pour A_ et pour A,.

o A C A_, donc A est une antichaine de A_. De plus, toute antichaine de A_ est
une antichaine de E, donc il n’existe pas dans A_ d’antichaine de cardinal strictement
supérieur a «. Ainsi, « est le cardinal maximal des antichaines de A_. De méme, « est
le cardinal maximal des antichaines de A, . Il existe donc une partition (C1,...,C") de
A_ constituée de chaines et une partition (CY,...,C”) de A, constituée de chaines.
o A est une antichaine de A_ et (C1, ..., (") est une partition de chaines de A_, donc
d’apres la question 6, pour tout a € A, il existe un unique f(a) € N, tel que a € }(a).
Alors, toujours d’apres la question 6, f est une application injective de A dans N,.
D’apres les rappels au début de I’énoncé, comme |A| = «, f est une bijection de A
dans N,.

o Pour tout i € N, posons a; = (7). Ainsi, a; € AN C.

Soit i € N,. Posons = max(C}). Alors x € A_, donc il existe a € A tel que z < a.
Or a; € C, donc a; < x < a, mais a et a; sont deux éléments de l'antichaine A, donc
a; = a, puis £ = a;. Ainsi, pour tout i € N,, a; = max(C}).

En raisonnant de méme dans A, on montre que, quitte a modifier 'ordre de C7, ..., C”,
pour tout i € N, a; = min(CY).

o Pour tout i € N, posons C; = C/ U CY.

Soit ¢ € N,. C; est une chaine car, si z,y € C;, lorsque x,y € C! ou z,y € C!', x et
y sont comparables car C! et C}' sont des chaines, et lorsque z € C! et y € C/', on a
r<a; <y.

Soit x € E. Siz € A, il existe un unique ¢ € N, tel que x = a;, donc il existe un unique
1 € N, tel que z € C;.

Sixz e Ay \ A, il existe un unique i € N, tel que z € CY, car (CY,...,CY) est une
partition de A, donc il existe un unique ¢ € N, tel que x € C;.

On raisonne de méme lorsque z € A_ \ A.

Ceci démontre que (C4,...,C,) est une partition de E et elle est constituée de «

chaines. On en déduit alors que max(A) = min(P¢).



¢ Ainsi, en tenant compte de la question 20, pour tout n € N*, le théoreme de Dilworth
est démontré lorsque |E| = n, si 'on suppose qu’il est démontré pour tout ensemble
ordonné de cardinal inférieur ou égal a n — 1. Ainsi, d’aprées le principe de récurrence
forte, il reste & montrer le théoreme de Dilworth lorsque |E| = 0, c’est-a-dire lorsque
E = (), mais dans ce cas, A = {0} = P, donc max(.A) = 0 = min(P¢), ce qui conclut.



