Résumé de cours :
Semaine 11, du 24 novembre au 28 novembre.

Les complexes (suite)

1 L’exponentielle complexe (suite et fin)

Formules d’Euler :

i0 —i0 0 _—if
cosf 2 Re(ew) = e te et sinf 2 Im(ele) = L .
2 21
De plus,
e = cos @ —|—isin9‘-
e 92n Fo0 g2n+1
Propriété. Pour tout § € R, cosf = nz:%(—l)”m et sinf = nz:%(—l)"m.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. sin est une fonction impaire et cos est une fonction paire.
cos et sin sont de classe C™ et cos’ = — sin, sin’ = cos.

Il faut savoir le démontrer.

Formule circulaire : Pour tout § € R, cos? 6 + sin? 6 = 1.

Formule d’addition : cos(a + b) = cosacosb —sinasinb et sin(a + b) = sinacosb + cosasinb.

Définition. On appelle série alternée toute série réelle de la forme > (—1)"a, ou
S (=1)"*a,, ot pour tout n € N, a,, € Ry

Théoréme spécial des séries alternées (TSSA).
Soit Y a, une série alternée. On dit qu’elle est spéciale alternée lorsque la suite (|ay,|) est décroissante
et tend vers 0. Dans ce cas, > a, est convergente.

+oo too
De plus, pour tout n € N, Z ay est du signe de son premier terme a,, et | Z ak| < lapt1]-
k=n k=n-+1

Propriété. L’application cos est strictement décroissante sur ]0, 2] et elle posséde un unique zéro sur

T
10,2], que l'on notera — : c’est la définition de 7.

Propriété. Pour tout z € R, cos(xz + §) = —sin(x) et sin(z + §) = cos(z).
On dispose des tableaux de variations suivants :
x 0 5 T 37” 2m
cos(x) 1N 0N -1 2~ 0 &1
sin(x) 0o 41 N 0 N -1 4~ 0
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27 est la plus petite période de cos, ainsi que de sin.

Propriété. Soit (a,b) € R? tel que a? +b* = 1.
Il existe un unique 6 € [0, 27 tel que a = cos(0) et b = sin(0).

Corollaire. Soit 6, ¢ € R tels que cos 6 = cos ¢ et sinf = sin p. Alors § = ¢ [27].

Paramétrage du cercle unité : 'application it est périodique et sa plus petite période

t
est 27. Sa restriction a [0, 27| est bijective.

M: [a,b)) — C
t — M
Notons C' = {M(t)/t € [a,b]} : C est une courbe dans le plan complexe, dont 'application M est un

Définition. Soit a,b € R avec a < b et (1) une application de classe C1.

b
paramétrage. Par définition, la longueur de C' est égale & / | M (t)|dt.

Propriété. Soit 6 € [0,2n]. Notons Cp = {e'/t € [0,0]} : Cp est une portion du cercle unité. Sa
longueur est égale a 6.

2 Arguments d’un complexe

Propriété. Siz=a+ib, ot (a,b) € R?, e = e%(cos(b) + isin(b)).

Définition. Pour tout z € C, il existe p, 0 € R tels que z = pe??. On dit alors que (p, #) est un couple
de coordonnées polaires du point M(z) (I'image du complexe z).

On peut imposer p > 0. Dans ce cas, p = |z|. On dit alors que 0 est un argument de z et ’on note
0 = arg(z).

Lorsque z # 0, on peut imposer p > 0 et 6 € [0, 27[. Dans ce cas, le couple (p, ) est unique.

Définition. Un complexe z possede ainsi deux écritures usuelles :

— Décriture algébrique : z = a + ib avec a,b € R, ou bien z = Re(z) + iIm(z) ;

— Décriture trigonométrique (ou exponentielle, ou polaire) : z = pe?®, avec p € R, et 6 € R.
Les relations suivantes font le lien entre ces deux écritures :
lorsque z = a + ib = pe'® avec a,b,p,0 € R et p > 0,

I p:‘/a2+b2;

lorsque z # 0, cos 6 % ctsing b
—— lorsque z 5 = inf = ;
a “b/a2+b2 1/012_’_132
— Lorsque a # 0, tanf = —;

a
— Lorsquez;éOetﬁe[O,W],O:arccos(L);

— Lorsque z #0 et § € [-Z, T, 9:arcsin<7);
q 7& [ 2 2] \ém
— Lorsque a #0 et 0 €] — 5, 7], 9:arctan(a);

b
— Lorsque z #0et 0 €] —m, @[, 0 = 2arctan<7).
que z # ] [ PR
Il faut savoir le démontrer.
Propriétés de ’argument : Si z, 21, zo sont trois complexes non nuls, alors
— arg(z122) = arg(z1) + arg(22) [27];
1 _
— arg(f) = arg(z) = —arg(z) [27];
2
— arg(?) = arg(z1) — arg(zq) [27];
2
— pour tout n € Z, arg(z") = n arg(z) [27];
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— arg(—z) = arg(z) + 7 [27]; .
— (arg(z1) = arg(zq) [27]) <— i eR}.

Remarque. Pour tout z € C, arg(e®) = Im(z) [27].

Interprétation géométrique du produit dans C : Fixons zg = poe’®, o1 py € R, et 6y € R.

La multiplication par zg, c’est-a-dire 'application z — 2z est la composée de h : z — ppz avec
r o z+— ze%_ ] s’interprete géométriquement comme une homothétie de centre O et de rapport pg
et r comme la rotation de centre O et d’angle 6.

Propriété. Soit (p,0) € R x R. Pour tout z € C, e* = pe'? <= (Ik € Z, z = 1In(p) + 0 + 2ikm).
— C

En particulier, 'application exponentielle E e est surjective et 2im périodique.

Il faut savoir le démontrer.

Formule de Moivre : Pour tout n € Net t € R, |ei"t = (cost + isin t)”‘ .

d
Propriété. Pour tout z € C, a(ezt) = ze™,

Définition. Pour tout a € C et z € R, on note 2 £ ealnz,

d
Propriété. Pour tout a € C, —(t*) = at® L.

dt
. ; ; joth  ja—p j—atp jats a—
Technique de P’angle moyen : ¢'® + ¢ =¢'"2 (¢72 +ei7 2 )=2¢"2 cos( 5 6)
; , jatB a8 —ats L getB 0 —
et e — e =2 (e —e'T 7 ) = 2ie! s sin( 5 ﬁ)

Technique a connaitre.

3 Linéarisation

Définition. Linéariser une expression trigonométrique, c’est transformer un produit de quantités
en sin et cos en une somme de sin ou cos. Une méthode de linéarisation consiste a suivre les étapes
suivantes :
— On remplace chaque occurrence en cos ou sin par son expression issue des formules d’Euler;
— On développe les différents produits qui apparaissent alors;
— On regroupe les différents termes a 1’aide des formules d’Euler pour faire apparaitre une somme
de cos et de sin.

4 Antilinéarisation

Exercice. Il faut savoir le démontrer.
Montrer que, pour tout n € N, il existe un unique polynéme T, tel que, pour tout 6 € R,
T, (cosf) = cosnb. T,, est appelé le n-ieme polynéme de Tchebychev de premiere espece.

5 Equations polynomiales

5.1 Racines n-iemes d’un complexe

Les racines n-iemes de a € C* sont les solutions de I’équation z” = a en l'inconnue z € C*.
1 1 ., n ..
Posons a = re*¥. Alors, en notant zp = r=e'= on a 2§ = a. Ainsi,
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Z\"™ z 1 ,2kmt
z":cu:)z":zgu:)(—) =l 2 cU, <= (Fke{0,...,n—1}, z=rne’ =)
20 20

a possede donc exactement n racines n-iemes, disposées selon un polygone régulier a n cotés, inscrit
1
dans le cercle de centre O et de rayon |a|=.

5.2 Equations du second degré
5.2.1 Racines carrées
a = re (avec r > 0) posséde exactement deux racines carrées égales & ++/re’% .

Lorsque a = x+ iy avec x,y € R, on peut déterminer les racines carrées de a selon le procédé suivant :

x = o - p?
Siz=a+iB,alors 22 =a <= Va2 +y2 = a?+p2.
sgn(y) = sgn(ap)

Technique a connaitre.

5.2.2 Racines d’un trinéme
—-b+6

N

Formule : Soit a,b,c € C avec a # 0. Les solutions de I’équation az? 4+ bz 4+ ¢ = 0 sont , ol

est une racine carrée du discriminant A = b% — 4ac.
. : . . . —b .
Ces deux racines sont égales si et seulement si A = 0. Dans ce cas, 'unique racine vaut %" On dit
a

que c’est une racine double.
Il faut savoir le démontrer.

Propriété. Soit a,b,c € C avec a # 0. Notons z1 et 25 les deux racines (éventuellement égales & une

racine double) du trindéme aX?+bX + c. Alors 21+ 29 = — et 2129 = € .
a a

Propriété. Soit s,p € C.

{ 212-1;2’2 :ps si et seulement si {21, z2} est 'ensemble des racines du trinéme X2 —sX +p.
122 =
Propriété. Pour tout n € N avec n > 2,
n—1 n—1
X”-l: H(X_emrlfﬂ-) et Xn—1++X+1: H(X_e%)
k=0 k=1

6 Géométrie du plan complexe
6.1 Distances et angles
Propriété. Soit A, B, C trois points du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C.

— Le vecteur AB est d’affixe b — a;
— La distance AB entre A et B est égale a |b — al ;

— L’angle orienté (Cﬁl,@) vérifie (Cﬁl,@) = arg(E) [27].
a—c

Il faut savoir démontrer la derniere propriété.
6.2 Orthogonalité et colinéarité

Propriété. Soit @ et ¥ deux vecteurs non nuls d’affixes v = a 4 ib et v = ¢ + id.
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—ﬁ//?@%éR@Im(ﬂv)zO@ad—bcé

Z 2‘ 2 det(w,T) = 0.

det(7, 7) est le déterminant (aussi appelé le produit mixte) des deux vecteurs et .
W LT = L iR <= Re(@v) = 0 <= ac + bd 2< 7,7 >=0.
v
< W,V > est le produit scalaire des deux vecteurs @ et T.

Il faut savoir le démontrer.

Corollaire. Soit A, B, C trois points du plan usuel, d’affixes respectifs a, b, c € C.
—b —
— (A, B et C sont alignés) <= Lb € R < Im((a — b)(c — b)) = 0, c’est-a-dire
c—
C € (AB) < arg(c—a) =arg(b—a) [r] <= (Tt € R, c= (1 —t)a+tb).

a—b —

— (Le triangle ABC est rectangle en B) <= 2 € iR <= Re((a —b)(c —b)) = 0.

6.3 Equation d’un cercle

Notons C' le cercle de centre o = a + ib € C et de rayon r > 0. Alors

z=z+iyeC<=|z—a|l=r< (z-a)(z—-a) =r? <= 22 +y? — 2ax — 2by = r? — a® — V°.
Réciproquement, un ensemble admettant une équation cartésienne de la forme

2% 4+ y? — 2ax — 2by = c est un cercle éventuellement réduit & un point ou & ’ensemble vide.

6.4 Les similitudes directes

Définition. Une application f : C — C est une isométrie si et seulement si elle conserve les
distances, c’est-a-~dire si et seulement si , pour tout z,2" € C, |f(2) — f(2)] = |z — Z/|.

Définition. La translation de vecteur b € C est la transformation ¢, : z — z+b. Elle est bijective,
d’application réciproque t_p, elle ne possede aucun point fixe lorsque b # 0, c’est une isométrie.

Définition. La rotation de centre 2y € C et d’angle 6 € R est la transformation
Ts.0 @ 2+ €9(2 = 29) + 20. Elle est bijective, d’application réciproque 7, _g, elle admet zy comme
unique point fixe lorsque 6 ¢ 277, ¢’est une isométrie.

Définition. L’homothétie de centre zy € C et de rapport A € R* est la transformation
heox @ 2+ Mz — 20) + 20. Elle est bijective, d’application réciproque h elle admet zy comme

20,% 7
unique point fixe lorsque A # 1. :

Définition. La similitude directe de centre zy € C, d’angle # € R et de rapport A € R* est
S20.00 = hzg AOT20.0 = T29.00h2 A = 2 — Ae?? (2—20) +20. Elle est bijective, d’application réciproque
520,—0, 1> elle admet zy comme unique point fixe lorsque Ae? # 1, elle conserve les proportions (pour
tout 2,2’ € C, en posant s = s,,.0.x, |5(2) — s(2')| = |||z — 2’|), elle conserve les angles (pour tout

a,b, ¢ deux & deux distincts, (s(a)s(b), s(a)s(c)) = (c%, a¢) : 1l faut savoir le démontrer.).
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