DM 19 : un corrigé

Partie I : Démonstration de la formule de Rota

1°) Soit x,y,z € E tels que z < y et y < z.

Alors = < y et y < z, donc par transitivité de la relation d’ordre <, z < z.

Supposons que z = z. Alors x < y et y < x, donc par antisymétrie de <, z =y, ce qui
est faux. Ainsi, x # z et x < 2, ce qui montre que = < z.

La relation binaire < est donc bien transitive.

2°) o Supposons qu'il existe une chaine de longueur p joignant x & lui-méme, notée
(wi)o<i<p- Pour tout i € {0,...,p — 1}, x; < x;41. Par récurrence sur 4, a 'aide de la
question 1, on montre que, pour tout i € {0,...,p — 1}, 9 < ;1. En particulier,
pour i = p— 1 (on a bien p —1 > 0, donc p — 1 € {0,...,p — 1}), on obtient que
T = x9 < x, = x, ce qui est faux. Ainsi, il n’existe aucune chaine de longueur p
joignant x a lui-méme, ce qui prouve que c,(x,z) = 0.

o Posons p = 0. Soit xy € E. L’ensemble {0,...,p — 1} est vide, donc (x) est une
chaine de longueur 0 joignant x a lui-méme si et seulement si x = xy et y = x, = .
Ainsi (x) est I'unique chaine de longueur 0 joignant z a lui-méme et co(x,z) = 1.

3°) o ’On suppose que —(z < y)‘ )

En adaptant le premier point de la question précédente, on voit que s’il existe une
chaine de longueur p joignant z a y, avec p > 1, alors = < y, ce qui est faux. Ainsi,
’lorsque p>1, cx,y) = O‘ .

En adaptant le second point de la question précédente, lorsque p = 0, on voit qu’il
existe une chaine de longueur 0 joignant x a y si et seulement si x = y et que dans ce
cas elle est unique, donc ’co(a:, x) =1 et cy(z,y) = 0 lorsque = # y.‘

¢ D’apres le point précédent, llorsque —(z <y), alz,y) = O‘ :

Supposons maintenant que x < y. Soit zg, 17 € E. Alors (xg,z1) est une chaine de
longueur 1 joignant x & y si et seulement si 2o = x, 1 = y et x < y. Ainsi (z,y) est
I'unique chaine joignant z a y; |lorsque = <y, ¢1(x,y) = 1.‘

4°) o Posons D = U Cy(z, 2).

zEFE tel que
r<z<y
Lorsque (g, ..., 2pt1) € Cpy1(x,y), posons f(zo,...,Tpr1) = (Toy ..., Tp).
xp < Tpr1 =y, donc f(xg,...,xp41) € Cp(x,x,) C D. Ainsi, f est une application de

Cpt1(z,y) dans D.



Soit X € D.llexiste z € Favecx < z < y tel que X € C,(x, z). Alors X est de la forme

(%o, ...,xp) avec x = x9 < 71 < -+ < xp = 2. On pose alors ¢(X) = (zo,...,Tp,Y).
Clairement, g(X) € Cpi1(z,y). Ainsi, g est une application de D dans Cpi1(x,y).
Il est clair que pour tout (xo,...,xp+1) € Cpi1(,y),

(go f)(wo,...,xps1) = g(wo,...,2p) = (o, ..., Tpy1), donc go f = Idc,, (ay) et de
méme on montre que f o g = Idp. Ceci démontre que f et g sont des bijections
réciproques 1'une de 'autre.

o Soit z,2' € Etelsquer < z <yetz < 2/ <y.Soit (v, ...,xp) € Cplx, 2)NCy(z, ).
Alors z = x, = #/. Ainsi, par contraposition, on a montré que, lorsque z # 2/, alors
Cp(z,z) N Cp(z,2') = 0. donc la famille (Cy(z, 2))z<2<y constitue une partition de D
(contenant éventuellement des ensembles vides). Or Cpy1(x,y) et D sont en bijection,

donc ils ont le méme cardinal. Ainsi ¢, (z,y) = |D| = Z cp(z, 2).
r<z<ly
o Deméme, lorsque (o, . .., Zp11) € Cpr1(x,y), posons h(xg, ..., Tpr1) = (T1,...,Tpt1).

En adaptant ce qui précede, on montre que h est une bijection de Cp,i;(z,y) dans
U Cyp(2,y), qui est une réunion disjointe, donc en passant aux cardinaux, on

2€FE tel que
z<z<y

obtient ¢,41(x,y) = Z (2, y).

r<z<y

5°) Soit x,y € E. Soit p € N. Supposons que C,(x,y) est non vide.

Il existe donc (zg, ..., x,) € E tels que zg < - -+ < ).
Soit 7,7 € {0,...,p} tel que i # j. Sans perte de généralité, on peut supposer que i < j.
Alors par transivité de la relation <, on a x; < z;, donc z; # ;. Ainsi, {zo,...,z,}

est une partie de £ de cardinal p 4+ 1. Ceci montre que Cy(z,y) # 0 = p+1 < N.
Par contraposée, lorsque p > N, Cp(x,y) = 0 et ¢,(z,y) = 0.
6°) ¢ Soit z € E. On a vu que co(z,z) = 1 et que, pour tout p > 1, ¢,(z, z) = 0, donc

plz, ) =17,
o Smta: yEEavec:U<y

N-1
S ) = ¥ S - 1 Y ol
z<z<y z<z<y p=0 p=0 z<z<y
N-1
= > (-1 (efay) i o(2,2)),
p=0 <2<
N-1
donc d’apres la question 4, Z wr, 2) =Y ((=1)Pcy(z,y) — (=) e, (x,9)).
<2<y p=0

Il s’agit d’'une somme télescopique, donc

Z w(z,2) = (=1)%q(2,y) — (=1)Nen(2,y) = 0, d’apres les questions 3 et 5.
<2<y

¢ On effectue un calcul similaire, en utilisant cette fois la relation

Y alEy) =y + Y elzy):

<2<y r<z<y



doulzy) = DD (—1Pe(zy) =D (=1 > 6lzy)

r<z<y y p=0 p=0 r<z<ly
N-1
= (—1)p(cp(:r,y) + ) Cp(z,y)>
p=0 r<z<y
N-1
=D (=1)c(,y) = (1) cpra(z,y)) = 0
p=0
7°) oSoitx € E. Y pu(y,x)gly) = > Y wy.a)f(z) = > py,2)f(2).
y<z y<z z<y (y,2)€E2 tel que
En effet, {(y,2) € E* | 2 <y <z} = |_| {y} x{z € £/ z <y}, donc I'égalité
yEE tel que
y<z

précédente est un cas particulier de sommation par paquets. Mais on a également
{.2)€B?/z<y<a}= || {yeB/z<y<a}x{z}

2€E tel que
z<z

done Y u(y,x)g(y) = > D> ply.x)f(z) = > f(z) Y ply,x). Or d'aprés la

y<zx 2Lz z<y<z z<x z<y<zx
question précédente, pour tout z € E tel que z < z, Z p(y,z) = 0 et pour z = x,

z<y<z
> ouly.x)= > uly.x) =plx,2) =1,donc Y puly,x)g(y) = f(x), ce qu'il fallait
2<y<z +<y<z y<z
démontrer.

o Pour tout z,y € F, on convient (classiquement) que x > y si et seulement si y < z.
Alors > est également une relation d’ordre.
Pour tout z,y € E et p € E, il est clair que (2o, ..., x,) est une chaine joignant = a y
pour < si et seulement si (x,,...,2o) est une chaine joignant y a x pour >.
Ainsi, en notant ¢,(y, r) le nombre de chaines de longueur p joignant y a x pour >, on
a C;)(y7x) = Cp(xa y)
Notons y' la fonction de Mébius associée a >.
AIOI'S, pour tout xr,y € E, :U’,<I?y) = Z(—1>pC;(J}7 y) = :U’(ywr)

peN
On applique le point précédent en remplacant < par >. Il convient alors de remplacer

g par h et p par y, donc f(x) = Z,u’(y,x)h(y) = Zu(m,y)h(y), ce qu'il fallait

y>z y>w
démontrer.



Partie II : Applications

8°)
8.a : Pour construire une chaine (xy,...,x,) de longueur p joignant ¢ a j, il suffit de
choisir z1,...,zp_1 tels que t < 21 < x3 < -++ < zp_; < J, c'est-a~dire qu’il suffit de

choisir une partie de p — 1 éléments {z1,...,z,—1} parmi {i + 1,i+2,...,j — 1} (qui
est de cardinal (j —1) — (i +1)+1=j —i— 1) que 'on ordonne pour construire la

chaine (z1,...,xp_1). Ainsi, ¢,(i,7) = J ; ’ _1 L
Remarquons que le raisonnement reste valable lorsque p > j — ¢, mais dans ce cas il
n’existe aucune partie de p — 1 éléments parmi {1+ 1,i+2,...,j— 1}, donc on obtient
alors que ¢,(i,7) = 0.

n—1
8.b : o Soit i,5 € N,,. Alors pu(i,j) = Z(—l)pcp(i,j).

p=0

Supposons d’abord que i > j. Alors pour tout p € N, ¢,(4, j) = 0, donc u(i, j) = 0.
Supposons ensuite que ¢ = j. Alors d’apres la question 6, u(i,7) = 1.

Supposons que j = i + 1. Alors ¢y(i,i+ 1) = 0, ¢1(é,7 4+ 1) = 1 et pour tout p > 2,
¢p(iyi+1) =0, donc p(i,i+1) = —1.

Enfin, supposons que j > i+ 1. Soit p € N*. On sait que cy(i, 7) = 0, donc d’apres 8.a,

j—i j—i—1 .
Co Jj—i1—1Y\ jg—t—1 C
w(i, j) = Zl(—l)p ( b1 ) - _ hzo ( B ) (—1)". Ainsi, d’apres la formule
= —
du bindéme de Newton, u(i,7) = —(1 — 1)1 =0, car j—i—1> 0.
o Soit f une application de N,, dans C.

Pour tout ¢ € N,,, on pose g(i Zf ) et h(i Zf

Soit ¢ € N,,. Alors la formule de Rota affirme que, f(7) Z w(i,4)g(y) = Z w(i, 7)h(j)

c’est-a-dire que ’f(z) =g(i) —g(i—1)=h(i) — h(i + 1)
g(0) =0 = h(n + 1). Ces relations sont évidentes . ..

9°) 9.a : o Soit k € N. Notons R(k) I'assertion suivante :

Pour tout A, B € E telles que A C B et |B| — |A| =k, u(A, B) = (—1).

Supposons que k = 0. Soit A, B € E telles que A C B et |B| — |A| = 0. Alors d’apres
le cours, A = B, donc d’apres la question 6, u(A, B) = u(A4,A) =1 = (-1)°, ce qui
prouve R(0).

Pour k£ € N, on suppose que R(h) est vraie pour tout h € {0,..., k}.

Soit A,B € E telles que A C B et |B|] — |A| = k + 1. D’apres la question 6,

, en convenant que

1

> A D)=0,donc u(A,B)=— Y (A D).
DEE tel que DEE tel que
ACDCB ACDCB et D#B



Soit D € E tel que A C D C B avec D # B. Alors |D| — |A| < |B| —|A| = k+1, donc

|D| — |A| < k. Alors, d’apreés I'hypotheése de récurrence forte, u(A, D) = (—1)PI=141,
|B|-1

On en déduit que u(A, B) Z Z (=) = (—D)BIEA (1)l

k= ‘A| DEeE tel que
ACDCB et |D|=k

151 5]
M=% % (—1)"“:Z(—l)k‘{DeE/ACDCBet|D|:k;}.Or,
k=|A| DEE tel que k=|A|

ACDCB et |D|=k
si k est un entier compris entre |A| et |B|, pour choisir une partie D de cardinal & telle
que A C D C B, il suffit de choisir les k — |A| éléments de D \ A parmi B\ A, donc

’{DEE/ACDCBet|D|:k:}‘=<|B|_|A|).

k— A
Ainsi, M = %(—1)'@ BI= 1A _ (Zpya lBliA Bl (Z1y done dapr
si, 7k_|A‘ T 2 L , donc d’apres

la formule du binéme de Newton, M = (—1)4(1—-1)IBI=41 = 0 car | B|—|A| = k+1 # 0.
Finalement, on a montré que (A, B) = (—1)**! ce qui prouve R(k + 1).
Ceci démontre la propriété de I’énoncé par récurrence forte.
¢ Soit f une application de E P(S) dans C.
Pour tout A € E, on pose g(A Z f(B) et h(A) = Z f(B)
BeP(A ACB
Alors la formule de Rota affirme que,

pour tout A € E, f(A)= Y (=) Plg(B) =Y (-1)/P7n(B).
BeP(A) ACB
9.b Soit n € N. On pose S =N,, et E =P(S5).
Pour tout A € E, posons f(A) = x4 et g(A) =y
1| Al

Soit A € E. g(A) = yja = Z <|A|> Tp = Z Z 75|, donc par sommation

k=0 k=0 BEP(A) tel que
|B|=k

par paquets, g(A Z f(B). On peut donc appliquer la formule de Rota de la
BeP(A)
question précédente : Pour tout A € E, f(A) = Z (=1)IA=1Blg(B),
BeP(A)
|A] |A]

donc x4 = Z Z (—1)|A|_kyk = Z <|£|) (-1 )lAl kyk.

k=0 BGP(A) tel que k=0

En particulier, avec A = N,;, on obtient z,, = (—1)" (n) (—1)*yy.
k=0



10°) © Soit u = (u1,...,Upy) € B, v = (v1,...,0,) € Eet w=(wq,...,w,) € E.
supp(u) C supp(u), donc u < u : la relation < est réflexive.

Supposons que u < v et v < w. Alors supp(u) = supp(v), donc pour tout i € N,
u; = 1 <= v; = 1 et par contraposition, u; = 0 <= v; = 0. Ainsi, pour tout 7 € N,,,
u; = v;, donc u = v. Ainsi la relation < est antisymétrique.

Supposons que u < v et v < w. Alors par transitivité de la relation d’inclusion,
supp(u) C supp(w), donc u < w. Ainsi, < est également transitive. C’est bien une
relation d’ordre.

o Soit p € Netu,v € E. Alors (wy, . ..,w,) est un chemin de longueur p joignant u a v
si et seulement si dans P(N,,,) muni de la relation d’inclusion, (supp(wy), ..., supp(w,))
est un chemin de longueur p joignant supp(u) a supp(v) : en particulier le sens réciproque
est vrai car on a vu lors de l'antisymétrie que si supp(wy) = supp(u), alors wy = u et,
de méme, si supp(w,) = supp(v), alors w, = v.

De plus, pour tout U C N,,,, il existe un unique u € FE tel que U = supp(u), donc 'appli-
cation qui a (wy, ..., w,) associe (supp(wy), ..., supp(w,)) est une bijection de C,(u,v)
dans C,(supp(u), supp(v)) en utilisant la méme notation C, pour les deux relations
d’ordre sur E et sur P(N,,). On en déduit que c,(u,v) = c¢,(supp(u), supp(v)), puis
d’apres la définition de la fonction de Mobius que p(u, v) = p(supp(u), supp(v)). Alors,
d’apres la question précédente appliquée avec S = N,,, p(u,v) = (—1)lswp@)I=lsupp(w)]
Soit f une application de E dans C.

Pour tout u € E, on pose g(u) = Zf(v) et h(u) = Zf(v).

v<u v>u

Soit u € E. Alors la formule de Rota affirme que

Flw) = S (= 1)lsmptl—lunol g ) — () lspl =)l )|

v<u v>Uu

11°) o Soit 2,y € {0,1} : @y est vraie si et seulement si (x est vraie et y fausse) ou
(x est fausse et y est vraie), donc x @ y correspond au ”ou exclusif” appliqué a x et y.
o Pour tout x,y € {0,1}, x &y =z +y [2], donc pour tout x,y, z € {0, 1},
@y bz=x+y+2=20ydz) 2, or (zDy)®zet xd (yD z) sont dans
{0,1}, donc ils sont égaux. Ceci prouve que la loi interne & est associative. Elle admet,
0 comme élément neutre, donc la notation @ f(v) est correctement définie.
v<u
Modulo 2, pour tout w € {0,1}" = E, g(u) = Zf(v), donc d’apres la question
v<u

précédente, f(u) = Z(—1)‘S“pp(“)‘_|5u’9p(”)|g(v), or —1 = 1[2], donc modulo 2, on peut

écrire f(u) = Z g(v)_E EBg(v), or a nouveau f(u) et @g(v) sont dans {0, 1}, donc

v<u v<u v<u
ils sont égaux.



12°) o Soit [ € E. IlsufﬁtdemontrerqueﬂPi: |_| ((ﬂﬂ)ﬂ( ﬂ (F\R)>>,

iel IcJ  ied i€Np\J
la formule de I’énoncé s’en déduit alors immédiatement en passant au cardinal.

Dans ce but, posons pour tout J € E, Q; = (ﬂ R-) ﬂ ( ﬂ (F\ R))

ieJ 1€Np\J
Il est clair que, pour tout J € E tel que I C J, Q5 C ﬂB, donc U Qs C ﬂB.
i€l IcJ iel
Réciproquement, soit x € ﬂPi. Ainsi, pour tout i € I, x € P; (c’est également vrai

icl
lorsque I = (). Notons J ={i €N,, /z € P;}. Alors [ C J
etx e Q= (ﬂR) ﬂ( ﬂ (F\R)) Ainsi, UQJ D ﬂPZ-.

icJ N \J IcJ iel

Soit maintenant .J, K € E. Supposons que Q7 N Qx # 0. Il existe x € Q; N Q. Alors
J={ieN, /zeP}=K.
Par contraposition, on a montré que J # K = Q; N Qx = 0.
Finalement on a bien montré que ﬂ P = |_| (s, ce qui conclut.

icl icJ
¢ D’apres la seconde formule de Rota de la question 9.b,

pour tout I € E, f(I) = Z<_1)|J‘_mg(‘])'
1cJ
En particulier avec I = (), on obtient que ‘ ﬂ (F\ P)

Y

= > AR

1<i<n JCNp ieJ
or d’apres les formules de Morgan, ﬂ (F\P)=F\ U P,
1<i<n 1<i<n
donc ’ U P = |F| — Z(—l)"]‘ ﬂPZ) = Z:(—l)’“rl Z g(J) : en effet,
1<i<n JCNp ieJ k=1 JCNy,
tel que |J|=k
lorsque |[J| =0, J =0 et ‘ﬂPZ = |F|.

€0

Partie III : La fonction de Mobius arithmétique

13°) o Soit p € N. Si (dy,...,d,) est une chaine de longueur p joignant r a s, alors
r = dy divise strictement d; qui divise strictement ds,. . ., qui divise strictement d,, = s.
Par transitivité, cf question 1, dy = r divise dy, do, ..., d, = s, donc

pour tout i € N, % eN,etl= Z—g divise strictement Z—; qui divise strictement j—i,. e
qui divise strictement Z—g = . Ainsi, (1, Z—;, ..., 2) est une chaine de longueur p joignant
1 & 2. On a donc construit une application de Cp(r, s) dans Cy(1, 2). C’est une bijection
dont la bijection réciproque est I’application qui & une chaine (1,k1,...,2) de Cy(1,2)
associe la chaine (7, kyr, ..., s).

o On en déduit en passant aux cardinaux que, pour tout p € N, ¢,(r,s) = ¢,(1,2),
donc en utilisant la définition de I'application p, on obtient que u(r,s) = u(1, ).



14°) o Lorsque s =1, on a pu(1) =1 =m(1), d'ou R(1).
Soit s € N,, avec s > 2. Supposons que pour tout r € {1,...,s — 1}, u(r) = m(r).
D’apres la question 6, pu(s) = — Z w(r).

rE€Np tel que
r|s et r#s

Si r € N, vérifie r|s avec r # s, alors r < s, donc d’apres 'hypothese de récurrence,

w(r) =m(r). Ainsi, p(s) = — Z m(r).

r|s et r#s
k

Ecrivons la décomposition de s en produit de nombre premiers sous la forme s = H i,
i=1
ou les py,...,pr sont kK nombres premiers deux a deux distincts et ou pour tout i € Ny,
v; € N*. Les diviseurs r de s pour lesquels m(r) # 0 sont exactement les nombres de
la forme r = [ [ ps ott I C N;.
iel

Premier cas : on suppose qu’il existe ¢ € Ny tel que v; > 2. Alors tous les diviseurs de
la forme précédente sont des diviseurs de s différents de s,

e == S n([[n) -3 3

ICNg i€l ICNy,
tel que |I|=h

k
puis u(s) = —Z (i) (—1)"=—-1—-1)*=0,car k> 1 (car s > 2).
h=0
Second cas : on suppose que, pour tout i € N,,, v; = 1. Alors, lorsque I = Ny, Hpi =s,
iel
donc ce n’est pas un diviseur strict de s.

Ainsi, p(s) = — Z m(HpZ) = Z <le> = (—1)*, d’apres

ICNk avec I#Nk el CNk i€l
le calcul du premier cas. Ceci démontre que u(s) = m(s) dans tous les cas.
o Soit f une application de N,, dans C. On pose, pour tout s € N,,, g(s Z f(d
dls
et h(s Z f(d). Alors la formule d’inversion de Rota devient :
s|d
S d

tout s € N, f(s) = (—) d) = (-) d).
pous ot €5, 10) = 3 ()t = S (4ot
15°) o Lemme : Pour tout s € N,,, notons A, = {¥ / ke {1,...,s}}.
Alors A, — {— de{l, . ryetdn :1}.

ors |_| . / { r}e r

Démonstration : Soit a = f € A,, ou k € N,. L’écriture irréductible de « est de

la forme ¢, ol r|s avec d Ar = 1. De plus a €0,1], donc d € {1,...,r}. Ainsi,
d

As C U {— Jde{l,...;r} et dAr = 1}. L’inclusion réciproque est claire et I’écriture
r

r|s



sous forme irréductible de o étant unique, cette réunion est bien disjointe.
. d
o Pour tout r € N,,, posons f(r) = Z p2imd

de{1,..., r}
tel que dAr=1

Pour tout s € N,,, posons g(s) = Z f(s).
d

Alors d’apres la question précédente, pour tout r € N,,, f(r) = Z u(%)g(d).
dlr

Soit s € N,,. g(s) = Z Z 2™, Alors d’apres le lemme, par sommation par

fr|3 de{1,..., r}
tel que dAr=1

. i k i
paquets, g(s) = 62”5, puis g(s) = <62T> . Lorsque s # 1, e’ # 1, donc en
k=1 k=0 N
7 A L—(e)
tant que somme d’une suite géométrique, g(s) = = - Oetg(l)=1.
— eT
Alors pour tout r € N,,, Z 277 = f(r) = Z,u C%)g(d) = pu(r)g(1l) = u(r), ce
de{1,..., r} dlr

tel que dAr=1
qu’il fallait démontrer.

16°) Pour tout r € N, notons ¢(r) le nombre d’entiers k de {1,...,7r} tels que

kANr =1 (p est I'indicatrice d’Euler). D’apres le lemme, pour tout s € N,,,

s = |As] = ng(r), donc d’apreés la formule d’inversion, cf question 14, pour tout
rls

reN,, o(r)= Zu(%)d

d|r

Notons D(r) ’ensemble des diviseurs de r et notons h 'application
d

h est une involution sur D(r), donc en remplacant d par h(d) dans la somme précédente,
d’apres la formule de changement de variable, on obtient p(r) = Z u(d)i.

de{1,..., r}
tel que d divise r



