DM 20 : un corrigé

Exercice 1 : Une somme trigonométrique.

1 20
1°)  Linéarisons : cos?(f) = %S(), onc
& "\ 1+ cos(2kx) n —I— 1 =
2 _ _ E
E cos”(kx) = 5 —y = E E cos(2kx) + =) cos(2kx).
k=0 k=0
Or

i cos(2kx) = Z Re( cos(2kz) + isin(2kx))

k=0
_ Re< Z oiZkz )
k=0
_r <ei2(”+1)x —1> (somme géométrique
— T e de raison €?® #£ 1, car x ¢ 7Z)
_r <ei("+1)x(ei("+1)x — e‘“”*l)x)) (technique de
- iz (e — e~iw) 'angle moyen)
21 si 1
= Re(e”w ' 81121 ((n(+) )) ) (formules d’Euler)
isin(z
: 1 .
sin(z)
1
_sin((nt Dz) ((n + 1)a) cos(nx)
sin(x)
in ((2n +1)x) + si b —b
_ sin ((2n )x) sin(x) (car sin(a) cos(b) = sin(a + b) + sin(a ))
2sin(x) 2
_ 1 s ((2n+1)z)
T2 2sin(x)

En rassemblant ces résultats, il vient

Zcos (kx) n+1 1+sm((2n+1)x)7

T3 4sin(z)




c’est-a-dire

in ((2 1
Zcos (kx) 2n+3 sm(( nt )x)

4sin(z)
2°) Dans le résultat de la question précédente, posons
o
T o1

ce qui est licite puisque, sous la condition n # 0, on a 0 < 7/(2n+1) < 7, ce qui assure
que x ¢ wZ. On obtient

2n+3  sin(m)  2n+3
Cn _ZCOS <2n+1> T dsm@ 4

En conclusion,

Cn:2n+3.

Exercice 2 : Une somme de produits.

1°) Pour tout n € N, on pose

P(n) Pn—FZCLkPk,lIl.
k=1
0
Initialisation : On a By = H(l — aj) = 1 (convention pour un produit vide) et
j=1

0

E axPy—1 = 0 (convention pour une somme vide), donc
k=1

0
Py+Y apPi=1+0=1,
k=1

ce qui établit P(0).
Hérédité : Fixons n € N tel que P(n) est vraie et démontrons que P(n+ 1) l'est aussi.
On a

n+1
Por 4+ apPioy = (1= aps1) By + Zakpkz 1+ ap1 Py
k=1 k=1
=P, + Z apPy_1
k=1
=1, par hypothese de récurrence.



ce qui démontre que P(n + 1) est vraie.

Conclusion : D’apres le principe de récurrence, la propriété P(n) est vraie pour tout
n € N, c’est-a-dire

Vn € N, P, + ZakPk_l —1.
k=1

2°) Soit n € N*. Pour tout 7 > 1, on pose

aj:

ﬁ(l—_):(1-%)(1_9...(1_%):O’

]:1 \ﬁ/—/

et, pour tout k € [0;n — 1], on a

[I(n—4)

k . k
P=T10) = el = 5 =)

J=1

Le résultat de la question 1 nous donne

n—1
0+Zn nk-1 ( 1)_1’

c’est-a-dire
"kl n—1
S
nk\k—1
k=1
Par conséquent,

n

men, (T8 =1

k=1

3°)  Soit n € N*. D’apres la formule du triangle de Pascal, pour tout k € {1,...,n},

(Z:i) = <Z> - <n;1), en convenant que (7121) = 0 lorsque k = n. Ainsi,

S - (0

-1
De plus, d’apres la formule comité-président, k (Z) = n(Z 1 )a



n

n—1\ (k—1)! n— 1\ k! , , .
[(k _ 1) ] —< 1 )ﬁ] : ¢’est une somme télescopique,

(1)
donc Z(n_ 1)

la questlon précédente.

k=1

— 1y 0! —1 !
<n )— — (n )n_ = 1. On retrouve ainsi le résultat de
0 no n nn

Exercice 3 : Proximal d’une famille de points du plan.

1°) On procede par double-implication.
< Supposons que tous les z; ont le méme argument.
Il existe § € R et ry,...,r, € R% tels que Vi € [1;n], z = r;e?. Alors
14tz =+ ) el = = a2l
= Pour la réciproque, on suppose que |21 + -+ + z,| = |z21] + -+ + |z
Soit 7, j tels que 1 < i < j < n. Alors,

‘21+“‘+2n| :Zi—FZj—F Z Zk‘
1<k<n
(DA GRS)
< Z zk‘+]zi+zj|
1<k<n
CDINC)
<| X aflal
1<k<n
(kDA k)
< |Z1|+---+|Zn| — |21+"'+2’n|-
Toutes ces quantités sont donc égales. Ainsi, |z; + z;| = |z| + |z;|, donc d’apres

Zj N
le cours, — € R, : 2; et z; ont le méme argument.
Z .

En définitive,

‘ |21+ -+ 2| = |21 + -+ - + |2a] si, et seulement si, les z; ont tous le méme argument.
2°)  a) Pour tout nombre complexe z, on a
S = <@+a_2a2+...+a_"a”) — (E+ﬁ+...+£>z
jaa]  asl |an] jaa|  faz| |an]
ail*  agl? anl? a a a
:<ﬁ+’2‘ +...+M>_<_1+_2+...+_">Z
jaa]  ag] lan| /- Mar| — as] |an|

=0
= |a1| + |CL2| + -+ |6Ln|,

ce qui démontre que

= lar| +fag| +--- +an|.




b) ¢ Soit z un nombre complexe.

La question précédente nous dit que S est un nombre réel strictement positif. Il est
donc égal a son module. Autrement dit, on a

|51 = laa] + lag| + - - + |an].

Par ailleurs, I'inégalité triangulaire nous dit que

gt =)
—(ays — 2 ++_
|CL2|(2 )

191 < [t o = )] +
c’est-a-~dire, puisque |ag| = |ax|,
1S| < |ag — 2|+ |ag — z| + -+ - + |a, — 2|
En combinant ces résultats, on obtient
] o]+ ] < s — 2]+ iy — 2+ g 1.

On a donc démontré que

V2eC, a4 ao[+ - Flan| Slar —2[+aa — 2|+ +lan— 2 (%)

o Géométriquement, cela signifie que pour tout point M du plan, on a OA; + OAs +

o+ 0A, < MA, + MAy + -+ + MA,, autrement dit O minimise la somme des

distances aux points A, Ao, ..., A,.

D’apres I'énoncé, pour que O vérifie cette propriété, il suffit que

% + |Z—2’ + e+ |Z—"| = 0. Traduisons géométriquement cette derniere condition :
1 2 n

Pour tout ¢ € {1,...,n}, la demi-droite [OA;) rencontre le cercle C' de centre O et de

2

|ai

. Ainsi, lorsque O est le centre de gravité des points A}, ..., A’ il

rayon 1 en le point A} d’affixe . L’isobarycentre des points A}, ..., Al a pour affixe

a1 a2 Qap,

jar|  |as] ||
minimise la somme des distances aux points Ay, As, ..., A,. La figure suivante illustre
cette propriété, dans le cas ou n = 3.



c) Supposons qu’il y a égalité dans (x).

En reprenant le raisonnement de la question précédente, on voit que cela implique qu’il

y a égalité dans I'inégalité triangulaire (xx). D’apres la question 1, cela signifie que
ak

tous les ’—k‘(ak — z) ont le méme argument (tout au moins ceux qui sont non nuls).
Qg

Cet argument commun est alors celui de leur somme S, dont 'argument est 0 (on a vu

que S = |a| + |az| + - - - + |a,| est un nombre réel strictement positif). On en déduit

a
que, pour tout k € [1;n], ’_k|(ak — z) est un nombre réel positif ou nul.

ay
En divisant par |ax| = v/arar qui est un nombre réel strictement positif, on en déduit
Q. —

que, pour tout k € [1;n], est un nombre réel positif ou nul.

Notons M lwint d’affixe z. Alors a;, — z est l’iﬂige du xict)eur ]\4—14;: et a; est affixe
du vecteur O Ay, donc il existe A € R, tel que M A, = NOA.

Cela implique que, pour tout k € [1;n], les points O, Ay, M sont alignés.

Si M # O, alors Ay, ..., A, sont tous sur la droite (OM), donc ils sont alignés ce qui
est contraire aux hypotheses de I’énoncé. Ainsi M = O et z = 0.

Réciproquement, si z = 0, on a clairement égalité dans (x).

En conclusion,

il y a égalité dans 'inégalité (x) si, et seulement si, z est nul.

Exercice 4 .

Pour construire une suite strictement monotone de p nombres de Uintervalle [1;n], il
suffit de choisir p valeurs dans [1;n] (il y a (;) choix), puis de choisir 'ordre, croissant
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ou décroissant, de la suite : lorsque p > 2, il y a 2 choix, mais lorsque p = 1, il n’y a
qu’un choix, la suite étant alors constituée d’un seul élément.

n
En conclusion, lorsque p > 2, il existe 2(

p
dans l'intervalle [1;n], et lorsque p = 1, il en existe n.

) suites strictement monotones de p nombres

Probleme : Dénombrement par involution.

Principe d’involution .

1°)

o Montrons que E_ = f(E, \ Fy), par double inclusion :

Six € By \ Fy, d’apres énoncé, f(x) € E_, donc f(EL \ Fy) C E_.
Réciproquement, soit « € E_. Posons y = f(z). f étant involutive, z = f(y).

Siy € E_, alors x = f(y) € Ey, ce qui est faux.

Siy € Fy, alors ¢ = f(y) =y € Iy, ce qui est faux.

Ainsi, y € EL \ E_ et x = f(y) € f(E}+ \ Fy).

o f étant bijective, on en déduit que |E_| = |f(EL \ Fy)| = |Ex \ Ff| = |E+| — | Fyl,
ce qui prouve que card Fy = card B, — card F_.

Chemins de Dyck.

2°) Soit (My,..., M) un chemin joignant My(a,b) et M,. D’apres la relation de
7 e
Chasles, MyM, = Z Mj,_1 M. Notons « (resp : [3) le nombre de
k=1
—— ——
ke{l,... s} tels que My_1 My =7 (resp : My_1 My = J). Alors la relation précédente
devient MyM,; = av’'+ 7, donc M, est le point de coordonnées (c,d) si et seulement



siaa=c—aet =d—0b Ainsi, pour construire un chemin joignant les points de
coordonnées (a,b) et (¢,d), on impose Mjy(a,b), puis on choisit ¢ — a fois une aréte
horizontale et d — b fois une aréte verticale. Choisir un tel chemin revient donc a choisir
les positions des ¢ — a arétes horizontales parmi l’ensemble des ¢ — a + d — b arétes au
total. Les autres arétes sont alors verticales. Donc

— d—b
ilya (C ot > chemins joignant les points de coordonnées (a, b) et (¢, d).
c—a
3°) Le chemin (M(0,0)), de longueur nulle, est I'unique chemin joignant le point

de coordonnées (0,0) a lui-méme. C’est un chemin de Dyck, donc Cp = 1.
Les figures suivantes indiquent les différents chemins de Dyck d’ordre 1, 2 et 3.

Oy =2,
’J |

4°) La figure suivante illustre les définitions de E et de f : on a tracé un chemin c
de E; \ Fy : le chemin f(c) est obtenu en commengant par le chemin rouge. Ce dernier
chemin est un chemin de £_.

O3 =5,



— D’apres la solution de la question 2, tout chemin joignant les points de coor-

données (a,b) et (c,d) sont de longueur s = (¢ — a) + (d — b), donc tous les
chemins de ’ensemble F sont bien de longueur 2n.

Considérons un chemin (M, ..., Ms,) de E et supposons que I'un de ses som-
mets n’a pas une abscisse strictement supérieure a son ordonnée. Montrons que
I'entier “k” de 1’énoncé existe bien.

En notant M;(z;,y;) pour tout i € {0,...,2n}, il existe i tel que xz; < y;. Alors
I'ensemble {i € {0,...,2n} / x; < y;} est une partie non vide de {0,...,2n},
donc elle possede un minimum que ’on note k.

On sait que x9, =n+ 1> n = yy,, donc k < 2n. Ainsi, xx < yg et Tpr1 > Y1,
ce que 'on peut aussi écrire xy — yr < 0 et 11 — Y1 > 0. .

Or MyMy1 € {7, 7}, donc (k41 = @k + 1) A (Yk+1 = yx) ou bien

(Yet1 = Y+ 1)A(Tg11 = ). On en déduit que [Tg41 —yr1] — [z —yx) € {—1,1}.
Or o —yp < 0 et Tpy1 — Y1 > 0, done [pq1 — Yega| — 26 — yi] = 1, puis
Tpyr — Y1 = L et xp —yp = 0.

Ceci démontre que z, = y; et plus précisément que k est le premier indice d'un
sommet ou I'abscisse est égale a I’'ordonnée.

Considérons un chemin ¢ = (M, ..., Ms,) de E et supposons que I'un de ses
sommets n’a pas une abscisse strictement supérieure a son ordonnée.
L’existence de k étant prouvée, f(My,..., Ms,) est définie et égale a

(Mo, ..., My, Myiq, ..., My,). N

Lorsque ¢ € E,, My(1,0), donc My(0, 1), donc f(c) € E_.

De méme, lorsque ¢ € E_, f(c) € E,.

Lorsque tous les sommets de ¢ ont une abscisse strictement supérieure a 1’or-
donnée, f(c) = c.

Ceci démontre que f est correctement définie, en tant qu’application de F dans
E.

Notons F' I’ensemble des chemins de E dont tous les sommets ont une abscisse
strictement supérieure a ’ordonnée.

Ce qui précede prouve que f(E_) C Ey et f(EL \ F) C E_. De plus F' C E
et, pour tout ¢ € F, f(c) = c¢. Ainsi, si f est une involution, elle est alternante
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et Fy = F. Montrons pour terminer que f est bien une involution.
— Soit ¢ = (M, ..., Ms,) un chemin de FE.
— Sice Fy,alors f(c) =c¢, donc fo f(c) =c.
— Supposons que ¢ € £, \ Fy. Alors k est correctement défini et
f(C) = (Mo, vy My, Miyq, ... Z_\MQn) e E_.
Pour tout 7 € {0,...,k — 1}, M;(y;, x;) et x; > y;. De plus x, = y, donc k
désigne encore le premier indice d'un sommet, parmi f(c), ou I'abscisse est
égale a I'ordonnée. On en déduit que f(f(c)) = (]\70, o ,Mk, My, ..., May,),
or pour tout point du plan, M = M, donc f(f(c)) =c.
— De méme, si ¢ € F_, on montre que fo f(c) = c.
5°) La question précédente nous dit que Fy est constitué des chemins joignant (1,0)
a (n+1,n) dont tous les sommets ont une abscisse strictement supérieure a I’'ordonnée.
L’image par la translation de vecteur (—1,0) d’un tel chemin est un chemin de Dyck
d’ordre n. Réciproquement, 'image d’un chemin de Dyck d’ordre n par la translation

de vecteur (1,0) donne un élément de Fy. L’ensemble F est donc en bijection avec
I’ensemble des chemins de Dyck. Par conséquent, on a

card Iy = C,,.

Le résultat de la question 2 nous dit par ailleurs que

2 2
card £, = ( n) et card F_ = ( _7:1>
n n

2n) B ( 2n ) _ (2n)! (2n)!

Par conséquent, C,, = (

n nt1l/) ()2 (n=1ln+ 1)
Ainsi, C), = <n>(1_n+1)_n+1<n)"

Remarque culturelle :

Le nombre (), est le n-eme nombre de Catalan. Ces nombres interviennent dans de nombreux
problémes de dénombrement. Outre les chemins de Dyck, C,, compte les différentes fagcons
de placer des parentheéses autour de n + 1 facteurs (pour préciser une expression faisant
intervenir n fois une loi de composition interne non associative). C,, est également le nombre
d'arbres binaires a n+1 feuilles ; le nombre de fagons de découper en triangles un polygone
convexe a n + 2 cOtés en reliant certains de ses sommets par des segments de droite etc.
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3 : Formule du crible.

6°
No)us allons démontrer que f est bien définie et alternante puis que c¢’est une involution.
Soit (x,I) un élément de E. On a donc x € ﬂ Ag.
kel
> Supposons que (z, 1) € E,, c’est-a~dire que card [ est pair.
— Sim(x) ¢ I, alors f((x,])) = (z,] U{m(z)}). Par définition de m(z), on a
T € Apr) donc x € ﬂ Ay, ce qui donne (z, IU{m(x)}) € E. De plus,
kelU{m(z)}
I'U{m(z)} est de cardinal impair, donc (x,] U {m(z)}) € E_. Ainsi, on a
f((w.1) € E..
— Sim(x) € 1, alors f((z,I)) = (z, I\ {m(x)}). Comme I\ {m(z)} C I, on a
évidemment x € ﬂ Ay, donc (z, I\ {m(x)}) € E. De plus, I\ {m(z)}

kel\{m(x)}
est de cardinal impair, donc (x, I\{m(z)}) € E_. Ainsi, on a f((z,1)) € E_.

Cela démontre que f(E,) C E_.
On démontre de méme que f(F_) C E,.
Cela démontre que f est bien définie et alternante, avec Fy = ().
> Sim(x) ¢ I, alors
(fo )z, 1)) = flz, L U{m(x)}) = (z, (L U{m(z)}) \ {m(z)}) = (z, ).
Si m(x) € I, alors
(fo (@, 1) = f(z, I \{m(x)}) = (x, (I \{m(x)}) U{m(z)}) = (z, ).

Cela démontre que f o f = Idg, c’est-a-dire que f est une involution.
On a ainsi démontré que f est une involution alternante avec Fy = .

7°) D’apres la question 1,

card 'y = card B — card E_.

On a
card F'y =0
et
card B, = card{(z,]) € E / card [ pair} = Z Z 1= Z card ﬂ Ay,
IC[lin] x€Nyer Ak IC[1;n] kel
card I pair card I pair
et
card E_ = card{(z,I) € £/ card [ impair} = Z Z 1= Z card ﬂ Ag.
IC[Ln]  z€Nyer Ak IC[1m] kel
card I impair card I impair
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Donc

0= Z cardﬂAk— Z cardﬂAk

IC[1;n] kel IC[1;n] kel
card I pair card I impair
c’est-a-dire
E (—1)4 card ﬂ A, =0

IC[1n] kel
ou encore

n

E (—1)° E card ﬂ A, = 0.

1=0 IC[1n] kel

card I=1

Pour i =0, 0on a I = @ et 'on a convenu que ﬂ A, =U,
keo
¢’est-a-dire que ﬂ A, =A,U---UA,, donc

keo

n

card(AyU---UA,) = Z(—l)i_1 Z card ﬂAk.

i=1 IC[1;n] kel
card I=3

Il s’agit bien de la formule du crible.

4 : Bijection de Garcia-Milne.

8°) La figure suivante résume 1’énoncé :

AY

Par hypothese, p(A;) C By. De plus ¢(A_) C B_, donc B\ B_ C A\ ¢(A_), c’est-
a~-dire que By C p(A4). ainsi, p(A,) = By et de méme p(A_) = B_. Or ¢ est une
bijection, donc

card A, = card B, et card A_ = card B_.
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Le principe d’involution appliqué a f et a g donne
card Fy = card Ay — card A_ = card By — card B_ = card Fy,

donc

card Iy = card Fj,.

9°) Soit € F. Par I'absurde : on suppose que pour tout entier naturel k, on a
(Hy) : po(foyp~togop)(z) ¢ Fy

o Montrons par récurrence que pour tout entier naturel &,

onaR(k) : po(fopltogop)(z)e By \F,.

Pour k =0, x € Fy, donc x € A, puis ¢(z) € B;. De plus, d’apres (Hy), ¢(z) ¢ F,,
donc p(x) € By \ Fy, ce qui prouve R(0).

Supposons maintenant que k > 0 et que R(k) est vraie.

Posons y = po (foptogop)k(z). Dapres R(k), y € By \ F,, donc g(y) € B_, puis
z=pfe 'g(y) € By.

Mais z = (pfe " g)p(fe " ge)* = o(fe " ge)"*!, donc d’apres (Hyy1), 2 ¢ Fy. Ceci
démontre que po (f oy togop)tl(z) € By \ Fy, ce qui prouve R(k + 1).

o Comme les ensembles sont finis, le principe des tiroirs dit qu’il existe ¢ > 7 > 0 tels
que po(fop togop)i(x) = po(foptogop)i(z), c’est-a-dire (fop togop)i(z) =1
ou { =1 — j est un entier naturel non nul.

Comme f(x) = x, en utilisant que f et g sont des involutions, on en déduit que
po(fop togop)l(z)=(g0¢)(x).

Le membre de gauche est dans B, \ F, alors que le membre de droite est dans F, LI B_.
C’est absurde donc

pour tout = de Fy, il existe un entier naturel a(x) tel que o (f o ™! o gop)*@(z) € F,.

10°)  Pour tout élément x de Fy,
'ensemble {k € N | po (fop togoyp)f(x) € F,} est donc une partie non vide de N.
D’apres le cours, on peut poser

r(z) =min{k € N | po (fop togop)(zx)e F,}.

On considere alors ’application

w Ff —_ Fg
z > po(foplogoyp)@(x)

Solent w1, x5 € Fy tels que ¢(x1) = ¢(x3), ¢’est-a-dire

po(foptogop)®(z)=po(fop 'ogop) @ (x,).
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Par I’absurde : on suppose que r(z1) # r(x2), par exemple (1) > r(xa).
Il vient
(fop ogop) @) re)(z) = a,

puis, comme f(z3) = 9,
po(fop™ogop) T (a,) = (g7 0 p)(a2).

Comme 0 < r(zy) — r(z2) — 1 < r(z1), la minimalité de r(x;) nous dit que le membre
de gauche appartient a B, \ F, (en adaptant la récurrence de la question précédente)
alors que le membre de droite est dans F, LU B_. C’est absurde, donc 7(z1) = r(x2).
La relation g o (fo g™t ogop) @) (z)) = po (foptogop) @) (zy) nous dit alors
que r1 = Ta.

L’application ¢ est donc injective.

Comme card Fy = card F;, on peut affirmer que % est une bijection entre Fy et F,.

En conclusion,

Papplication 1 : Fy — F, définie par Yz € Fy, ¢(z) = po (fop ™t ogo )@ (z) on

r(r) =min{k € N: po(foplogop)(z) € F,} est une bijection entre F; et F,.
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