DM 21. Corrigé

1 Actions de groupes

1.1 Exemples

1°) a) Dans cette question, on pose donc h x 2 = hx pour tout h € H et x € G.
Pour tout x € G, lgy xx =1lgr ==

et pour tout g,h € H et x € G, g x (h x z) = g(hz) = (gh)z = (gh) X z,

donc il s’agit bien d’'une action du groupe H sur ’ensemble G.

b) Dans cette question, on pose h x g = hgh™! pour tout h € H et g € G.

On vérifie que pour tout ¢ € G, 1y X g = g et que, pour tout h,h' € H et g € G,
hx (R xg)=hx(Kgh™")=hh'gh' 'h~' = (hh') x g, donc il s’agit bien également
d’une action du groupe H sur ’ensemble G.

2°) Supposons que 1'on dispose d'une action du groupe G sur un ensemble £, que 'on
GxFE — FE

(9,x) +— gxux’
Pour tout g € G et X € P(E), posons g x X = {g x z/x € X}.
Ainsi, pour tout X € P(E), 1g x X = X.
Soit ggh € Get X € P(E). gx (hxX)=gx{hxz/re X} ={gx (hxx)/xe X},
donc g x (h x X) = (gh) x X. On a donc bien ainsi défini une opération du groupe G
sur ’ensemble des parties de F.

note

3°) Pour tout x € E, 1gp) X = Idg(x) = .
Soit 0,0’ € S(E)etx € E.ox(0'xx) =ox(o'(x)) =o(c'(z)) = (000’)(z) = (00") xx.
Il s’agit donc bien d’une action du groupe S(F) sur I'ensemble E.

1.2 Théoreme de Cayley

4°) Soit g € G. Pour tout x € E,
Vg0 Vg1 (z) = Y497 x 7) = g x (g7
meéme on vérifie que y,-1 0y, = Idg.

Ainsi, 7, est une bijection dont I’application réciproque est v,-1.

L% x) = (gg_l) X ¢ = x, donc v, 0v,-1 = Idg. De



5°) Soit g,h € G. Pour tout x € E, v, o y,(x)
Vh © Vg = Yhg, c€ qui prouve que ’application '
de groupes.

6°) Soit G un groupe fini de cardinal n € N*.
Faisons opérer G sur lui-méme par translation a gauche (cf question 1.a).
La question précédente fournit alors un morphisme v de G dans S(G).
Montrons qu’il est injectif.
Soit g € G tel que v, = Idg. Ainsi, pour tout h € G, h = Idg(h) = ~v,(h) = gh. En
particulier, pour h = 1g, on obtient que g = 1g. Donc Ker(y) = {lg} et v est un
morphisme injectif.
Ainsi G est isomorphe a 7(G) qui est un sous-groupe de S(G).
G est de cardinal n, donc il existe une bijection b de G dans {1,...,n}.
e: S(G) — S,
o — bob™
Pour tout 0,0’ € S(G), p(o0’) = boa'b™' = (bab™')(bo'b™1) = p(a)p(0’), donc ¢ est
un morphisme de groupes.

Notons

— S(G)
— blob’
@ oy est alors un morphisme injectif de G dans S,,, donc G est isomorphe a (¢ ov)(G)
qui est bien un sous-groupe de S,,.

C’est méme un isomorphisme, dont I'isomorphisme réciproque est "
)
o

1.3 Théoreme de Lagrange

7°) Soit x € E. x = 1g X x, donc x R x : R est réflexive.

Soit z,y € E tel que x R y. Il existe g € G tel que y = g X x.

Alors g7 x y = g7! x (g x ) = z, donc y R z. Ceci montre que R est symétrique.
Soit x,y,z € E tels que ¢ R y et y R z. 1l existe g,¢" € G tels que y = g X = et
z=¢ xy. Alors z = (¢'g) X x, donc = R z. Ceci montre que R est transitive.

Ainsi, R est bien une relation d’équivalence sur F.

Soit a,b € E. b € a <= [dg € G, b = ga], donc @ = {ga/g € G}. On pourra noter
a=G X a.

8°) Faisons opérer H sur G par translation a gauche (cf question 1.a).
Les orbites des éléments de G sous cette action constituent une partition de G, donc
(en notant | X| le cardinal d’un ensemble X), |G| = Z |c|.
ceG/R
Soit ¢ € G/R. D’apres la question précédente, il existe g € G
tel que c= Hg = {hg/h € H}.

L’application L hHgg est une bijection dont la bijection réciproque est
Hg — H

; 1 done || = |Hg| = |H].

r — xg

On en déduit que |G| = |G/R| x |H|, ce qui permet de conclure.
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2 Le groupe symétrique de degré n
2.1 Décomposition en produit de cycles

9°) Notons G = Gr(0o) : c’est le sous-groupe de S,, engendré par o.

On fait opérer GG sur N,, selon la question 3, en convenant que, pour tout s € G, pour
tout x € {1,...,n}, s x z = s(z).

Alors, pour a € {1,...,n}, O(a) = {sxa/s € G}, donc c’est l'orbite de a sous 'action
de GG. D’apres la question 7, ces orbites sont les classes d’équivalence d’une relation
d’équivalence sur N,,, donc elles constituent une partition de N,,.

10°) Notons A ={ay,...,a,}. Soit a € {1,...,n}.

Sia ¢ A, alors 0(a) = a, donc O(a) = {a}.

Sinon, il existe i € {1,...,p} tel que a = a;.

Convenons que, pour tout k € Z et j € {1,...,p}, ar = q;

si et seulement si k = j [p]. On peut alors montrer par récurrence sur k € N que, pour
tout j € {1,...,p}, 0"(a;) = ajx et 07" (a;) = aj_y.

On en déduit que O(a) = A.

En conclusion, les orbites du cycle (a; aq, ... a,)sont A = {ay,...,a,} et les singletons
{a} ot a € N, \ A.

11°) a) Notons p l'ordre de o dans le groupe S,. Alors p € N* et ¢ = Idy,. En
particulier, 0?(a) = a, donc {k € N*/o*(a) = a} est non vide, or c’est une partie de N,
donc elle possede un minimum, noté /.

b) Posons H = {a,o(a),...,c" (a)}.

o Montrons d’abord que H = O.

L’inclusion H C O est claire. Réciproquement, soit k € Z. Par division euclidienne, on
peut écrire que k = {q+r avec 0 < r < /.

o‘(a) = a, donc par récurrence on en déduit que 0% (a) = a.

Ainsi, 0*(a) = 0" (0%(a)) = 0"(a) € H.

o Soit maintenant i, j € {0,...,¢ — 1} tels que i < j.

Il s’agit de montrer que o'(a) # o7 (a).

Raisonnons par I’absurde en supposant que o'(a) = o’(a). Alors 07 (a) = a

et 1 <j—i<{—1.Cest impossible car ¢ = min({k € N*/o*(a) = a}).

c) D’apres la question b), £ = |H| = |O| = p. Ainsi 0?(a) = o*(a) = a, par construction
de /.

d) Soit a,b € O. Il existe k € {0,...,p — 1} tel que b = o*(a).

Soit h € N : ¢,n(e) = (0"(a) " (a) ... 0"~ (a)), or 0?(a) = a,

donc o?*"(a) = 0"(a). Ainsi, cyn(e) = (0" (a) o"2(a) ... 0"P(a)) = cori1(g)-

La suite (cyn () )nen est donc constante. Ainsi, ¢, = €50(a) = Cor(q) = Cb.

12°) a) Commencons par caractériser les points fixes de o :

Soit x € N,,. S’il existe ¢ € N, tel que x € S;, alors pour tout j € N, \ {i}, z ¢ S;, donc
¢j(z) = 2. On en déduit que o(x) = ¢;(z) # =.
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Siz ¢ U S;, alors o(x) = x.

i=1

,
Ainsi, I'ensemble {z € N,,/o(z) = 2} des points fixes de o est égal a N,, \ U S;.

i=1
Raisonnons maintenant par double inclusion :
o Soit O une orbite pour ¢ qui possede au moins 2 éléments.
Soit a € O. Ainsi, O = O(a) et ¢, = (a o(a) ... o?7!(a)) ou p = |0] > 2.
Or o(a) # a car p > 2, donc il existe i € {1,...,r} tel que a € S;. Alors a(a) ci(a).
De plus, ¢;(a) € S;, donc on a aussi o(¢;(a)) = cl(cz( ), c’est-a-dire 0?(a) = c3(a). Par
récurrence sur k, on peut ainsi montrer que, pour tout k € N, o*(a) = c¥(a).
Ainsi, ¢(a) = a et ¢; = c,.
On a donc montré que {c,/O est une orbite pour o telle que |O| > 2} C {cy,..., ¢}
o Réciproquement, soit ¢ € N,.. Choisissons un élément a de S;. Ainsi, o(a) # a, donc
O(a) possede au moins deux éléments.
a € S;, donc on a encore, pour tout k € N, c¥(a) = o%(a), donc & nouveau, ¢; = Cota-
b) En reprenant les notations du a), on a vu que pour tout z € S;, lorsque j # i,

¢j(z) = z, donc (H ck> = ¢;(x), méme si 'on modifie U'ordre des facteurs de ce

produit. Ainsi, un prodult de cycles a supports disjoints est toujours commutatif.

La question a) prouve la partie unicité du théoreme.

Pour démontrer l'existence, notons Oy, ..., O, les orbites pour ¢ qui possedent au
T

moins deux éléments. Il s’agit de montrer que o = H ¢, , ce qui est bien un produit
i=1

de cycles dont les supports sont deux a deux disjoints (d’apres la question 9).

0,1

Posons s = Hco_. Soit a € N,,.

=1

Premier cas : Supposons que a ¢ U O;. Alors O(a) est un singleton, donc o(a) = a.
i=1

On a aussi s(a) = a, donc dans ce cas, o(a) = s(a).

Second cas : Supposons qu’il existe j € N, tel que a € O;.

Alors s(a) = Co, (a) = o(a) d’apres la question 11.d).

Ainsi, pour tout a € N, s(a) = o(a), donc 0 = s = Hcoi ce qui termine la

démonstration du théoréme.

2.2 Signature d’une permutation

13°) Pour tout f € F(Q™,Q), Idy, X f=f.
Soit f € F(Q",Q) et 0,0 € S,,. Soit (x1,...,x,) € Q™.
[0 x (0" x ))](@1,...,20) = (0" X [)(@o(1)s -+ Tom))-
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Posons (Zo(1); - - - To(m)) = (Y15 - - -, Yn). Ainsi,
o x (0" x H)(x1,...,20) = (0" X [)Wi,---,¥n) = Wor(1)s - - -+ Yor(n)), OF pour tout
ie{l,...,n}, yi = Tog), AONC Yor (i) = To(o(i))-
Ainsi, [0 x (0" % f)[(x1, ..., 20) = (Xo(or1))s - - - Ta(orm))) = [(007) X fl(@1, ..., 20).
Ceci démontre que o X (¢/ X f) = (00’) x f, donc il s’agit bien d’une action du groupe
S, sur I'ensemble des fonctions de Q™ dans Q.

A Qn — Q
On considere I'application (21, &) +—> H (z; — ;) -

14°) a) Soit = (x1,...,2,) € Q". Notons (27,...,2],) = (T+(1), ..., Tr(n)). Ainsi

Ty = T, T = 1 et, pour tout i € N, \ {k,n}, z} = z;,.

(T X A)(21, ... xn) = Ax), ... 20) = H (2 — ). Ainsi,

rrn

1<i<j<n
n—1 k—1
(rx A)w) =, —a) [] @f—a) 1] @ -2 [1@h—a) T] @) )
1<i<j<n j=k+1 i=1 1<i<n—1
kg{i,j} iZk
n—1 k—1
=) TT =) T o= [J0n—2) T (=)
1<i<j<n j=k+1 i=1 1<i<n—1
k¢{ij} i2k
k—1
S R (RIS v (O et
1<i<j<n j=k+1 i=1
RE{i5}
k—1 n—1
T = 2] [ =0 TT (@i = 2] [(=1) x (@ = 2],
i=1 i=k+1
n—1 k-1
= —(@n—z) [ (== [ @n—a2p) [J(@n—2)x
1<i<j<n j=k+1 =1
ki{lﬂ}
H T — $Z X H — $k
= i=k+1
donc on obtient (7' x A)(x) = =A(zx), pour tout x € Q,
ce qui démontre que 7 x A = —A.
b) Soit 7 une transposition de S,. Il existe a,b € N,, tels que a < b et 7 = (a b). Si
b = n, d’apres la question précédente, 7 x A = —A.

Supposons maintenant que b < n. Alors (a b) = (b n)(a n)(b n). En effet,
[(bn)(an)(bn)](b) =[(bn)(an)](n)=aet on vérifie de méme que lorsque = € {a,n},
[(bn)(an)(bn)|(x)=(ab)(x). Cest en outre évident lorsque = € N,, \ {a,b,n}, car =
est un point fixe de toutes les transpositions utilisées.

Ainsi, 7A = [(bn)(a n)(b n)] x A, puis d’apres les question 13 et 14.a,

TA =[(bn)(an)] x (—A).

Or, pour tout o € S, et f € F(Q",Q), pour tout (z1,...,z,) € Q",

(o x (=) (1, 20) = —(0 X f)(x1,...,2,), donc o X (—f) = —0 X f.
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On en déduit alors que 7 x A = (—1)3A = —A.

15°) Supposons qu’il existe k transpositions 71, ..., 7 telles que 0 = 775« - - 7.
Posons o' = 119+ - Th_1.
Ainsioc =o'ty et o x A=0" X (1, x A) =0’ x (=A) = —(0¢' X A).

Par récurrence sur k, on peut donc montrer que o x A = (—1)FA.

En particulier, (o x A)(1,...,n) = (=1)FA(1,...,n),

c’est-a-dire (—1)* H (j—1) = H (o(j) — (7)), ce qu’il fallait démontrer.
1<i<j<n 1<i<j<n

16°) a) Soit ¢ un cycle de longueur ¢, avec 2 < ¢ < n.

Il existe ¢1,--+,cp € N, tels que ¢ = (¢1 ca -+ ¢p).

Posons d = (¢ ¢)(c2 ¢3) - -+ (co—1, cp) et vérifions que ¢ = d.

Soit x € N,,. Lorsque x € N, \ {c1, ..., ¢}, c(x) =2 = d(z).

Supposons qu’il existe ¢ € N, tel que z = ¢;.

Premier cas : Supposons que ¢ < {.

Pour tout j > 1, (¢j,¢j41)(x) =z,

donc d(z) = (c1 ¢o) - (¢i—2, Ci—1)(Cix1) = i1 = c(x).

Second cas :Supposons que i = /.

Pour tout j € {2,...,¢}, (cj_1 ¢;)(¢j) = ¢j—1, donc d(c;) = ¢1 = c(cp).

Ainsi, pour tout x € N,,, on a bien d(z) = ¢(z).

Ceci démontre que la signature de ¢ est égale a (—1)

b) Soit ¢ € S,,. On sait qu’il existe des cycles ¢y, . .., ¢, a supports deux a deux disjoints

tels que o = ¢; -+ - ¢,. D’apres la question précédente, si 'on décompose chaque cycle

en produit de transpositions, en notant ¢; la longueur du cycle ¢;,

g(0) = (=1) 1 x - x (=) = (—1)Z b,

-1

p
Les orbites de o constituent une partition de N,,, donc n = Z&- + s, ou s désigne
i=1
le nombre d’orbites de cardinal 1. Ainsi, (o) = (—1)""*7P, or s + p = m est bien le
nombre d’orbites de o.
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