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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

K désigne R ou C.

1 Espaces vectoriels normés

1.1 Définition d’une norme

Définition. Soit F un K-espace vectoriel . On appelle norme sur F toute application
N : E — R telle que, pour tout (z,y,\) € £ x E x K,

o N(z) > 0 (positivité).

o N(z)=0= 2 =0 (N est définie),

o N(Az) = |A|N(z) (N est homogene), et

o N(x+vy) < N(z) + N(y), cette derniere propriété étant appelée I'inégalité

triangulaire.
Si N est une norme sur F, le couple (E, N) est appelé un espace vectoriel normé.
Notation. Sauf indication du contraire, une norme sur un espace vectoriel est notée
Ill: E — Ry

z — |l

Lorsqu’on dit “soit E' un espace vectoriel normé 7, il faut comprendre, “soient E un
espace vectoriel et une norme sur £ que 1'on notera ||.||”.

Remarque. Si E est un espace vectoriel normé | ||0|| = 0.
Démonstration.
10&]] = [|0x.0g]| = |0k ||[0z]] = Og. O

Corollaire de I’inégalité triangulaire. Soit E un espace vectoriel normé . Alors
V(z,y) € E* [N(z) = N(y)| < N(z — y).

Démonstration.

Soit (x,y) € E%2. N(z) = N((x —y) +y) < N(z —y) + N(y), donc

N(z) — N(y) < N(z — y). En intervertissant les roles joués par x et y, on obtient que
N(y) — N(z) < N(z —y), donc

IN(z) = N(y)| = max(N(z) = N(y), N(y) = N(z)) < N(z —y). 0

Définition.

Soient E un espace vectoriel normé et u € E. u est unitaire si et seulement si ||ul| = 1.

Si u # 0, on appelle vecteur unitaire associé a u le vecteur ——, qui est bien unitaire.

[l

Définition. Soient E un espace vectoriel normé et F' un sous-espace vectoriel de F.
La restriction a F' de la norme de E s’appelle la norme induite sur F' et F' muni de
cette norme induite est un espace vectoriel normé .

Exemple. Sur R et sur C, |.| est une norme.
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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

1.2 Les normes 1, 2 et oo.

1.2.1 Cas des sommes finies.

Propriété. Sur K", on dispose de trois normes classiques.

-] : K* — Ry
r= (1, mn) el =) |wl)

Il Kr —» .
r=(x1,...,T,) —

oo K" — R,
r=(x1,...,T,) HxHoo—maX]xA

Démonstration.
e FKtude de la norme 1 :
o Pour tout x € K", ||z||; > 0.

n
o Soit x = (z1,...,2,) € K" tel que ||z|l; = 0. Ainsi Z |z;] = 0, donc pour tout
i=1

JjEN,, 0< |z < Z |z;| = 0, ce qui prouve que z = 0.
i=1

o Soient A € Ket x = (21,...,2,) €K™ [[Az]y =D [Azi| = [Al||z]s.
=1
o Soientx—(xl,.. , Tp) EK" ety = (y1,...,yn) € K™

lz+ylh = Z |z + uil < Z i + [yl < llfly + [yl

Ainsi ||.]|; est une norme sur K”

e Etude de la norme 2 :

On vérifie facilement, comme pour ||.||1, que ||.||2 est positive, définie et homogene.

Il reste a démontrer I'inégalité triangulaire.

Premier cas : On suppose que K = R. On verra lors du cours sur les espaces euclidiens,
que cette norme est un cas particulier de norme euclidienne, associée au produit scalaire
sur R™ défini par :

pour tout z = (x1,...,x,) ER" et y = (y1,...,yn) € R, (z|y) = ley,

Donnons ici une démonstration autonome.

Soit x = (z1,...,2,) € R" et y = (y1,...,yn) € R™. On souhaite d’abord montrer

que |(z]|y)] < ||z]l2]|lyll2 (vous reconnaissez sans doute 'inégalité de Cauchy-Schwarz).
n

Pour tout t € R, 0 < ||tz + y||3 = Z(tmz + )%, donc en développant ces carrés,
i=1
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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

0 < t2||z||3+2t(x|y)+]|y||3- Lorsque ||z||s # 0, cette dernicre expression est un polynome
de degré 2 en t, constamment positif lorsque ¢t € R, donc son discriminant A est négatif.
Or A = 4(z|y)* — 4||y|I3]|=||3, donc (z|y)* < [|z||3]|y||3, ce qui prouve l'inégalité de
Cauchy-Schwarz. Lorsque ||z||2 = 0, alors = 0, donc cette inégalité reste vraie.

On en déduit alors I'inégalité triangulaire :

|z +y||3 = Z(aﬁ? + 2+ 2z:) = ||z||3 + ||yl|3 + 2(z|y), donc d’apreés l'inégalité de

=1
Cauchy-Schwarz, ||z +y|[3 < |lzll5 + [lyll5 + 2[|lzll2llyll2 = (lzll2 + [[yll2)?, ce quil fallait
démontrer.

Second cas : On suppose que K = C.

Soit x = (z1,...,2,) €C" et y = (Y1,...,yn) € C"

Pour tout i € N,,, |2; + yi| < |x;| + |i], donce ||z + y|l2 < ||2" + ¥/[|2

en posant &' = (|z1],...,|z.]) et v = (lyal, - - -, |ynl)-

Or 2/,y" € R", donc d’apres le premier cas, ||z + yllo < |||z + |/ |l2 = [|z|l2 + [|y]]2-
e [Etude de la norme oo.

o Pour tout z € K", ||z]|o > 0.

o Soit z = (z1,...,z,) € K" tel que ||z]|s = 0. Ainsi pour tout j € N,,,

0 <|z;] < sup |z;| =0, ce qui prouve que z = 0.
1<i<n

o Soient A € Ket v = (xq,...,x,) € K" Soit 1 € N,,. |\z;| = |A||zi| < |A|||%]|0o, donc
|Al|z|loo est un majorant de {|Az;|/i € N, }. Ainsi (1) : ||Az]loc < [A]||7]] -

1
Supposons que A # 0. Soit i € N,,. |z;| = |/\| —|Az;] < B — || Az|| 00, donc — o | Az ]|o0 est un
majorant de {|z;|/i € N, }. Ainsi ||z]/o < o H)\a:Hoo

1
On peut aussi démontrer cette derniere inégalité en appliquant (1) au couple (=, Ax).

Pour A = 0, ||0x]|s = 0 = |0]||z||oo, donc, dans tous les cas, ||Az]lc = |A|]|Z]]co-

o Solent = (x1,...,2,) € K" et y = (v1,...,yn) € K"

Soit i € Ny, |z + vil < |zi| + |vil < ||z]loo + ||¥lloo, done ||z]|co + [|Y]|co €st un majorant
de {|z; +wil/i € N} Ainsi ||z + ylloo < [[#]|oc + [[Yloo-

Ainsi ||.]| est une norme sur K”. O

Remarque. Pour tout p € [1, 400, on peut définir
-1l - K" — Ry

1

Z| » ? et montrer que c’est une norme
T

l’:(l’l,...,l’n) ||x||p

sur K", mais ce résultat est hors programme . La définition de la norme infinie se
justifie alors par le résultat suivant.

ve €K lall, =2 lloll.
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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

Démonstration.
Soit x = (z1,...,x,) € K"

n
|25, <D Jail?, done [zl < ||,
i=1

In(n)
De plus, ||z]|, < (n||x||§o)% = [|z]|ece P - ||| so- Ainsi, le principe des gendarmes
p——+00
permet de conclure. O
Propriété. Soient p € N* et EFy, ..., E, p K-espaces vectoriels munis de normes
respectivement notées .|, ..., ||.|[,- Alors E = E} x --- x E, est un espace vectoriel

normé si on le munit de I'une des normes classiques suivantes.

Nl . EFE — R+
p
r=(21,...,2,) —> N1(x)=Z||$i||i’
i=1
Ns . E —
r = (xla 7‘7“}7) —
Ny : EF —
r = (I‘l, 73717) —
Démonstration.

Exercice. O

1.2.2 Cas des intégrales sur un intervalle compact

Propriété. Soient (a,b) € R? avec a < b. Sur C([a,b],K), on dispose de trois normes
classiques.

e C(la, 0] K)  — Ry

b
;o ||f||1=/ f(a)lda’
e Clab,K) — R,

b , et
o =y [ I
Mo CllaBK) — R,

o = s 1(2)

z€[a,b]

Démonstration.
e FKtude de la norme 1 :
o Pour tout f € C([a,b],K), || f]l1 > 0.

b
o Soit f € C([a,b],K) tel que ||f|l1 = 0. Ainsi / |f(z)|de = 0. Or o — |f(x)]| est

a
une application continue et positive sur [a,b] donc f = 0.
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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

b
o Soient A € Ket f € C([a,b], K). ||A | :/ INf(z)|dz = ||| f]1-
o Soient f € C([a,b],K) et g € C([a,b], K).
b

1+l = / (@) + gla)lde < / (17 @) + lg@)dz < | f + llgll.

Ainsi ||.||s est une norme sur C([a, bﬁ, K).

e FEtude de la norme 2 : admis.

e Etude de la norme oo :

o Pour tout f € C([a,b],K), || f]ls > 0.

o Soit f € C([a,b],K) tel que || f|looc = 0. Ainsi pour tout z € [a, b],
0<|f(z)] < sup |f(y)] =0, donc f=0.

y€[a,b]
o Soient A € Ket f € C([a,b],K). Soit = € [a,b]. |\ f(x)] = ||| f(x)] < |A]]|f]|eo, donc
IAll| f|loo est un majorant de {|\f(z)|/x € [a,b]}. Ainsi (1) : [|Aflloo < Al f]loo-

. 1 1 1
Supposons que A # 0. Soit x € [a,b]. |f(x)] = W|)\f(m)| < W||>\f||007 donc WH)\fHOO

1
est un majorant de {|f(z)|/x € [a,b]}. Ainsi || flo < WH/\fHOO

1
On peut aussi démontrer cette derniere inégalité en appliquant (1) au couple (X’ Af).
Pour A =0, ||0f]|cc =0 = |0]||f]|oo, done, dans tous les cas, ||[Af|lcoc = |Al]lf]]oo-
o Soient f € C([a,b],K) et g € C([a,b],K).
Soit € [a,b]. [f(x) + g(x)| < |f(2)] + [9(x)] < [[fll + l|glloo; done || flloc + [[g]loc est

un majorant de {[f(x) + g(z)|/z € [a, 0]} Ainsi [[f + gllec <[ flloc + l|glloo-
Ainsi ||.||oo est une norme sur C([a,b],K). O

1.3 Distance

Définition. Soit E un espace vectoriel normé . On appelle distance associée a la
(z,y) — =yl

Définition. Soient E un espace vectoriel normé dont la distance associée est notée d
et A une partie de E. La restriction de d & A2 est appelée la distance induite par d sur

A.

norme ||.|| de E, 'application

Propriété. Avec les notations précédentes, pour tout x,y,z € F,
— d(z,y) € Ry (positivité) ;
— d(x,y) = 0 <= x =y (séparation);
— d(z,y) = d(y, x) (symétrie) ;
— d(z,2) < d(z,y) +d(y, z) (inégalité triangulaire).
Démonstration.
Les trois premieres propriétés sont simples a établir.
Pour I'inégalité triangulaire, fixons (z,v, z) € E3.
dz,z) = [z =zl = |z —y) + (y —2)[| < llz =yl + [ly — 2| = d(z,y) + d(y,2). O
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Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

Définition. On appelle espace métrique tout couple (£, d) ou E est un ensemble et
ot d : E? — R, est une application telle que, pour tout z,y, 2z € E,

— d(x,y) = 0 <= x =y (séparation);

— d(z,y) = d(y, z) (symétrie) ;

— d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Ainsi un espace vectoriel normé muni de la distance associée a sa norme est un espace
métrique, mais il existe des espaces métriques qui ne sont pas des espaces vectoriels
normes.
Sauf indication du contraire, les propriétés énoncées et démontrées dans le cadre des
espaces vectoriels normés sont encore valables dans le cadre plus général des espaces
métriques (ce sera évident dans les nombreux cas ou seule la distance associée a la
norme intervient), cependant, nous nous contenterons du cadre des espaces vectoriels
normés qui seul est au programme.
En fait, une certaine classe d’espaces métriques est au programme. Ce sont les (A, d,)
ou A est une partie d’un espace vectoriel normé E et ou d4 est la distance induite sur
A par la distance associée a la norme de E.

Propriété. Soit £ un espace vectoriel normé dont la distance associée est notée d.
Alors V(z,y,2) € E® d(z + 2,y + 2z) = d(z,y).
Cette propriété ne se généralise pas aux espaces métriques.

Propriété. Corollaire de I’inégalité triangulaire. Soit £ un espace vectoriel
normé dont la distance associée est notée d.

Alors V(z,y,2) € E? |d(z,y) — d(y, 2)| < d(z, 2).

Démonstration.

Soit (z,y,2) € E3. d(z,y) < d(x,z) + d(z,y), donc d(z,y) — d(y, z) < d(z, 2).

En intervertissant x et z, on obtient que d(z,y) — d(y,x) < d(z,x),

donc |d(z,y) — d(y, 2)| < d(x,z). O

Définition. Soient E un espace vectoriel normé et (a,r) € E' x R%.

La boule ouverte centrée en a de rayon r est 'ensemble B,(a,r) = {x € E/d(a,z) < r}.
La boule fermée de centre a et de rayon r est 'ensemble By(a,r) = {x € E/d(a,z) < r}.
La sphere de centre a et de rayon r est I'ensemble S(a,r) = {z € E/d(a,z) = r}.

Définition. Soit F un espace vectoriel normé.
On appelle boule unité de E la boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

Exemple. Etudions les formes des boules unités de R? muni respectivement des
normes ||.||1, ||-|l2 et ||.||co-

e Pour ||.||2, la boule unité est B = {(z,y) € R?/2% + y* < 1}. 1l s’agit du disque de
centre O et de rayon 1.

o Pour ||, B={(z,y) € R?/[z|+[y| <1}, donc BNRZ = {(z,y) € R} /v +y < 1}.
Ainsi BNR? est Uintérieur du triangle délimité par les axes et par la droite x +y = 1.
Le reste de B s’obtient en appliquant a B N Ri les symétries par rapport aux axes et
par rapport a O.

©Eric Merle 7 MPSI2, LLG



Suites de vecteurs 1 Espaces vectoriels normés

e Pour .|, BNRE = {(z,y) € Ri/z < 1lety < 1}, donc BNR? est intérieur
du carré dont les sommets sont les points de O, (1,0), (0,1) et (1,1). Le reste de B
s’obtient en appliquant a B N Ri les symétries par rapport aux axes et par rapport a

0.

Propriété. (non généralisable aux espaces métriques) Les boules d'un espace vectoriel
normé sont des convexes.

Démonstration.
Soient E un espace vectoriel normé et (a,7) € E x R%. Montrons que B,(a,r) est
convexe (la démonstration est similaire pour les boules fermées).
Soient (z,y) € By(a,r)?* et t € [0, 1].
dla,tz+(1—-t)y) =lte+(1—-t)y— (ta+ (1 —1t)a)|
<tlz —all+ (1 =)y —all
<tr+(1—t)r=r,
donc [x,y] C B,(a,r). O

Définition. Soient F un espace vectoriel normé , A une partie non vide de F et a € F.
On note d(a, A) = inf1 d(a,z). Cest la distance de a a A.
Te

Démonstration.
{d(a,z)/x € A} est une partie non vide de R minorée par 0, donc elle admet une borne
inférieure. Ainsi d(a, A) est correctement défini. O

Définition. Soient E un espace vectoriel normé , A et B deux parties non vides de
E.Onnote d(A,B) = inf d(x,y). C'est la distance de A & B.

(z,y)EAXB
Exemple. Dans R, pour tout a € R, d(a,Q) = 0.

Définition. Soient E un espace vectoriel normé , A une partie non vide de E.
On appelle diametre de A la quantité 6(A) = sup d(z,y) € Ry U{+oo}.
(z,y)€A2
Propriété. Soient £ un espace vectoriel normé et (a,7) € £ x RY. 6(By(a,r)) < 2r.

Démonstration.

Soit (z,y) € By(a,r)? d(z,y) < d(z,a) + d(a,y) < 2r, donc 2r est un majorant de
{d(z,y)/(z,y) € By(a,r)*}. Ainsi §(By(a,r)) < 2r.o

Propriété. (non généralisable aux espaces métriques) Soient £ un espace vectoriel
normé non nul et (a,r) € £ x R%. Alors 6(By(a,r)) = 2r.

Démonstration.
E étant non nul, il existe o € F \ {0}. Notons e le vecteur unitaire associé a .
d(a+re,a—re)=2r et (a+re,a—re) € By(a,r)?, donc §(Bs(a,r)) > 2r. 0

Propriété. Soient E un espace vectoriel normé et A et B deux parties de E telles
que ) # A C B. Alors 6(A) < 4(B).
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Démonstration.
{d(z,y)/(z,y) € A%} C {d(x,y)/(z,y) € B*}, donc §(A) < 4(B). O

Définition et propriété. Soient E un espace vectoriel normé et A une partie de E.
Les propriétés suivantes sont équivalentes.

i) {||z||/z € A} est borné.

ii) Pour tout xy € E, {||x — xo||/x € A} est borné.

iii) Pour tout zy € E, il existe R € Ry tel que A C By(xg, R).

iv) Il existe (zo, R) € E x Ry tel que A C By(x, R).
Dans ce cas, on dit que A est bornée.
Démonstration.
Soit (zg,71) € E?. Pour tout z € E, ||z — x1|| < ||z — xo|| + ||xo — z1]|, donc si
{||z — xo||/x € A} est borné, alors {||x — z1||/x € A} est borné. O

Exemple. Les boules sont bornées mais les droites affines ne sont pas bornées.

Démonstration.

Soit D une droite affine passant par a € E et dirigée par le vecteur unitaire e.

d(a,a + Ae) = A, donc aucune boule fermée centrée en a ne contient D. Ainsi D n’est
pas bornée. O

Définition. Soient A un ensemble, E un espace vectoriel normé et f : A — FE une
application. On dit que f est bornée si et seulement si f(A) est une partie bornée de
E.

Propriété. Soient A un ensemble non vide et E un espace vectoriel normé . On note
B(A, E) 'ensemble des applications bornées de A dans E.
Pour f € B(A, E), on note || |l = sup || f(a)]].

acA

(B(A, E),||.]|) est un espace vectoriel normé .

Démonstration.

e L’application identiquement nulle est un élément de B(A, E), donc B(A, E) # 0.
Soit (f,g,,B) € B(A, E)* x K2 Pour tout a € A,

[(eef+B8g) ()|l < lalllf ()| +]5llg(a)l] < |alllfllsct|B]llglloo, donc (af +Bg) € B(A, E).
Ainsi B(A, E) est un sous-espace vectoriel de F(A, F).

e De plus, d’apres ce qui précede, ||af + B9l < |a|||flloo + [Bl[lglls, d’olt I'on peut
déduire 'inégalité triangulaire.

Pour tout f € B(A, E), ||f|ls > 0.

Soit f € B(A, E) tel que ||f||oc = 0. Ainsi pour tout = € A,

0 <|f(@)ll < SlelAl?Hf(y)H =0et f=0.

Soient A € K et f € B(A,E). Soit z € A. ||\f(z)]
IAll| f|loo est un majorant de {||Af(z)||/z € A} Ainsi

Supposons que A # 0. Soit x € A. ||f(x)] = o ||)\f(

est un majorant de {||f(x)||/z € A}. Ainsi || f]| <

| = AIF@I < (Al fllo, dome
(1) Ml < Mll\flloo
)

[Aflloo, done =M f|o

<l |
Al [Al

SV
Al
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1
On peut aussi démontrer cette derniere inégalité en appliquant (1) au couple (X’ Af).
Pour A =0, ||0f]|cc = 0 = |0]||f]|oc, done, dans tous les cas, ||[Af|lcc = |Al]|f]|oo- O

Propriété. Soit E un espace vectoriel normé . On note {*°(E) I'ensemble des suites
bornées a valeurs dans E. Si (2, )neny € I*°(E), on note ||(2,) |l = sup ||z,
neN
(I*°(E),||-]ls) est un espace vectoriel normé .
Démonstration.

Exercice. O

1.4 Applications k-lipschitziennes

Définition. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés, k € Ry et f : F — F
une fonction dont le domaine de définition sera noté Dy. f est k-lipschitzienne si et
seulement, si

V(z,y) € D} d(f(x), f(y)) < kd(z,y).
Lorsque k£ < 1, on dit que f est k-contractante.

Propriété. La composée d'une application k-lipschitzienne et d’'une application &’-
lipschitzienne est une application kk’-lipschitzienne.

Propriété. Soit E un espace vectoriel normé . L’application ||.|| est 1-lipschitzienne.

Démonstration.
Soit (z,y) € E* d(||l[|, [lyll) = =]l = [yl < llz =yl ©

Propriété. Soient E un espace vectoriel normé et A une partie non vide de E.
— R,

, . .. K
L’application ¢ — d(z, A

) est 1-lipschitzienne.

Démonstration.

Soit (z,y) € E?. Soit a € A. d(z, A) < d(x,a) < d(z,y)+d(y,a), donc d(x, A) —d(z,y)
est un minorant de {d(y,a)/a € A}. Ainsi d(z, A) — d(z,y) < d(y, A).

Donc d(z, A) — d(y, A) < d(z,y).

En intervertissant les roles joués par x et y, on obtient que d(y, A) — d(z, A) < d(z,y),
donc |d(z, A) — d(y, A)| = max(d(x, A) — d(y, A),d(y, A) —d(z,A)) < d(z,y). O

Propriété. Soient p € N*, F,, ..., E, p espaces vectoriels normés dont les normes
sont notées Ny, ..., Np. Onnote £ = Ey x -+ X E,.

Soit 7 € N,. L’application ¢“"¢ projection bi est 1-lipschit-
r=(21,...,2,) —

zienne lorsque F est muni de 'une de ses trois normes classiques, ||.||1, ||-||2 ou ||.||c-

Démonstration.

Exercice. O

Remarque. Sur E =C([0,1],R), f —— f(0) n’est pas lipschitzienne pour Nj.
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Démonstration.

Soit k € R,. Supposons que cette application est k-lipschitzienne.

Ainsi, pour tout f € E, |f(0)] <k [ |f(t)]dt.

Soit n € N*. Notons f, le vecteur de E défini par les relations suivantes : pour tout
t€[0,1] f(t) =1 —nt et pour tout ¢ € [£,1] f(¢) =0.

1
k

1=|fn(0)] < k;/ fa(t)dt = 2 donc pour tout n € N*, 2n < k, ce qui est faux. O
0 n

1.5 Normes équivalentes

Définition. Soient £ un K-espace vectoriel et ||.[|; et ||.||2 deux normes sur £. On dit
que ces deux normes sont équivalentes si et seulement s'il existe (a, 3) € (R*)? tel que

Ve e B |lz]i < aflz]lz et [[zfls < Bzl
Propriété. Avec les notations précédentes, ||.||; et ||.||2 sont équivalentes si et seule-

ment si Idg : (E,|.|l1) — (E,||.]]2) et Idg : (E,|.||2) — (&, ]||.|]1) sont lipschit-
zlennes.

Exemple. Soient p € N* et Fy, ..., E, p espaces vectoriels normés dont les normes
sont notées Ny, ..., N,. On note E' = E; X --- X E,. Les trois normes classiques, ||.||1,
|.]l2 et ||-]oo sOnt deux & deux équivalentes.

Démonstration.

Soit x = (z1,...,x,) € E. ||z||A < ||lz]|3,

p p

l2l3 = Ni(w)* < (O Nila))*= ||z} et [llly < pllw]loc, ainsi
i=1 1=1

oo < 12 < 1l < pll- oo O

Propriété. Soit F un espace vectoriel normé. Sur I’ensemble des normes de F, la
relation “étre équivalente a” est une relation d’équivalence.

Propriété. Soient F un K-espace vectoriel et ||.||; et ||.|]2 deux normes équivalentes
sur E.

Une partie A de E est bornée pour ||.|[; si et seulement si elle est bornée pour [|.||2
(cependant le diametre de A n’est pas le méme pour ||.||; et pour [|.[|2).

Démonstration.

Il existe (o, 8) € R2 tel que Vo € E ||z]l1 < a|z|lz et ||z|2 < Bz

Si A est bornée pour ||.||; il existe R € R, tel que A C Bll'”l(O,R) C BJLI'”2(O,/BR),
donc A est bornée pour ||.|l2. O

Propriété. Soient F et F' deux K-espaces vectoriels. On suppose que F est muni de
deux normes équivalentes, notées ||.||¥ et ||.]|¥. On suppose également que F est muni
de deux normes équivalentes, notées |.||5" et ||.||".

Alors f : E — F est lipschitzienne pour ||.|[ et ||.||I" si et seulement si elle est
lipschitzienne pour ||.||¥ et [.||%"
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Démonstration.

Il existe (o, 8) € R% tel que, pour tout = € E, ||z||f < ofz||¥ et ||z]|F < Bl|z|F.

Il existe (o, 8') € R3 tel que, pour tout x € F, ||z[|i” < o/||z|F et |lz||5 < B'||z||f.

Si f est k-lipschitzienne pour ||.||F et ||.||I", pour tout (z,2’) € E?,

I f(x) = fF@|E < Bkllz —2'||F < Bak||lz — 2'||F, donc f est lipschitzienne pour ||.||¥
et |5 5

Remarque. Deux normes équivalentes se comportent de la méme facon relativement
aux notions déja introduites dans ce chapitre et a celles que 'on étudiera par la suite.
On démontrera plus loin que si E est un espace vectoriel normé de dimension finie,
toutes les normes sur E sont équivalentes, si bien que sur un espace vectoriel normé de
dimension finie, le plus souvent, il n’est pas nécessaire de préciser la norme utilisée.

2 Suites dans un espace vectoriel normé

Notation. Pour tout ce chapitre, on fixe un espace vectoriel normé noté E, sa norme
étant notée ||.|| et sa distance associée d.

Définition. Une suite d’éléments de E est une application N — B , que l'on
n o T,

note sous la forme (z,),en et, par abus, sous la forme (z,) : dans ce contexte, n est

une variable muette, la suite (z,) est égale a la suite (z,,).

On note EN I'ensemble des suites d’éléments de E.

Si (x,) € EN, Pensemble {x,/n € N} des valeurs prises par la suite (z,) est appelé son

support.

2.1 Convergence d’une suite

Définition. Soient (z,,) € E" une suite de vecteurs de E et [ € E. La suite (z,)
converge vers [ si et seulement si

(1) : VeeR, INeNVREN (n> N = d(w,,1) <e).|

Ainsi la suite (x,) converge vers le vecteur [ si et seulement si , pour tout £ > 0, a
partir d'un certain rang, la distance de x,, a [ est inférieure a e.

Exemple. % — 0.

n——+0oo
En effet, si € > 0, posons N = 1+ EJ € N. Soit n > N. Alors n > N > %, donc
0<i<e

1
ATTENTION L’écriture “u,, —+> —” n’a aucun sens : la limite ne dépend pas de n.
n—-+oo 1

Propriété. Soit (z,,) et (y,,) deux suites de vecteurs de E qui sont égales a partir d'un
certain rang, c’est-a-dire pour lesquelles, il existe ng € N tel que, pour tout n > ng,

Tp = Yp. Alors, pour tout L € |z, — (<—=vy, — /L.
n—-+0o n——4o00
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Remarque. Soit ng € N et soit (2,,)n>n, une suite d’éléments de E seulement définie

a partir du rang ng. D’apres la propriété précédente, I'assertion “x,, — ¢’ ne dépend
n——+00

pas du choix de zg, ..., z,,—1 utilisé pour prolonger (x,),>n, €n une suite (z,),en.

Propriété. Unicité de la limite.
Soient (z,)nen une suite de vecteurs de E et (I,1') € E*.
Si (x,,) converge vers [ et vers I, alors [ = I.

Dans ce cas, [ est appelé la limite de la suite (z,). On la note [ = lim x,.
n—-+00

On note également z,, — (.
n—-+o0o

Démonstration.

Soit & > 0. Il existe (N, N’) € N? tel que pour tout n > N d(z,,l) < € et pour tout
n > N"d(z,,l") <e. Pour p=max(N,N'),

A1) < d(l,z,) + d(z,,I') < 2.

Ainsi d(1,1') est un minorant de R* , donc d(I,l') =0et [ =1". O

Remarque. La seconde notation est plus simple d’emploi que la premiere. En effet,

on ne peut écrire “/ = lim x,” qu’apres avoir montré 'existence de la limite, alors
n—-+00

que I'écriture “z,, —+> [” exprime 'existence de la limite et le fait qu’elle vaut [.
n——+0oo

Remarque. Dans (1), les deux dernieres inégalités peuvent étre choisies indifféremment
strictes ou larges.

Démonstration.

e Montrons que

()<= VecRL AINeNVREN (n>N = d(z,,l) <e).

“«=" est simple a établir.

Supposons (1). Soit € > 0. § > 0, donc il existe N € N tel que, pour tout n > N,
d(x,, 1) < 5 <e.

e Montrons que (1)<= Ve e R% INeN VneN (n> N = d(z,,1) <e¢).

“=—" est simple a établir.

Supposons que Ve € RY AN e N Vn e N (n > N = d(z,,1) < ¢).

Soit € > 0. il existe N € N tel que, pour tout n > N, d(z,,l) < €. Ainsi, en posant
N'= N + 1, pour tout n > N’ d(x,,l) < e.

e L’équivalence (1)<= Ve € R} IN € NVn € N (n > N = d(x,,l) < €) est
laissée en exercice. O

Définition. Une suite de vecteurs de E est convergente si et seulement s’il existe

l € E tel que x,, — [. Sinon, on dit que la suite est divergente.
n—+o0o

Propriété. Soient (z,) une suite de vecteurs de E et [ € E.
Six, — [, alors ||z,|]| — ||/||, mais la réciproque est fausse.
n—+o0o n—+o0o

x, — 0siet seulement si ||z,|| — 0.
n—

n—+o00 +00
x, — [ siet seulement si d(z,,l) — 0.
n—-+o0o n—-+4o0o
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Démonstration.
e Supposons que x, — .
n—+oo
Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N, ||z, — || < e.
Soit n = N. |[lzn|l = (|2} < [[an =]l <&, donc [lzn]] — |lI]].
n——+o0o
e Supposons que la réciproque est vraie pour une suite (x,,) convergeant vers [. Comme
|lznll — ||| = || = ]|, en utilisant la réciproque z,, — —I et d’apreés 'unicité de
n—+00 n—+00
la limite, [ = —[. Ainsi [ = 0. Donc la réciproque est fausse au moins pour toute suite

convergeant vers une limite non nulle.

e Cependant, lorsque | = 0, la réciproque est vraie. En effet, si ||z,]| - 0,
n——+0oo

Ve e RL ANeN VneN (n> N = ||z, = dr(||z,]|,0) <€), donc z, - 0.
n——+0o0

e En fait, x,, — [ si et seulement si
n—-+oo

Ve e R AN e NVn € N (n > N = |d(zn,l) — 0] = d(xn,1) < €), donc si et

seulement si d(z,,[) - 0.0
n—-+0o0o

Principe des gendarmes : Soit (z,,) € EN et { € E.
S’il existe une suite de réels (g,) telle que Vn € N, d(z,,l) < g, et g, — 0,

n—-+0o00

alors z,, — /.
n—-+oo

Démonstration.
Au tableau. D

n

1
Exemple. Montrer que/ ——— dt — 0.
g Cost—2  no+too

Propriété. Soit N une seconde norme sur E, équivalente a ||.||.

Alors, pour toute suite (z,) de E et pour tout [ € E, z, LI RN Ty, Ay
n—-4o0o n—-+4o0o
Démonstration.

Il existe (o, 5) € (R%)? tel que N < of].|| et ||.|| < BN.
Supposons que z, A 1. Soit e > 0. Il existe M € N tel que pour tout n > M,

n—-+00
Il-1

€
N(z,—1) < i Donc pour tout n > M, ||z, — || < &, ce qui prouve que x,, —> [. O

n—+4o0o

Exercice. Notons E l'espace des fonctions continues de [0, 1] dans R.

On note ||.||1, [|-||2 et ||.]|s les normes de la convergence en moyenne, de la conver-
gence en moyenne quadratique et de la convergence uniforme.

Pour tout n € N*, on note f,, I’élément de E défini par les relations suivantes :
fn(t) = 2nt pour tout t € [0,%], fu(t) = —2nt + 2 pour tout t € [%,%] et
fn(t) =0 pour tout ¢ € [£,1].

En étudiant la suite (f,), montrer que les trois normes sont deux a deux non
équivalentes.

Solution :
e Soit n € N*.
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Le graphe de f,, est la réunion des segments [O, A], [A, B] et [B, C], les points O,
A, B et C ayant pour coordonnées (0,0), (55,1), (+,0) et (1,0).

o | fallo =1.

o ||full1 est Iaire du triangle OAB, donc || f,|li = 5.

1 1
2n n
o HhH%z/ (2nt)2dt+/1 (—2nt + 2)%dt.
0

n
Posons t = % — u dans la derniere intégrale, ce qui est possible car I'application
u— = —west de classe C'. Ainsi,
1
2 371z 8n? 1 1
n2=2/ 2nt)%dt = 8n? | | = S x -

1
On en déduit que || f,|l2 = —.
V3n

e o Pour ||.|lw, fn ne tend pas vers 0, mais f, tend vers 0 pour |.|[1 et |||
Ainsi, ||.]|s €t ||.]]1 ne sont pas équivalentes et ||.||« €t |||z non plus.

o /nf, tend vers 0 pour ||.||;, mais ce n’est pas le cas pour ||.||2, donc ces deux
normes ne sont pas équivalentes.

Propriété. Toute suite convergente est bornée.

Démonstration.

Soient (z,) € EN et [ € E tels que z, —+> [. 1l existe N € N tel que pour tout n > N,
n—-+0oo

d(x,, 1) < 1.

Posons R = max(1, max d(xy,1))). Pour tout n € N, d(z,,l) < R, donc
0<k<N-—1

{2,/n € N} C Bs(l, R), ce qui prouve que la suite (z,) est bornée. 0

2.2 Somme et produit de limites

Propriété. (ne se généralise pas aux espaces métriques) Soient (z,) et (y,) deux
suites de F convergeant vers £ et £'. Alors la suite (z,, + y,) converge vers £ + ('
Démonstration.

Soit € > 0. Il existe N1, Ny € N tels que,

pour n > Ny, ||z, — €| < § et pour n > Ny, [jy, — €| < 5.

Posons N = max(Ny, Ny). Alors, pour tout n > N, par inégalité triangulaire,

[(@n +yn) = (C+ O <lzn =l +lyn =l <5+ 5=¢ D

Propriété. (ne se généralise pas aux espaces métriques) Soient (z,) et (y,) deux
suites de E telle que la suite (z,, + y,) converge. Alors (x,) et (y,) sont toutes deux
convergentes ou toutes deux divergentes. On dit que les suites (x,,) et (y,) ont la méme
nature.

Démonstration.

Si (zn,) converge, (y,) = ((xn + yn) + (—z,)) converge. O

Propriété. Soient (a,) € KN et (x,) € EN. Si I'une des suites est bornée et si lautre

tend vers 0, alors a,x,, — 0.
n—-+00
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Démonstration.
Supposons par exemple que (a;,) est bornée et que z,, — 0.

n—-+00
Il existe M € R% tel que Vn € N, |a,| < M.
Soit € € R%. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, ||z,]| <
Alors, pour tout n > N, [|anz,|| = |an|||z,]| < M5 = €. O

£
e

Propriété. (ne se généralise pas aux espaces métriques) Soient (I,,) une suite de E
qui converge vers [ € E et (a,,) une suite de scalaires qui converge vers «. Alors la suite
(cvn.ly,) converge vers a.l.

Démonstration.

Soit n € N. ||an.l, — al|| = |[(ar, — @)1y, + .l = D)|| < |aw — al||[la]] + || ][l — 1.
(I,) est une suite convergente, donc elle est bornée. Ainsi, il existe M > 0 tel que pour
tout n € N, ||1,]| < M.

Ainsi, pour tout n € N, [|a,.l,, —a.l|| < |, —a| M+ |al||l, —1||, or d’apres les propriétés
précédentes, |a, — a|M + |a||l, — ] njooo, donc d’apres le principe des gendarmes,

anl, — «l. O

n—-+o0o
Remarque. La décomposition “a,.l, —a.l = (o, — a).l, + a.(l, —1)” est trés souvent
utilisée.
Remarque. Sur £ = C°([0,1],R) muni de la norme [|.||;, considérons la suite d’appli-
cations (f,,) définie par les relations suivantes : pour tout n € N et pour tout ¢ € [0, 1]
fu(t) = \/?/tf :
n
[ fulls =

1fn-Falle = [t — nt* |y =

I-[]1-

Ce résultat n’est pas en contradiction avec la propriété précédente car dans la propriété,
le produit considéré est celui d'un scalaire par un vecteur alors que dans cet exemple,
le produit considéré est celui de deux fonctions.

— 0, donc f,, — 0, mais
n -+ 1 n—+4o00 n—+4oo
n

1
I 1 noree 2 # 0, donc f,.f, ne tend pas vers 0 pour

Propriété. L’ensemble des suites convergentes de E noté E. est un sous-espace
EY — E
x,) +— lim =z,

n—-+00

vectoriel de [*°(E) et I'application ( est une application linéaire.

Démonstration.
La suite identiquement nulle est un élément de EY, donc EY # (.
Si (x,) et (y,) convergent vers [ et I/, pour tout («, 3) € K2, a(x,) + B(y,) converge

vers al + [l O

Propriété. Suites a valeurs dans un produit.

Soient p € N* et Fy, ..., E, p espaces vectoriels normés, leurs normes étant notées Ny,
..., Np. Onnote F = F; x --- x E, que I'on munit de I'une des trois normes classiques.
Soient (2, )nen = ((Z1.0, - - -, Tpn) Jnen une suite d’éléments de E et I = (ly,...,1,) € E.

Alors (x,,) converge vers [ si et seulement si, pour tout ¢ € N, (z;,) converge vers ;.
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Démonstration.
Les trois normes étant équivalentes, on peut choisir de travailler avec la norme |.]};.
La suite (z,,) converge vers [ si et seulement si

p
Z Ni(xin — ;) = ||z, — U1 — 0, donc si et seulement si pour tout i € N,
Py n—+oo

Ni(xin—1;) — 0, c’est-a-dire si et seulement si pour tout i € N, (x;,) converge vers
n——+oo

li' O

Exemple. Dans R?, (1,27, 1) — (0,0,1).

n—-+o0o

Propriété. Suites a valeurs dans un espace de dimension finie.
On suppose que E est un K-espace vectoriel de dimension finie strictement positive,
notée ¢. Soit e = (ey,...,e,) une base de E.

q
Soit (z,) une suite de vecteurs de E. Pour tout n € N, on note z,, = Z Tin€i-
i=1

Alors, la suite (z,,) converge dans E si et seulement si, pour tout i € Ny, la suite (z;,,)
q

converge dans K, et, dans ce cas, lim =z, = Z( lim z;,)e;.

n—-+o0o i1 n—-+00
Démonstration.
Nous démontrerons plus tard que, sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes
les normes sont équivalentes, donc il n’est pas nécessaire de préciser dans 1’énoncé de
cette propriété quelle norme sur E est utilisée, et, pour en faire la démonstration, on
peut choisir sur E' la norme que nous voulons.

Choisissons donc sur F la norme définie par la relation suivante :
q q
pour tout y = Z yiei € E, |yl = Z |lyi|. (le fait que ||.|| est effectivement une norme
i=1 i=1

sur F est laissé en exercice).

q
Ainsi, la suite (x,,) converge vers [ = E lie; si et seulement si
i=1

q
Z |Zin — li| = ||z, — 1] — 0, donc si et seulement si pour tout i € N,
Py n—-+o0o

|50 — U] e 0, c’est-a-dire si et seulement si, pour tout ¢ € Ny, (z;,) converge vers

li' O

3 Suites de complexes

3.1 Premieres propriétés

1 1
Propriété. Soit (z,) € C*" telle que z,, - e C\{0}. Alors — — -.
n—-—+0oo

n n—-+4o00o £
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Izémonst'r'ation. )
% > 0, donc il existe M € N tel que pour tout n > M, |z, — (| < |—2|
1
D’apres le corollaire de I'inégalité triangulaire, pour tout n > M, |[{| — |z,| < |—2|,
1
donc |z, | > u
2

62
Soit € > 0. Il existe N' € N tel que, pour tout n > N’ |z, — (| < %5.

11 (—x, )? 2
Posons N = max(N’, M). Soit n > N. |33_n - Z| = ‘|xn||x€" < %5 X B =e.0
Propriété. Soit (z,) une suite de complexes et ¢ € C.
Alors z, — { si et seulement si Re(z,) - Re(f) et Im(z,) — Im(¥).
n—-+0o0

n——+00 n——+oo
Dans ce cas, on a donc lim z, = lim Re(z,)+i lim Im(z,).
n—-+00 n——+0oo n—-+00
Démonstration.
(Re(2n))nen et (Im(zy,))nen sont les suites coordonnées de (z,) dans la R-base (1,7) de
C.o

3.2 Quelques suites définies par récurrence

3.2.1 Suites arithmético-géométriques

Propriété. Soit a,b € C. Soit (u,) une suite de complexes telle que, pour tout n € N,
Upt1 = AUy, + b.

Supposons que a # 1 (sinon (u,) est arithmétique). Il existe un unique ¢ € C tel que
¢ =ac+b. Alors u, 1 — ¢ = a(u, — ¢), donc pour tout n € N, u,, — ¢ = a™(ug — ¢).

3.2.2 Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Propriété. Soient (a,b) € K?\ {(0,0)} et (u,) € KN une suite telle que
Vn € N, uyi0 = atyq + buy,.

On note x(X) = X? —aX — b. On 'appelle le polynome caractéristique de (u,). On
note A = a? + 4b le discriminant de y.

¢ Premier cas. Supposons que A # 0.

Alors y admet deux racines complexes distinctes que 1’on notera A\; et .

Dans ce cas,

3(C1,Cy) €C* YneN, u, = O} + Gy |

Dans le cas particulier oi K = R et ou A < 0, il est parfois (mais pas toujours) utile
d’écrire u,, sous une forme explicitement réelle. Or dans ce cas, Ay € C\ R et Ay = A;.
Posons \; = pe'. Alors, pour tout (C,Cy) € C? et pour tout n € N,
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Ci\Y + Co\y = p™((C 4 C3) cos(nb) + i(Cy — Cs) sin(nh)). On en déduit que
’EI(Dl, Dy) € R* Vn €N, u, = p"(D; cos(nb) + D, sin(n&)).‘

¢ Deuxieme cas. On suppose que A = 0. Alors y admet une racine double dans K,
notée \. Dans ce cas,

13(C1,Co) €K Vn €N, u, = \(C) +nCy).|

Démonstration.
o Notons S = {(vp)ney € CV / Vn € N, v,49 = av,y1 + bv, }. On vérifie que S est
non vide et stable par combinaison linéaire, donc S est un sous-espace vectoriel de CV,
Y S — C?

(Un>n€N — (U[)) Ul) '
On vérifie que, pour tout (vy,), (w,) € Set a € C, p(a(v,)+(w,)) = ap((v,))+e(w,)),
donc ¢ est une application linéaire. De plus, pour tout (o, ) € C?, d’apres le principe
de définition d’une suite par récurrence, il existe une unique suite (v,) € S telle que
vo = a et vy = f, c’est-a-dire telle que ¢((v,)) = («, ), donc ¢ est une bijection. Ainsi
¢ est un isomorphisme, ce qui prouve que dim(S) = dim(C?) = 2.
o Soit A € C. Alors (\")pen € S <= (Vn € N, A" = aA"H 4 D\") <= N\ = a\+D,
donc (A™) € S si et seulement si x(A) = 0.
o  Premier cas : on suppose que A # 0. On note alors A\; et Ay les deux racines
complexes distinctes de x. Montrons que (A}) et (A}) sont deux vecteurs non colinéaires
de S : soit a, f € C tel que a(A}) 4+ B(Ay) = 0. En particulier, pour n =0 et n =1, on
obtient que a+ S =0et aA; + Sy = 0. Donc = —a et 0 = al; — adg. Or A\ # Ag,
donc o = 0 puis f = 0. Ainsi, la famille ((A)", (A})) est une famille libre de S, or
dim(S) = 2, donc c’est une base de S.
Or la suite (u,,) est un vecteur de S, donc il existe bien C}, Cy € C tel que
(un) = C1(A}) 4+ Co(Ny), ce qu'il fallait démontrer dans ce cas.
o Second cas : on suppose que A = (.
On sait alors que l'unique racine de x est A = 3.
(A )pen € S <= (Vn €N, (n+2)A""2 =a(n+ 1)A\"" 4 bnA")

< (Yn € N, 2\""2 = g\"™!) car (\") € S,

donc (nA")pen € S <= 2\ = a, ce qui est vrai.
On vérifie ensuite que ((A"), (nA"™)) est une famille libre de S puis on conclut comme
au premier cas. O

Posons

Exemple. La suite de Fibonacci est définie par : Fy = 0, F; = 1 et, pour tout n € N,

Foio=Foi1 + F,.

Le polynome caractéristique est égal & X2 — X —1 dont les racines sont le nombre d’or,
145

LA

1
et ——, donc il existe a, § € R tels que,
¥

—1)
pour tout n € N, F,, = ap” + 6%.
Les relations Fy = 0, F} = 1 permettent de calculer a et 5. On obtient ainsi que, pour

1 —-1)"
toutnGN,Fn:—<gpn—( )>
(pn
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Suites de vecteurs 3 Suites de complexes

3.2.3 Suites homographiques

Définition et propriété : Soit (u,),en une suite de complexes.

On dit que c’est une suite homographique si et seulement si il existe (a, b, ¢, d) € C tel
auy, +b

cu, +d’

Dans ce cas, voici une "recette” permettant de calculer u,, en fonction de n, sans se
soucier d’éventuelles divisions par 0.

que, pour tout n € N, u,, 1 =

al +b

cl+d
(E) est équivalente a une équation de degré 2.

Premier cas : On suppose que (F) possede deux racines distinctes notées a et f3.

On note (F) I’équation suivante : £ = en I'inconne ¢ € C.

Up — ) . S
Alors en posant v, = — , la suite (v,,) est une suite géométrique.
-«

n
Ceci permet de calculer v, en fonction de n puis d’en déduire u,, en fonction de n.
Second cas : Sinon, (F) admet une unique racine complexe notée a.

1
Alors, en posant v,, = , la suite (v,) est une suite arithmétique.

n
Ceci permet de calculer v, en fonction de n puis d’en déduire u,, en fonction de n.

Démonstration.
cf DM 4. o

u
Premier exemple : On suppose que ug = 2 et que, pour tout n € N, u,1; = 3—;

Exprimer u,, en fonction de n.
Solution : Nous justifierons plus tard que la suite (u,,) est bien définie.

14
Pour cet exemple, (EF) <= ( = o & —20 4+ 20 =0 <= (€ {0,1}.

Unp, . .
Soit n € N, posons v, = (nous justifierons plus tard que, pour tout n € N,
Up —
uTL
u, # 1). Alors v,41 = T — = —v,. De plus, vy = 2,
#1) T T W T 3u,-3 3 P, o
3 — 2u,
u
donc v, = — = " Ainsi, 3"u,, = 2u,, — 2, puis u, = on sait que 2 # 3™).
T p 5 g0 ( que 2 # 3")

Ce résultat permet de deviner que, pour tout n > 1, u, < 0. Or cette propriété est
simple & montrer par récurrence. Ainsi, pour étre rigoureux, on commence par montrer
par récurrence que, pour tout n > 1, u,, est bien défini avec u,, < 0. Ceci démontre que
la suite (u,,) est bien définie et que pour tout n € N, u,, # 1, ce qui valide les calculs.
3y — 2
Second exemple : On suppose que uy = 2 et que, pour tout n € N, u, | = 2"—1
u —
Exprimer w,, en fonction de n. "

Solution : Nous justifierons plus tard que la suite (u,) est bien définie. Pour cet
3 —2
exemple, (E) <:>€:%—1<:>2€2—€:3€—2<:>2€2—4€+2:0<:>€:1.
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1
Soit n € N, posons v, = (nous justifierons plus tard que, pour tout n € N,
Uy —
1 Ny, — 1 2u, — 2+ 1
u, # 1). Alors v,y = 3un_2_1 = ;i_l = uun—l—'— = 2 4+ v,. De plus,
2u, — 1

2n + 2

. Ainsi, (2n+ 1)u, —2n—1 =1, puis u,, = :
n— 1 ( ) P 2n + 1
Ce résultat permet de deviner que, pour tout n € N, u,, > 1. Ainsi, pour étre rigoureux,

on commence par montrer par récurrence que, pour tout n € N, u,, est bien défini avec
u, > 1. Ceci démontre que la suite (u,) est bien définie et que pour tout n € N, u,, # 1,
ce qui valide les calculs.

ug = 2, donc ug est défini et ug > 1.

Soit n € N. Supposons que u,, est défini et que u,, > 1.
20, —1+u, —1 Uy — 1
=14 —-.
2u, — 1 2u, — 1

Or u, > 1, donc u, —1 >0 et 2u,, — 1 > 0. Ainsi, e 1 > 0, puis u, 1 > 1, ce qu’il

n

v9=1,donc v, =2n+1=

Alors u,, # %, donc u,,q est défini De plus, u,,1 =

fallait démontrer.

4 Suites de réels
4.1 Limites infinies

Définition. Soit (x,) une suite de réels. On dit que z,, tend vers +oo lorsque n tend
vers 400 si et seulement si VM >0, IN €N, Yvn > N, z, > M.

On dit que x,, tend vers —oo lorsque n tend vers 400 si et seulement si

VM >0, dNeN, Y/n> N, z, < —M.

Définition. Lorsqu’une suite de réels tend vers +o0o ou —oo, elle est toujours diver-
gente : on dit qu’elle diverge vers +00 ou —oo. On distingue ainsi trois catégories de
suites réelles :
— Les suites convergentes. Ce sont celles qui convergent vers un réel.
— Les suites divergentes de premiere espece. Ce sont celles qui divergent vers +oo
ou —oQ.
— Toutes les autres suites. On dit qu’elles sont divergentes de seconde espece.

Propriété. Si ¢ est une application strictement croissante de N dans N.

On montre par récurrence que, pour tout n € N, p(n) > n, donc ¢(n) - +00.
n——+0oo

Définition. Soit (x,) une suite d'un espace métrique E. On dit que z, . si et
n——+0o0

seulement si d(xg, z,) — +00.
n—+o00

Exemple. z,=71+n — oo.

n—-+o00
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Propriété. Composition des limites :
Soit (x,) une suite d'un espace métrique F qui converge vers £ € E'U{oco}. Soit ¢ une
application de N dans N telle que go(n) —> +00. Alors xym) — L.

+oo n—-+00

Lorsque £ = R, si x, — +0o0 (resp xn — —00), alors Zy,) — 400 (resp :
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o

Tpn) — OO)

n—-+00
Démonstration.
Supposons que ¢ € E.
Soit € > 0. Il existe N' € N tel que pour tout n > N, d(z,,l) < e.
De plus, il existe N € N tel que pour tout n > N, ¢(n) > N'.
Ainsi, pour tout n > N, d(xpm), l) < €.
On procede de méme lorsque ¢ = co. O

Propriété. Soient (x,) une suite d’éléments de E et | € E.
rn, — [ siet seulement si z9, —> [ et 9,41 —> l.

n—-+o0o n—-+o0o —+00
Démonstration.
¢ Supposons que x, —> [. 2n >n — 400, donc 2n — 4o00.
n—4o0o n—-4o00 n—4o0o
De méme, 2n +1 — 400 : par composition des limites, x5, — [ et Tont1 —> [.
n——4oo n—+o0o +oo
¢ Réciproquement, supposons que xs, — et x9,11 —> L.
n—-+o0o n—-+o0o

Pour tout n € N, n € {2 %],2[25+] + 1},
done d(wy, 1) < d(zgz,1) + d(xQLnT—lJ+l, l) — 0.0

n—-+00

Propriété Soient (z,,) une suite d’éléments de E, [ € E et p € N* tels que, pour tout

ie€{0,....,p— 1}, Tpnyi _>—>Ool Alors z,, n_>—+>ool

Démonstration.
Adapter la démonstration précédente. O

Remarque. C’est encore vrai dans le cas de limites infinies.

Propriété. Les propriétés sur les somme et produit de limites se généralisent au cas
des limites infinies, sauf dans certains cas que 1’on appelle des “formes indéterminées”
soit (z,,), (y,) deux suites de réels et £, € {—1,1}.

— Six, — exety, — y€R, alors z,, +y, — €oc.

n—-+oo n—-+o0o n——+o0o
— Six, — eoco et y, — eoo, alors x, +y, — €00, mais x,, — ¥y, est une
n—-+o0o n—-+o0o n—-+o0o

forme indéterminée du type oo — oco.
— Six, — eo0, alors —x,, — —ec.

n——4o00 n—-4o00

— Sixz, — cooet a>0,alors ax, — coo.
n—-+00 n—-+00

— Six, — exety, — (R, alors z,y, —> €00, sauf lorsque ¢ = 0, qui
n—-+o0o n—-+o0o n—-4o00

est une forme indéterminée du type 0 x oco.
— Siz, — eccety, — oo, alorsxnyn —> g€’ o0.

n—-+o0o n—-+o0o +oo
— Siz, — eooalors — — 0.
n—-+o0o Ty n—-+oo
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1
— Siz, — 0" alors — — +o00.

n—-+o0o Tn n—-+4o0o
Remarque. La forme indéterminée du type 0 X oo se décline aussi sous les formes
et 2.
Exemples :
— u, = (n+ %)2 —n? : ¢’est une forme indéterminée du type oo — oo.
En développant, u,, =2 + # — 2.

n—-+o0o
— U, =vn+1-— \/ﬁnjooo, en utilisant la quantité conjuguée.
2n?+n—1 ) ) o0
— u, = —————— : C’est une forme indéterminée du type — = 0 x co. En
n?—3 L 00
- 2+~
factorisant, u, = —"—5"* — 2.
1— o) n—-+o0o

Remarque. Lorsque u, est de la forme u,, = ab", il est indispensable d’écrire
u, = e’ pour étudier sa limite.

En effet, la quantité a®» admet trop de formes indéterminées : oc®, 0° et la sournoise
1+ee,
1 In(1
Par exemple, u, = (14 2)» = ¢"n0+3) 5 ¢ car 22 1
n n—-+o0o T z—0

4.2 limites et relation d’ordre

Principe des gendarmes : Soit (p,), (g,), (g,,) trois suites de réels telles que
— Pour tout n € N, g, < p, < g;,;

— Il existe £ € R tel que g, — Let g, — /.
n— 0o n—-+oo

Alors p,, — /.
n—-+o0o

Démonstration.

Soit € > 0. Il existe Ny, Ny € N tels que,

pour tout n > Ny, |g, — | < € et pour tout n > Ny, |g), — {] < €.
Posons N = max(Ny, Ns). Soit n > N :
(—e<g,<pn<g, <l+e, donc —e <p,—l<e.

Ainsi, pour tout n > N, |p, — | <e.O

Le principe des gendarmes s’adapte aux cas des limites infinies :

Principe des gendarmes : Soit (z,,) et (y,) deux suites de réels.
Si, pour tout n € N, x,, >y, et siy, — +oo, alors z,, — —+o0.

n—-4o00 n—4o0o
Si, pour tout n € N, x,, <, et siy, — —oo, alors z,, — —o0.
n—-4o0 n—+oo

Lemme du tunnel : Soit (u,) une suite de réels qui converge vers ¢ € R.
Soit a,b € R tels que a < £ < b.

Alors il existe N € N tel que pour tout n > N, a < u, < b.

On dit que “u,, €|a, b| a partir d'un certain rang”.
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Démonstration.
Posons ¢ = min(¢ —a,b—¢). € > 0, donc il existe N € N tel que Vi > N, |u,, —{| < ¢.
Soitn>N:a<l—e<u,<l+e<b. O

Exemple. Siwu, — ¢ >0, alors a partir d’un certain rang, u, > 0.
n—-+00

ATTENTION! C’est faux avec des inégalités larges.

Propriété. Passage a la limite dans une inégalité large.
Soit (ay) et (b,) deux suites convergentes de réels telles que, pour tout n € N, a,, < b,.
Alors lim a, < lim b,.

n—-+oo n—+oo
Démonstration.
Posons z,, = b, — a,. Pour tout n ¢ N, x,, > 0et z,, — ¢ € R.

n—-+o0o

Il s’agit de montrer que ¢ > 0.

Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, |z, — {| < e.
En particulier, xty — € <e,donc { > zy — e > —¢.

C’est vrai pour tout € > 0, donc £ > 0. O

Remarque. Cette propriété est encore vraie avec les limites égales a +oo.

Remarque. Avec les notations précédentes, si pour tout n € N, a,, < b,, I'inégalité
stricte n’est pas a priori conservée en passant a la limite.

Par exemple, pour tout n > 1, £ > 0, mais on a vu que lim — = 0.
n n—+oo N,

Propriété. Soit X une partie non vide de R. Il existe une suite (z,) € X" telle que
Ty — sup(X) € RU {400} (resp : =, - inf(X) e RU{—o0}).
n—+o0 n—-+o0

4.3 Suites monotones

Théoréme de la limite monotone : Soit (x,) une suite croissante de réels.

Si (x,) est majorée, alors cette suite est convergente. De plus lim x, = sup x,,.
n——+0oo neN

Si (z,,) n’est pas majorée, alors cette suite est divergente. De plus lim =z, = 4o00.
n—+00

Ainsi, dans tous les cas, on peut écrire que x,, — supz, € RU {+oc}.
n——+o0o neN

Démonstration.
o Premier cas : supposons que (x,) est majorée. {z,/n € N} est une partie non
vide majorée de R, donc d’apres la propriété de la borne supérieure, on peut poser

¢ =supzx, € R.
neN
Soit € > 0. { — € n’est pas un majorant de {z,,/n € N}, donc il existe N € N tel que

(—e<xy </l Soitn>N.Alors xy <z, </l donc/l—e<ux, </

On a bien montré que Ve >0 ,IN € N, Vn > N, |z, — (| < e.

o Deuzieme cas : supposons que (z,) n’est pas majorée. Soit A > 0. A ne majore pas
la suite (x,), donc il existe N € N tel que zy > A. Alors, pour tout n > N, x,, > A.

Ceci montre que z,, — 400.0
n——+0oo
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Théoréme. Soit (z,,) une suite décroissante de réels.

Si (x,,) est minorée, alors cette suite est convergente. De plus lim z, = inf z,.
n—+00 neN

Si (z,) n’est pas minorée, alors cette suite est divergente. De plus liIE Ty, = —00.
n—-+00

Ainsi, dans tous les cas, on peut écrire que x,, — inf x, € RU{—00}.
n—+oo neN

Démonstration.
Appliquer le théoreme précédent a la suite —x,, qui est croissante, ou bien adapter la
démonstration précédente. O

Exemple. Une suite arithmétique de raison r tend vers +oo lorsque r > 0 et vers
—oo lorsque r < 0.

Propriété. Soit (z,) une suite géométrique de réels de raison a, tel que xy # 0.
Notons ¢ le signe de xy.
— Si |a] < 1, alors ,, — 0.

n—-+00
— Sia =1, x, est constante.
— Sia>1,x, — eoc.
n—-+o0o

— Sia < —1, (x,) diverge.

Démonstration.
Pour tout n € N, x,, = a"x.
— Supposons que |a| < 1. Alors |z,+1| = |a||z,| < |z,|, donc la suite (|z,|) est
décroissante et minorée par 0. Ainsi, il existe £ € R tel que |z,,| n:z)of.
Alors |x,11| — ¢, par composition des limites, et |z,.1| = |a||z,|] — |all.
n——+o0o n—-+00

Par unicité de la limite, ¢ = |a|¢, donc ¢ = 0.

— Supposons que a > 1. Alors la suite (xi) est géométrique de raison % avec

\%] < 1, donc mi — 0. De plus 2= est une suite positive, donc 22 — +oc.

n p—+00 %0 p—+oco
— Supposons que a < —1. Alors (|z,|) est géométrique de raison |a| avec |a| > 1,

donc |z, — 400, ce qui prouve que la suite (x,) est divergente.
n—-+4oo

— Lorsque z = —1, la suite (z,,) est égale a ((—1)") : elle diverge.
i

Remarque. Soit (z,,) une suite géométrique de complexes, de raison a € C. Alors la

suite de réels (|z,|) est géométrique de raison |a|, donc lorsque |a| < 1, z, - 0 et
n—-+0o0

lorsque |a| > 1, x, — oc.
n—-+00
Exemple. Soit z € R et n € N. On sait que = est approché par le nombre décimal
x, = 107" 10"z ].
On a |z —x,| <107, donc x,, — .
n——+0o00

Exemple. Reprenons I'exemple de la suite de Fibonacci. On a vu qu’il existe a, 5 € R

1" 1 5)
tels que, pour tout n € N, F}, = a)\"%—,@%, ou A= +T\/— Avec Fy =0et F1 =1,
1 1 /1 5\ "
on calcule que @« = —, donc F,, ~ —< +2\/_) .

V5 V5
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4.4 Suites adjacentes

Définition. Soit (z,) et (y,) deux suites de réels.
On dit qu’elles sont adjacentes si et seulement si
— l'une est croissante,
— l’autre est décroissante
—etx, —y, — 0.

n—-+4o0o

Théoréme. Supposons que (z,) et (y,) sont deux suites adjacentes, ou (z,) est
croissante.

Alors ces deux suites convergent vers une limite commune ¢ € R.

De plus, pour tout (p,q) € N2, z, < < y,.

Démonstration.

En tant que suite convergente, (x, — y,) est majorée, donc il existe A € R tel que,
pour tout n € N, z,, —y, < A. Ainsi, z, < A+ y, < A+ yo, car la suite (y,) est
décroissante. (z,,) est donc une suite croissante majorée. De méme, on montre que (y,,)
est décroissante minorée. Ainsi (z,,) et (y,) convergent. De plus, x,, —y, —> 0, donc

n—-+0o
lim z, = lim w,. En notant ¢ cette limite commune,
n—-+o0o n—-+oo
¢ = sup z,, = inf y,, donc pour tout (p,q) € N? z, <1<y, O

Théoreme des segments emboités : Un segment dans R est un intervalle de la
forme [a, b] avec a,b € R et a < b.
Soit (I,)nen une suite de segments, décroissante au sens de l'inclusion, dont les lon-

gueurs tendent vers 0. Alors m I,, est un singleton.
neN
Démonstration.
Pour tout n € N, il existe a,, b, € R tels que a, < b, et I, = [a,, b,].
I, C I, donc a, < apyiq < by < by,. De plus la longueur de [, est égale a b, — a,,
donc les deux suites (a,) et (b,) sont adjacentes. Il existe donc ¢ € R tel que a,, — ¢

n—-+4o00
et b, — /.
n—-+0o00
Pour tout n € N, a,, < ¢ <b,, donc £ € ﬂ I,.
neN
Six € ﬂ I,,, alors pour tout n € N, a, < x < b,, donc en passant a la limite,
neN

(<x </l puisx=~/(0O
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5 Les suites extraites

Notation. Jusqu’a la fin de ce cours, on fixe un espace vectoriel normé noté FE, sa
norme étant notée ||.|| et sa distance associée d.

Définition. Soit (x,) une suite de vecteurs de E. On appelle sous-suite ou suite
extraite de (z,) toute suite de la forme (2,(,)), ot ¢ : N — N est une application
strictement croissante.

On dit alors que ¢ est une extraction ou bien une extractrice. On dira aussi que (2y(n))
est une extraction de (z,,).

Propriété. Si la suite (z,) € EN converge, toute suite extraite de (z,,) converge vers
la méme limite.

Démonstration.
On suppose qu’il existe [ € E telle que x, —+> [. Soit ¢ : N — N une applica-
n—-+0oo
tion strictement croissante. p(n) > n —+> 400, donc par composition des limites,
n—-+0o0

T — [.O
@(”)n—>+oo

Remarque. Cette propriété se généralise au cas des limites infinies.

Propriété. Une suite extraite d'une suite extraite de (x,) € EN est encore une suite
extraite de ().

Démonstration.

Soit (zy(n)) une suite extraite de (z,). Pour tout n € N,

POSONS Y, = Ty(n). Une suite extraite de (y,) est une suite de la forme (yy(,)), ot

¥ : N — N est une application strictement croissante.

Pour tout n € N, yy(n) = Tpw(n)) = Tpow(n), or ¢ © ¥ est une application de N dans N
strictement croissante, donc la suite (yw(,)) est une suite extraite de (x,). O

Définition. Soit (x,) une suite de points de E.
On appelle valeur d’adhérence de la suite (x,,) toute limite d’une suite extraite de (zy,).

Remarque. La limite d'une suite convergente est son unique valeur d’adhérence.
Si une suite admet au moins deux valeurs d’adhérence distinctes, elle est divergente.

Exemple. Soit (z,) € CN une suite périodique de complexes de période p € N*.
C’est-a-dire que pour tout n € N, x4, = z,. Alors les valeurs d’adhérence de (z,,)
sont g, 1, ..., Tp_1.

Pour tout n € N, posons y,, = x,, + n;—i—l Les valeurs d’adhérence de (y,) sont encore
0, T1y -y Tp_1.

Démonstration.

e Soit i € {0,...,p — 1}. La suite (Zypti)nen est extraite de (z,). De plus elle est
constante et égale a x;, donc elle converge vers z;. Ainsi z; est une valeur d’adhérence

de (z,).
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Réciproquement, soit a € C une valeur d’adhérence de (z,,). il existe une suite ()
extraite de (x,) qui converge vers a. Il existe v € R, tel que « est strictement inférieur
a toutes les distances entre deux éléments distincts de {zo, ..., z,-1}.
Il existe N € N tel que, pour tout n > N, d(x@ n), @) < 5.
Il existe ig € {0,...,p — 1} tel que z,n) =
Soit n > N. Supposons que Ty(n) = Tj,- Alors
A(Tpnt1)s Tip) < Ad(Tpmi), a) +d(a, pmy) < a, done par définition de o, Tymi1) = T4 -
Ainsi, on montre par récurrence que la suite (2,(,)) stationne sur z;,, donc a = x;,.

1

p(n) +1°
donc (Zy(m)) et (Yy(m)) ont méme nature et, en cas de convergence, méme limite. On en
déduit que les deux suites (z,,) et (y,) ont le méme ensemble de valeurs d’adhérence.
m

e Sip : N — Nest une application strictement croissante, yy(n) = Tp(n) +

Propriété. (hors programme).
Soient (z,) une suite de vecteurs de E et a € E. Les propriétés suivantes sont
équivalentes :

i) a est une valeur d’adhérence de (z,,).

ii) Ve e R VN € N In > N d(z,,a) < ¢.

iii) Ve > 0 Card({n € N/z,, € B,(a,e)}) = +oc.
Démonstration.
e Commencons par montrer que i) <= iii).
{n € N/z, € B,(a,e)} est une partie de N, donc elle est de cardinal infini si et
seulement si elle n’est pas majorée, c’est-a-dire si et seulement si aucun N € N ne
majore {n € N/x, € B,(a,e)}. Ainsi, Card({n € N/z, € B,(a,e)}) = 400 si et
seulement si, pour tout N € N, il existe n > N tel que z,, € B,(a,¢), c’est-a-dire tel
que ||z, —al| <e.
e Montrons que i) = iii).
Supposons que a est une valeur d’adhérence de (z,). Ainsi il existe une application

strictement croissante ¢ : N — N telle que x,,) —+> a.
—+00

Soit € > 0. Il existe NV € N tel que Vn > N d(z,(),a) < €, donc

©([N,+c[NN) C {n € N/x, € B,(a,e)}, or ¢ est injective et [N, +oo[N est un
ensemble de cardinal infini, donc on a prouvé 7).

e Montrons que ii) = i).

Supposons que Ve € R} VN € N In > N d(z,,a) < e.

Avec e =1 et N =0, il existe p(0) > 0 tel que d(z,(y,a) < 1.

Puis avec € = 5 et N = ¢(0) + 1, il existe ¢(1) > ¢(0) tel que d(zyq),a) < 3.

Pour k£ > 1, supposons construits ¢(0), ¢(1), ..., (k) des entiers tels que
1
0(0) < p(l) < <p(k)et Vh € {0,...,k} d(ww(h),a) S
1
Avec e = " et N = ¢(k)+1, il existe p(k+1) > ¢(k) tel que d(Zpi1),a) < o
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On construit ainsi une application ¢ : N — N, strictement croissante telle que
— 0

Vn € N d(zom,a) < .
n €N d(zem,a) < g =2

Tym) — a, donc a est une valeur d’adhérence de la suite (x,). O
n——+00

Théoreme de Bolzano-Weierstrass, cas réel :
Toute suite bornée de réels possede au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration.

o Premiere démonstration avec la notion de limsup :

Soit (z,)nen une suite bornée de réels.

Il existe a,b € R avec a < b tels que, pour tout n € N, z,, € [a, b].

Soit n € N : X, 2 {z,/p > n} est une partie non vide de R majorée par b, donc on

peut poser y, = sup(X,,).

De plus, {z,/p > n+ 1} C {z,/p > n}, donc y,+1 < y,. Ainsi (y,) est une suite
décroissante minorée par a. Elle converge vers une limite notée y € [a, b].

Montrons que y est une valeur d’adhérence de (z,,) :

Soit € > 0 et N € N : d’apres la propriété précédente, il s’agit de montrer qu’il existe
k> N tel que d(xy,y) < e.

Or ¥, Ty donc il existe h > N tel que d(yx,y) < 5.

Mais yp, = ililf? Ty, donc y, — § ne majore pas {xy/k > h}, donc il existe k > h tel que
Yn — 5 < xp < yp. Ainsi d(yp, zp) < 5, puis d(zy, y) < d(zg, yn) + d(yn, y) < e.

o Seconde démonstration par dichotomie :

Soit (u,) une suite bornée de réels.

Il existe mg, My € R tels que pour tout n € N, u,, € [mg, My].

Posons Iy = [mg, My]. On coupe ce segment en son milieu en deux segments

J = [mo, M] et K = [%NIO,MO]

2

Si{n € N / u, € J} est infini, on pose I; = [my, mo;Mo]‘

Sinon, alors {n € N / u, € K} est infini et on pose I; = [ZeEMo Afy].
On itere ce procédé, pour construire une suite de segments (I )gen : Supposons construits
Iy, ..., I des segments tels que

f]kCIk,1C"'CIQ;

— Pour tout h € {0, ..., k}, la longueur de I est égale a w :
— Pour tout h € {0,...,k}, {n € N / u, € I} est infini.

On note I = [my, My] et on pose J = [my, M) ot K = [ZatMe Ap].

Si{n €N /u, € J} est infini, on pose [y = [my, ZeEMe].

Sinon, alors {n € N / u, € K} est infini et on pose Iy = [ V).

Alors la suite (1o, . . ., Iy, 1) vérifie encore les trois propriétés précédentes. Par récurrence,

on construit ainsi une suite (Ix)ren de segments emboités dont la longueur tend vers

0, et telle que, pour tout k € N, {n € N / u,, € I} est infini.

D’apres le théoreme des segments emboités, ﬂ I, est un singleton que 1'on note {¢}.
keN
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Montrons que ¢ est une valeur d’adhérence de la suite (uy,).

Soit € > 0 et N € N. Il existe £ € N tel que la longueur de I, est inférieure a e.
{n € N / u, € I} n’est pas majoré, donc il existe n > N tel que u,, € I. Alors u, et
¢ sont dans I, donc |u, — ¢| < ¢, ce qu’il fallait démontrer.

o Troisiéme démonstration par le lemme des pics (di a Erdds) :

Le lemme des pics établit que de toute suite de réels, on peut extraire une suite mono-
tone. En particulier, lorsque la suite est bornée, on peut extraire une suite monotone
et bornée qui converge donc, ce qui prouve que toute suite bornée possede au moins
une valeur d’adhérence.

Soit (u,) une suite de réels. Pour comprendre la démonstration qui suit, on peut imagi-
ner que, dans un paysage fait d’une infinité de pics alignés d’Ouest en Est, avec au loin
la mer, I'horizon et le soleil levant, u, désigne ’altitude du n-ieme pic. On considere
I’ensemble des pics dont le sommet est éclairé par la lumiere rasante du soleil levant.
Si cet ensemble est fini, a partir d’un certain rang N, plus aucun sommet n’est éclairé,
donc chaque sommet n avec n > N est caché par un sommet m > n, ce qui permet
d’extraire une suite croissante. Si cet ensemble est infini, pour tout entier n, il existe
m > n tel que le pic m est éclairé, c’est-a-dire tel que tous les pics k avec k > m sont
d’altitudes inférieures. On peut alors extraire une suite décroissante.

Quittons la poésie et formalisons.

Premier cas : 1l existe N € N tel que, pour tout n > N, il existe p > n tel que u, > u,.
On pose p(0) = N. Il existe p(1) > p(0) tel que uy1y > upe). Puis, avec n = (1),
il existe ¢(2) > (1) tel que upe) > ugya). On construit ainsi par récurrence une suite
(¢(k))ken strictement croissante telle que la suite extraite (uy(n))nen €st croissante.

Second cas : Sinon, pour tout N € N, il existe n > N tel que, pour tout p > n, u, < u,.
Avec N =0, il existe donc ¢(0) € N tel que, pour tout p > ¢(0), u, < ug().

Avec N = ¢(0) + 1, il existe ¢(1) > ¢(0) tel que, pour tout p > (1), u, < upn).

On construit ainsi par récurrence une suite (¢(k))ren strictement croissante telle que,
pour tout k € N et pour tout p > ¢(k), u, < u,m. En particulier, pour tout & € N,
Up(kt1) < Up(k), donc la suite extraite () )nen st décroissante. O

Remarque. Si (z,) est une suite de réels, on note limsup x,, = lim (supxz;) € R et
n—-+oo n—=>+00 k>p

liminf z, = lim (inf z5) € R. Ce sont des valeurs d’adhérence dans R, au sens qu’il

n—-+00 n—-+oo k>n

existe des extractions de (x,) qui convergent vers ces quantités. De plus, limsup x,, est
n—+o0o

la plus grande des valeurs d’adhérence et limJirnf x, est la plus petite.
n—-+0oo

Théoreme de Bolzano-Weierstrass, cas complexe :
Toute suite bornée de complexes possede au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration.

Soit (2,) € CN une suite bornée. Posons z,, = Re(z,) et y, = Im(z,) : ce sont deux
suites bornées de réels.

Il existe une extraction (z,(,)) qui converge vers un réel z.
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La suite (y,(n)) est une suite bornée de réels, donc il existe une extraction (Yy(w(n)))
qui converge vers un réel y.

Par composition des limites, Ty (n)) —+> x, donc zy(w(n)) —+> r+1y. O
n—-+0o0o n—-—+0oo

Théoreme de Bolzano-Weierstrass, cas d’un espace vectoriel de dimension
finie : On pose K = R ou K = C. Alors, dans un K-espace vectoriel de dimension finie,
toute suite bornée de vecteurs possede au moins une valeur d’adhérence.

Démonstration.

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et e = (e, ..., ¢e,) est une base de E.
Nous démontrerons plus tard que, sur un espace vectoriel de dimension finie, toutes
les normes sont équivalentes, donc il n’est pas nécessaire de préciser dans 1’énoncé de
cette propriété quelle norme sur E est utilisée, et, pour en faire la démonstration, on
peut choisir sur £ la norme que nous voulons.

Choisissons donc sur F la norme définie par la relation suivante :

q q

pour tout y = Z yiei € E, |yl = Z lyi|. (le fait que ||.|| est effectivement une norme
i=1 i=1

sur F est laissé en exercice).

Soit (z,,) € EN une suite bornée de vecteurs de E.

q
Pour tout n € N, posons z,, = E Tn,i€i-
1

i—
Par hypothese, il existe M € R, tel que, pour tout n € N, ||x,| < M.

Alors, pour tout i € N, pour tout n € N, |z,,;] < ||z,|| < M, donc les ¢ suites de
scalaires (z,;)nen sont bornées, ainsi que toutes leurs suites extraites.

En particulier, d’apres les versions précédentes du théoreme de Bolzano-Weierstrass, il
existe une extraction (2, (n)1) de la suite (1), qui converge vers un scalaire, que I'on
notera ¢;.

La suite (2y,(n)2) est une suite bornée de scalaires, donc il existe une extraction
(T4, (p2(n)),2) Qui converge vers un scalaire, que 1'on notera /5.

Par récurrence, on construit ainsi ¢ applications ¢y, ..., ¢, strictement croissantes de
N dans N, telles que, pour tout ¢ € Ny, T o..0p;(n),i njoo l; e K.

Alors, d’apres les propriétés du cours sur les suites extraites, pour tout i € N,
Ty (n),i njoo l;, ou l'on a pose U = 1 0---0 ¢,

Ainsi, d’apres le théoreme d’une suite a valeurs dans un espace vectoriel de dimension

n—+4o00 £

q
finie, xy@) — Z&-ei, ce qu’il fallait démontrer. O
=1
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6 Suites de Cauchy (hors programme)

Définition. Soit (z,,) € EV.
C’est une suite de Cauchy si et seulement si
Vee RL ANeN Vp> N Vg> N d(z,,2,) <e.

Propriété. Si ||.|" est une norme équivalente a ||.||, une suite (x,) de vecteurs de F
est une suite de Cauchy pour ||.||" si et seulement si ¢’est une suite de Cauchy pour ||.]|.

Propriété. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

Démonstration.
Soient (z,) € EN et x € E tels que z,, — .

n——4o0o

Soit € > 0. Il existe N € N tel que pour tout n > N d(z,,z) <
Sip>Netqg>N,dxy,x,) <d(xy,x)+dzg,z)<e. O

Propriété. ’Toute suite de Cauchy de E est bornée.‘

£
5

Démonstration.
Soit (z,,) une suite de Cauchy de E.
Il existe N € N tel que pour tout p > N et ¢ > N, d(z,z,) < 1.

Posons M = max(1,0<m<a]%< ) (Zn,zN)). Pour tout n € N, d(z,,zn) < M, donc la

suite (x,) est bornée. O

Propriété. Si une suite de Cauchy possede une valeur d’adhérence alors elle est
convergente.

Démonstration.

Soit (z,,) une suite de Cauchy de E possédant une valeur d’adhérence a € F.
Soit € > 0. Il existe N € N tel que, pour tout p,q > N, d(zp, 7,) < 5.

a est une valeur d’adhérence de (z,), donc il existe ¢ > N tel que d(z,,a) <
pour tout p > N, d(xp,a) < d(xp, xy) + d(zg,a) < e.

Ceci démontre que x,, — a. O
n—-+o0o

e A
5. Ainsi,

Définition. On dit qu'un espace métrique E est complet si et seulement si toute suite
de Cauchy de E est convergente.

Théoreme. Si toute suite bornée de E possede au moins une valeur d’adhérence,
alors E est complet.

Démonstration.
Soit (z,) une suite de Cauchy de E. Elle est bornée, donc elle admet une valeur

d’adhérence x. On sait alors que x, — z.D
n—-+00

Théoreme. Tout espace vectoriel de dimension finie sur R ou C est complet.
Démonstration.
C’est une conséquence du théoreme de Bolzano-Weierstrass. O

Remarque. En posant, pour tout z,y € Q, d(x,y) = |x—y| € Q,, on peut considérer
que Q est un espace métrique.
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Soit @ € R\ Q. Pour tout n € N*, il existe o, € Q tel que a < a, < a0 + %, donc

a, —> «:en tant que suite de réels, (a;,) converge vers le réel a. Ainsi, (o) est une
n—-+0o

suite de Cauchy dans R, donc c¢’est une suite de Cauchy dans Q.

Cependant, d’apres I'unicité de la limite, («,) ne converge pas dans Q car a ¢ Q.
Ainsi, () est dans Q une suite de Cauchy qui diverge : Q n’est pas complet et R est
une complétion de Q : en effet, une construction classique de R a partir de Q consiste
a “ajouter” a Q les limites de ses suites de Cauchy.
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