DM 32
Un corrigé.

Partie I : Non complétude de Q

1°) D’apres la définition d’une suite de Cauchy, avec € = 1, il existe NV € N tel que,
pour tout p,q > N, |u, —u,| < 1. En particulier, pour tout p > N, |u, —ux| < 1, puis
d’apres le corollaire de I'inégalité triangulaire, connu sur Q, |u,| <1+ |un|.

Posons M = max(1 + |UN|7OI5%>](V |u;|). Alors, pour tout p € N, |u,| < M, donc la suite

(uy) est bornée.

2°) QY est un Q-espace vectoriel d’apres le cours, donc il suffit de montrer que
I'ensemble S des suites de Cauchy de QY en est un Q-sous-espace vectoriel.

Il est clair que la suite constamment nulle est de Cauchy, donc S # 0.

Soit (uy,) et (v,) deux suites de Cauchy de rationnels et soit a € Q.

Posons (w,,) = a(uy,) + (v,) = (au, + v,,).

£
Soit € € Q. Il existe Ny, N2 € N tels que, pour tout p, g > Ny, |up—uq|§1+| |
a
t pour tout p,q > No, | <
et pour tout p,q > No, |v, — v,] < ———.
p b, q 2, |Up q 1+|a|

Posons N = max(Ny, Ny). Soit p, g € N tels que p,q > N. Alors

|wp - wq| < |O‘Hup - uq’ + |U;n - Uq| < (1+lal)

14 |¢f
Ceci prouve que (w,) € S, donc S est non vide et stable par combinaison linéaire, ce
qu’il fallait démontrer.

3°)  Soit ¢ € Q. Posons ¢
Soit n > N. Alors |%—0| = % <

_ P
- ’
]Y<p_ d 1

NSy =¢,donc — 0.

n—-+00

4°) Soit € € Q* . Il existe N € N tel que, pour tout n > N, |u,, — ¢ <
Soit p,q > N. |up_uq| = |(up_£)_(uq_€)| < |up_£|+|uq_£| < §+
Ainsi, (u,) est une suite de Cauchy de Q.

NI N,

Remarque. La notation "¢ = lirf u,” n’est acceptable que §’il y a unicité de la
n——+0o0

limite, ce que nous allons démontrer. On suppose donc que u,, — et u, — ¢ et
n—+o0o n—-+o0o



il s’agit de montrer que ¢ = ¢’. Ainsi, la limite ¢ lorsqu’elle existe ne dépend que de la

suite (u,) et on peut noter £ = lim w,.
n—-+oo
¢ =1

Supposons que £ # (' et posons € = € Q1. Il existe N, N" € N tels que, pour

tout n > N, |u, — €| < § et pour tout n > N’, ju, — /| < 5. Avec n = max(N, N'), on

(=0
obtient\E—K’]:\(un—ﬁ)—(un—é’)\§|un—€\+\un—€’]§5,donc\€—€’]§| 5 |,

or [ — | € QF, donc 1 < % ce qui est faux. Ainsi, £ = /.

5°)  a) Il est clair que la suite identiquement nulle converge vers 0, donc C # (). Soit
(un), (v,) € C et @ € Q. Notons £ = lim u, et ' = lim wv,.

n—-+o0o n—-+00
Posons (wy,) = a(u,) + (v,) = (qu, + vy,).

Soit € € Q. Il existe Ny, N2 € N tels que, pour tout n > Ny, |u, — (] < 1+8| |
a
€

et pour tout n > N, |v, — | < .

P = < T
Posons N = max(Ny, Ny). Soit n > N. Alors

5

wy, — (el + )] < lallu, =+ v, =0 < (1+|a])—— ==¢

| ( )| < laf| |+ | <( H>1+|a]

Ceci prouve que (w,) € C (avec wy, = al + ('), donc C est non vide et stable par
n—-+0oo

combinaison linéaire, ce qu’il fallait démontrer.
b) La question précédente prouve en particulier que
fla(un) + (v)) =l + 0 = af((u)) + f((vs)), donc f est une application linéaire de
C dans le corps Q, or C est un Q-espace vectoriel , donc f est une forme linéaire.
c)
o Montrons que “<” est une relation d’ordre sur Q.
— Soit (u,) € QY. Pour tout n € N, u,, < u,, donc (u,) < (u,), ce qui prouve la
réflexivité.
— Soit (uy), (v,) € QN telles que (u,) < (v,) et (v,) < (u,). Ainsi, pour tout
n €N, u, <wv, et v, <u,, donc u, = v,. On en déduit que (u,) = (v,), donc
“<” est une relation antisymétrique sur QV.
— Soit (uy), (vn), (w,) € QY telles que (u,) < (v,) et (v,) < (wy,). Ainsi, pour tout
neN, u, <wv, et v, <w,, donc u, < w,. On en déduit que (u,) < (w,), donc
“<” est une relation transitive sur Q.
En conclusion, “<” est une relation d’ordre sur Q.
o Posons ug =0, u; =1, vg =1, v1 = 0 et pour tout n > 2, v, = v, =0.
uy < vg, donc = ((u,) > (vy)). ug > vy, donc =((u,) < (v,)). Ainsi les deux suites (uy,)
et (v,) ne sont pas comparables. Ceci prouve que “<” est une relation d’ordre partielle
sur QN.

o Soit (uy), (v,) € C telles que, pour tout n € N, u,, < v,. Notons £ = lim wu, et

n——+o0o
¢ = lim wv,. Pour montrer que f est croissante, il suffit de montrer que £ < ¢'.
n——+00
Posons w,, = v, —u, : pour tout n € N, w,, > 0 et d’apres la question b), w, — ¢ —¢.

n—-+oo



Soit ¢ € Q. Il existe N € N tel que, pour tout n > N, |w, — (' = {)] < e. En
particulier, wy — ¢ + ¢ < e, donc V' — € > wy — e > —e, car wy > 0.
Ainsi, pour tout e € Q* , £ — ¢/ < e.

U

si ¢ — /¢ >0, alors en posant ¢ = ,onal—/{ >¢e, doncl— /¢ <0, ce qu’il fallait

démontrer.
6°)
o Lemme 1 : Pour tout k € N, 28 > k + 1.

En effet, d’apres la formule du binome de Newton, pour tout k € N,
k

k
2kzz<’;>221:k+1.
h=0

h=0
o Lemme 2 : Pour tout k € N*, k! > 21,
k k
En effet, soit k € N*. Alors k! = H h > H2 = ok
h=2 h=2

o Soit € € QF. D’apres la question 3, 15 0, donc il existe N € N* tel que, pour

" p—+oco
toutnzN,%gg.
Soit p,q > N. On veut montrer que |s, — s,| < . Sans perte de généralité, on peut

supposer que ¢ > p.

~ (D DU IR
Z —4— donc par inéga ité triangulaire, |s, — s,| < Z 7 puis
=p+1 k=p+1

q 1 1
1 Ly _ (Llyg
d’apres le lemme 2, |s;, — s,| < Z T = (2)1 — §2>
k=p+1
1.Or p > N, donc £ <e. Ainsi, |s, — s,| < . Ceci démontre que (s,,) est une suite de
P

Cauchy de rationnels.

Alors s, — s, =
k

1
< < — d’apres le lemme
2r-1 — p

1 1
7°) Soit n € N. S, 413 — Sopp1 = — 2n 1 3) + on 2 > 0, donc la suite (S2,41)

est croissante.
Fixons n € N. Pour tout p > n, sg,41 > S2n41, Or €n passant aux “c”, on peut montrer

N . a
que Sapq1 p_>—+>00 7, donc d’apres la question 5.c, 7 > Sopiil-

a
De plus, sg,11 > s1 =0, donc pour tout n € N, 0 < 59,11 < 7

De méme, on montre que la suite (sa,) est décroissante, donc que, pour tout n € N,

a
S2n Z g
8°)  En multipliant ces inégalités par (2n)!b, on obtient
b 2L (—1)k(2n)b
(2n)!s9,b — ST < (2n)la < (2n)!s9,b, or (2n)!se,b = ;% € Z, et
b

(2n)la € Z, donc des que

T 1‘ < 1, (2n)la = (2n)!sq,b. Ceci prouve que la suite

(s2n,) est constante & partir d’un certain rang.



1 1
C’est faux car so, — Sopia = G i) — 1 2) > 0. Ainsi la suite de Cauchy (s,)

ne converge pas dans Q.

Partie II : définition du corps des réels

9°)

o Soit (uy), (v,) € S. 1l s’agit de montrer que (u,v,) est une suite de Cauchy.
D’apres la question 1, il existe My, My € Q4 tels que,

pour tout n € N, |u,| < M et |v,]| < Ms.

5
Soit € € Q* . 1l existe Ny, Ny € N tels que, pour tout p,q > Ny, |u, — uy| < ———
Q. 1, N que, p p,q > Ny, |uy, q|_2(M2+1>
t pour tout > Ny, v, — v, < c
e ,q > No, — ] < —rvr.
Posons N = max(Ny, Ny). Soit p,q > N.
[upty — Ugvg| = |Uupvy — Upvy + UV — UGV,

< |up||vp - Uql + |Uq|’up - uq|
€ €
< M—t+ My———
oMy +1) T TP2(My + 1)
< e, ce qu’il fallait démontrer.

o Montrons que S est une Q-algebre commutative (sans considérer comme connu le
fait que QN est une Q-algébre commutative).
— Pour tout (uy,), (vn) € S, (un) X (vn) = (upvy) = (v,) X (uy), donc le produit
est commutatif.
— Posons 1 = (1),en. On vérifie que pour tout (u,) € S, (u,) X 1 = (u,), donc 1
est élément neutre.
— Pour tout (uy,), (v,), (w,) € S,
((un) X (v5)) X (wy) = (U X vy X wy) = (up) X ((vy) X (wy)), donc le produit
est associatif.
— Avec les mémes notations,
((un) + (vg)) X (wn) = (Upwy + Vawy) = (un) X (wy) + (v,) X (wy,), done le
produit est distributif par rapport a ’addition.
On a déja vu que S est un sous-espace vectoriel, donc un sous-groupe de QN, donc ce
qui précede montre que c’est un anneau.
De plus, pour tout (uy,), (v,) € S, pour tout o € Q,
a.((uy) X (v,)) = (Quuvy) = (a.(uy)) X (v,) = (un) X (.(vy,)), done S est bien une
Q-algebre commutative.

10°) I = Ker(f), donc I est un sous-espace vectoriel de C, donc de S.
En particulier, I est non vide et stable pour I'addition.
Soit (u,) € I et (v,) € S. D’apres la question 1, il existe M € Q. tel que, pour tout
n €N, |v,| < M. Ainsi, |u,v,| < M|u,| : en passant aux epsilons, on montre aisément
que u,v, — 0, donc (u,) x (v,) € I.

n—r—+oo



Ceci démontre que I est un idéal de I'anneau S.

11°)  a)

— J est un sous-espace vectoriel de A, donc 0 € J. Ainsi, pour touta € A, a—a € J
et a R a. Ceci prouve que R est réflexive.

— Soit a,b € A tels que a R b. Ainsi, b —a € J, or J est un sous-espace vectoriel
de A, donca—0b€ Jetb R a. Ceci prouve que R est symétrique.

— Soit a,b,c € Atelsquea Rbet b Rc. Ainsi,b—a € Jetc—be J, or J est
stable pour 'addition, donc ¢ —a = (¢ —b) + (b—a) € J et a R c. Ceci prouve
que R est transitive.

En conclusion, R est bien une relation d’équivalence.
Soit a € A. Pourtoutbe A,bea<—=b—acJ<=bca+J,
donca=a+J={a+j/jeJ}
b)
o Il faut d’abord montrer que ces trois lois sont correctement définies, ¢’est-a-dire que,
pour tout a,b € A et o € Q, les quantités a + b, a x b et @.a ne dépendent que «, @ et
b. Soit a’ b’EAtelsquea—a et b="0.

— aa—ad =afla—d) € Jcara—a € J et J est un sous-espace vectoriel. Ainsi,
aa = aa’. Ceci prouve que aa ne dépend que de « et de a.

— De méme, (a+b) — (¢’ +0)=(a—a)+(b—=V) e J,donca+b=a +1.

— Enfin, (ab) — (') = ab —ab + abl —ad'b/ = a(b—1V) + (a — )b’ € J, car J est
un idéal de A, donc ab = a'V'.

o Montrons que A/J est une Q-algebre commutative.
Soit a,b,c € A et a, 5 € Q.
— Montrons que (A/J,+) est un groupe commutatitf :
— @+b=a+b=b+a, donc 'addition est commutative.
— @+ 0 =a, donc 0 est élément neutre pour I'addition.
— a+ (l_) +¢) =a+b+c=(a+b)+¢ donc I'addition est associative.
— @+ —a =0, donc —a est le symétrique de @.
— Montrons que (A/ J,+, X) est un anneau commutatif :
— @ x b=ab=>bxa, donc la multiplication est commutative.
— ax(bx¢ =axbxc=(axb) x¢, donc la multiplication est associative.
— 1 xa=a, donc 1 est neutre pour la multiplication.
— ax (b+¢) = ab+ ac = (@xb)+(ax¢c), donc la multiplication est distributive
par rapport a l’addition.
— Montrons que (A/J,+,.) est un Q-espace vectoriel :

— (af).a = a.(f.a).
— Montrons que (A/J,+, X,.) est une Q-algebre :
a.(@x b) = (aa) x b=a x (a.b).

12°) a)Ona—-(VeecQt, INeN, Vn> N, |u,| <¢), donc

5



il existe € € Q7 tel que pour tout NV € N, il existe n > N tel que |u,| > .

De plus, (u,) est une suite de Cauchy de rationnels, donc il existe ng € N tel que, pour
tout p,q > no, |up, — ug| < 5.

Avec N = ny, il existe ny > ng tel que |u,,| > €.

Alors, pour tout n > ng, € < |up,| < |un, — Un| + |tn| < 5 + |uy,|, done pour tout
n > ng, |u,| > 5. Ainsi, a = § convient.

b) Soit € € Q*. Il existe N > ny tel que, pour tout p,q > N, |z, — z,] < a?e. Soit

[Ty — @q| _ [mp — 74
,q>N. |y, —y,| = < ¢, donc €s.
p:q = N. |yp — yq oo S S ne (yn)
13°) R est un anneau commutatif non réduit a {0}, donc il suffit de montrer que,

pour tout = € R\ {0}, il existe y € R tel que zy = 1.

Soit z € R\{0}. Il existe (z,) € S tel que z = (). = # 0, donc (z,,) ¢ I. Alors d’aprés
la question 12.a, il existe a € Q% et ng € N tels que, pour tout n > ng, o < |z,|.
Considérons alors la suite (y,,) définie en question 12.b. (y,) € S, donc on peut poser

y= (yn) € R.

Pour tout n > ng, z,y, = 1, donc x,y, — 1. Ainsi, (2,4, — 1)nen € I, ce qui peut
n—-+o0o

s’écrire (x,) X (y,) — 1 = 0 ou encore zy = 1.
Ainsi, R est bien un corps.

14°) Pour tout x € Q, j(z) = (2)nen, 00 ()nen désigne la suite constante égale a
x, qui est bien de Cauchy, car convergente dans Q. On vérifie aisément que, pour tout
z,y € Q, pour tout a € Q, j(1) = (1)pen = g, j(T +y) = (@ +Y)nen = j(x) + 7 (y),
Jjlax) = aj(z) et j(zy) = j(z) X j(y), donc j est un morphisme de Q-algebres.

Soit x € Ker(j). Ainsi (2),eny = 0, donc (2)nen € I, puis = 0. Ceci prouve que j est
injective.

Partie III : ’ordre naturel sur R

15°) Il faut montrer que la propriété
"Ja € QF, dng €N, Vn >ng, x, > a” ne dépend que de x et non de la suite (z,,).

On suppose donc que cette propriété est vraie et que x = (z,,) = (yn), ou (z,,), (yn) € S.

Il s’agit de montrer la méme propriété pour la suite (y,,).

(xn) = (Yn), donc z,, — y, —+> 0. Ainsi, il existe N’ € N tel que, pour tout n > N’,
n—-+0o0o

|z —yn| < 5.
Posons N = max(N’,ng). Pour tout n > N,

Un = Tn + (Yn — Tn) > @ — |, —yn| > @ — § = 5, ce qu’il fallait démontrer.

2
16°)
— < est clairement réflexive : pour tout r € R, z < z.
— Soit z,y € R tels que x < y et y < z. Supposons que x # y. Alors x —y et y —x
sont tous deux strictement positifs. Or il existe (z,,) € S telle que © — y = (z,).
On sait alors que y —x = (—2,), donc il existe ng,n; € N et ai,ay € QF tels
que, pour tout n > ng, 2z, > a1 et pour tout n > ns9, —2z, > Qs.

6



Posons ny = max(ng, ny). Alors z,, > 0 (dans Q) et —z,, > 0. C’est impossible
car <g est une relation d’ordre sur Q.
Ainsi, x = y et <g est antisymétrique.

— Soit z,y,z € Rtelsque x <y ety < z.
Sixz=youy=z, il est alors évident que z < z.
Supposons maintenant que x # y et y # z.
Alors y — x et z — y sont strictement positifs.
Il existe (), (Un), (22) € S telles que = = (z,,), ¥y = (yn) €t 2 = (2p).
Il existe a, f € QF et p,q € N tels que, pour tout n > p, y, — x, > « et pour
tout n > q, z, —y, > B.
Alors, pour tout n > max(p, q), 2, — Tn = (2n — Yn) + (Yo — Tn) > a+ G, ce qui
prouve que z — x est strictement positif, donc que = < z.
Ceci démontre que < est transitive.

En conclusion, <g est bien une relation d’ordre.

17°) Soit z,y € Q avec x < y. Posons o = y —x € QF et ng = 0. Ainsi, pour
tout n > ng, y — x > «, donc (y — T)en est un réel strictement positif, or il s’agit de
Jly—x) =j(y) — j(x). Ainsi, j(z) < j(y) et j est bien croissante.

18°) Par récurrence, on montre facilement que, pour tout n € N, ¢(n) > n.

o Soit € € Q. il existe N € N tel que, pour tout p,q > N, |z, — 24| < €.

Soit p,q > N. Alors p(p) > p > N et ¢(q) > N, donc |z,;) — T4(q)| < €, ce qui prouve
que (Tym)) €S.

o Soit € € Q7. il existe N € N tel que, pour tout p,q > N, |z, — x| < €.

Soit n > N. alors ¢(n) > N, donc |z, — Zym)| < €, ce qu'il fallait démontrer.

19°)
o Posons = = (z,), ou (x,) € S.
Soit ¢ € Q7. I existe N € N tel que, pour tout p,q > N, |z, — 2, < 5.
x n’est pas strictement positif, donc il existe n; > N tel que x,, < 3.
n’est pas strictement positif, donc il existe ny > N tel que —z,, < 3.
Soitn > N.On a |z, —2n,| < § et |2, —2p,| < §, donc 2, = (v, —2p,)+2,, < 5+5=¢
et —x, = (—Zp + Tn,) — Tn, < 5+ 5 = €. Ainsi, pour tout n > N, |z,] <e.
Ceci prouve que z,, — 0, dans Q, donc que x = 0.

n—-+00

De méme, —x

o Soit x,y € R. Supposons que —(z < y) et =(y < x). Alors x # y, y — x n’est pas
strictement positif et x — y n’est pas strictement positif. C’est impossible d’apres le
point précédent, donc l'ordre construit sur R est total.

20°) a) Soit x,y, z € R tels que x < y.

Ainsi, y — x est soit nul, soit un réel strictement positif. Or y —z = (y + 2) — (z + 2)
(d’apres les regles de calcul dans le corps R), donc (y + 2) — (x + 2) est soit nul,
soit un réel strictement positif. Par définition de 'inégalité sur R, on en déduit que
r+z<y+z.

b) Soit x,y € R tels que x > 0 et y > 0. Posons & = (x,,) et y = (yy,), ou (x,,), (yn) € S.
Six=0ouy=0,alors zy = 0.




Supposons maintenant que x > 0 et y > 0. Par définition, il existe ng,n; € N et
ag, op € QF tels que, pour tout n > ng, x, > ag et pour tout n > ny, y, > a;.
Alors, d’apres les propriétés supposées connues de <g, pour tout n > max(ng,n),
TpYn = apay. Or apay € Q7 done oy = (Znyn) est un réel strictement positif.

21°) Soit x,y € R tels que x < y. Il existe (z,), (y,) € S telles que x = (x,) et
Y= (Yn) _

1l s’agit de montrer qu’il existe 3 € Q tel que v = (z,) < 8 = j(B8) = (B)nen et
(B) <y = (yn), c'est-a-dire qu'il existe 3 € Q, v € Q7 et N € N tels que, pour tout
n>N,y<pB—x,ety<y,—p.

x <y, donc il existe a € Q% et ng € N tels que, pour tout n > ng, a <y, — xy,.

De plus, (z,) et (y,) sont des suites de Cauchy, donc il existe N > nyq tel que, pour
tout p,g > N, |z, — 24| < § et [y —yy| < G

Soit n > N. |z, —2n| < ¢, donc x, <oy + §.

De méme, |yn — yn| < %, donc y, > yy — §, mais yy > zy + @, donc y, > xy + 35.
Ainsi, pour tout n > N, x,, <any+§ < wy+3% < yy, doncsil’'on pose f = zy+5 € Q,
pour tout n > N, § < 8 —x, et § <y, — 3, ce qu'il fallait démontrer.

22°)  Soit x € R.
o FEzistence : Notons A={n€Z / n<uzx}.
— x — 1 < z, donc d’apres la question précédente, il existe a € Q tel que
r—1 < a < z. Posons n = |a] (la partie entiere des rationnels est supposée
connue conformément a 1’énoncé). Alors n € Z et n < a < x, donc n € A. On
a prouvé que A est une partie non vide de Z.
— rx<x+1,donc il existe B € Q tel que x < f < x + 1.
Sin € A, alors n < 3, donc n < |5]. Ceci prouve que A est majorée dans Z.
— Dans le cours “logique et vocabulaire ensembliste” (page 43), on a prouvé en uti-
lisant uniquement N et la construction de Z, que toute partie non vide majorée
de Z possede un maximum. On peut donc poser n = max(A) € Z.
—néeA dmecn<zetn+1¢A doncn+1>z cequiprouve 'existence.

o Unicité : Supposons qu’il existe n,m € Z telsquen <z <n+letm <x <m+1.
Alorsn <z <m+letm<z<n+1,ormn,m+1etn-+1sontdes entiers, donc
n <m et m <n. Ainsi, n = m ce qui montre ['unicité.

23°) Soit z,y € R tels que x > 0 et y > 0.

Posons n = {QJ + 1 : d’apres la question précédente, n > Yy > 0, donc n € N*.
x x

De plus, n > J et x > 0, donc nx > y.
x

Partie IV : complétude de R

Pour achever completement la construction de R, il y a encore un peu de travail, qui
aurait pu constituer une quatrieme partie. Voici le travail a faire :



En posant, pour tout z € R, || =z si z > 0 et |z| = —z si 2 < 0, on définit la valeur
absolue de tout réel. 1l est facile de montrer que, pour tout z,y € R, |z| =0 <= z =0,
|zy| = || x [yl, lz* = 2%, |z +y| < |z| + [yl et [|2] — |yl| < [z —y].

On peut alors définir les notions usuelles de suites convergentes de réels et de suites de
Cauchy de réels.

On peut alors montrer que R est complet, c’est-a-dire que toute suite de Cauchy de R
est convergente, puis en déduire la propriété de la borne supérieure, ce qui acheve la
construction de R.

Le lecteur intéressé pourra consulter sur l'internet par exemple I'article d’Abdellah
Bechata “Construction des nombres réels”.



