DM 36 : un corrigé

Ce probleme correspond au sujet Mines-Ponts 2007 MP, a quelques

aménagements pres.

1 Préliminaires

1°) Soit n,m € N tels que n < m.

Pour tout k € N ay = Ty, — Ti_1, méme lorsque k = 0. Ainsi,

Z Qpup = Z (T — Th—1)
= Zuka - Z U1 T
k=n

k=n—1

3

= Tk (uk - uk+1) + Ume - unTnfl-

2°) Soit N e N. Par linéarité de l'intégrale,

bl

, N v N p2ntl
/ Z —1?) ;%( 1)n/0 t”dt:;(—l)”2n+1.
Soit t € [0,x]. Alors —t? # 1, donc on sait que Z(—tQ)” = ﬂ On en
) ) e 1 + t2
N T x
déduit que nz_o(—l) 23:7:511 = /0 %@NH dt, or 7 di 5 dt = arctanz, donc

N 2n+1

x
(—=1)" = arctanz + (—1) Iy, en posant Iy = /
Z 2n+ 1 0

n=0
Or, par croissance de I'intégrale, lorsque 0 < x < 1,

x N2 2N+3 1
0<I t dt = < — 0
N = / IN +3 = 2N + 3 Notoo

Lorsque —1 < z <0, on a de méme

02N2 2N+3
0< —Iy < N2 gt = — < — 0
= N—/x IN +3 = 2N +3 Notoo

1

T ( 2)N+1

14 t2

dt.



Ainsi, dans les deux cas, d’apres le principe des gendarmes, Iy — 0.
N—+4o00

N p2ntl
On en déduit que Z(—l)”
n=0
3°) D’apres la propriété C, x(1) = x(1 x 1) = x(1)x(1), donc x(1) € {0, 1}.
Si x(1) = 0, pour tout a € Z, x(a) = x(a x 1) = x(a)x(1) = 0, donc x est nulle, ce qui
est faux. Ainsi, x(1) = 1.

4°) o Soit k,h € 7Z tels que k = h. Alors il existe o € Z tel que k = h + aN, or
est N-périodique, donc y(k) = x(h). Ainsi la quantité y(k) ne dépend que de k, ce qui
permet bien de définir 'application .

De plus y est non nulle, donc il existe k € Z tel que x(k) # 0. Alors x(k) # 0, donc Y
est également non nulle.

o Soit a € (Z/NZ)*. 1l existe a € Z tel que o« = @. D’apres le cours, a est premier
avec N, donc d’apres l'identité de Bezout, il existe u, v € Z tels que ua+vN = 1. Alors
1 =x(1) = x(ua +vN) = x(ua) = x(u)x(a), donc x(a) = x(a) # 0. On peut donc
considérer la restriction X|(7/yz).-

D’apres la propriété C, on a immédiatement que,

pour tout a,b € Z, X(a x b) = x(ab) = X(a@) x Xx(b), donc )?|IE£/NZ)* est un morphisme
de groupes multiplicatifs.

— arctanz, ce qu’il fallait démontrer.
2n +1 N—+oo

2 Cas particuliers

5°) On avuque x(1) =1, or x est 2-périodique, donc pour tout n € Z, x(2n+1) = 1.
D’apres la propriété A, x(0) = 0, donc par 2-périodicité, pour tout n € Z, x(2n) = 0.
Ceci détermine entierement ’application y.

Réciproquement, cette application vérifie bien les 4 axiomes de 1’énoncé.

6°) x(3) = x(1). De plus, x(~1)? = x((~1) x (~1)) = x(1) = 1,
donc x(3) = x(—1) € {1, —1}.
7°) o Soit k € Z.
X(3) = —1 et x est 4-périodique, donc si k = 3 [4], alors x(k) = —1.
De méme, x(1) = 1, donc si k = 1[4], alors x(k) = 1.
Enfin, si £k = 0 [4] ou k = 2 [4], alors k et 4 ne sont pas premiers, donc d’apres la
propriété B, x(k) = 0.
Ainsi, pour tout k € Z, x(2k) = 0 et x(2k + 1) = (—1).
o Soit n € N*. Alors, par sommation par paquets,
- x(k) X 2k X(2k+1)
Z k Z Z T2k 41
k=1 0<2k<n 0<2k+1<n
or 0<2k+1<n<= -1 <k<%l <= 0<k< |27 donc

n—1 n—1
R R i
Z x(k X(2k + (—1) - \ ’
-2 o l=-d 1 2.
—~ 2k+1 TR arctan 1 d’apres la question

—

D _

[e=]



n)

3 Convergence de la série Z &

n>1

8°) D’apres le cours, pour tout k € {0,...,N — 1}, k € (Z/NZ)* si et seulement si k
est premier avec N, c’est-a-dire si et seulement si k € P.

Ainsi, H ak = H ak = H ar.

keP keP z€(Z/NZ)*
Mais @ € (Z/NZ)*, donc I'application Z/Nz) — (_Z/NZ)
r > ax

(Z/NT)* —s (Z/NZ)"
r — al'z

est une bijection,

dont la bijection réciproque est . Ainsi, par changement de

variable, on obtient que H ar = H x, c’est-a~dire, en tenant compte du fait
©€(Z/NZ)* x€(Z/NZ)*
que o(N) = |P| = [(Z/NZ)*|, EW(N)< H .T) = H x, donc, en multipliant
x€(Z/NZ)* x€(Z/NZ)*

par l'inverse de ce produit (dans le groupe multiplicatif (Z/NZ)*), on obtient que
a*W) = 1. Ainsi, a*™) =1 [N], ce qu'il fallait démontrer.

9°) D’apres lit questi_on 4, en notant f = )Z]%RZ*/NZ)*, on peut écrire :

1=x(1)=x1) = f(1) = f(@™) = f(@)*™), car f est un morphisme de groupes, or
f(@) € R*, donc f(a) € {—1,1}. Mais f(a) = x(a) = x(a), donc |x(a)| = 1.

10°) On adopte un raisonnement analogue a la question 8 :

N-1
D’apres la propriété B, Z x(ak) = Z
k=1 keP
N-1
x(a Z f(ak) Z f(ax). Alors par le méme changement de variables
k=1 keP x€(Z/nZ)*
N-1
qu’en question 8, on en déduit que Z x(ak) = Z f(z), mais le calcul que 1'on
k=1 x€(Z/nZ)*
vient d’écrire prouve, avec a = 1, que Z x(k) Z f(z), donc on a bien montré
x€(Z/nZ)*
N-1
aue zx () = Y (b
k=1
N-1 N-1 N-1 N-1
11°) o Ainsi, Z x(k) = Z x(k) = x(ak) = x(a) X(k). En choisissant a tel
k=0 k=1 k=1 k=1
N-1
que x(a) # 1, ce qui est possible d’apres ’énoncé, on obtient que Z x(k) =0,
k=1



N-1
donc Z x(k) =0.
k=0

o Pour tout n € N, posons z,, = Z x(k).

k=n
Soit n € N. Alors 41 — x, = x(n + N) — x(n) = 0 d’apres la propriété D. Ainsi, la

suite (z,,) est constante et xy = 0, donc elle est identiquement nulle. Ceci démontre
n+N—-1

que, pour tout n € N, Z x(k) = 0.

k=n
12°) Par division euclidienne de m par N, il existe ¢, h € N tels que m = ¢N + h avec
0 < h < N —1. Alors, par sommation par paquets,

Sxtk) =S wk)

gN—-1 m
= > x(k)+ Y x(k)
k=0 k=qN
q—1 iN+N—-1 m
=2 2 b+ Y Xk
=0 k=iN k=gN
iN+N—-1
or d’apres la question précédente, pour tout 7 € N, Z x(k) =0,
k=iN
m gN+h h
donc Z x(k) = Z x(k) = Z x(k), par N-périodicité de y.
k=1 k=qN k=0

m h
Ainsi, Zx(k:) = Zx(k) = Z x(k) (d’apres la propriété B). Alors, par inégalité
k=1 k=1 1<k<h
kepP

triangulaire, Zx(k;) < Z Ix(k)| < Z |x(k)|, mais d’apres la question 9, pour
k=1 1<k<h keP
keP
tout k € P, [y(k)| = 1, donc | Y x(k)| < |P| = ¢(N).
k=1

13°) o D’apres | tion 12, 7,, = O(1) ! ! ! !

apres la question n = ,0r — — = ~—,

P q ’ n n+l1l nn+1) n?

1 1 1 1
donc T, (— — ) = O(—) On sait que Z — est convergente, donc la série

n n+1l n? — n?

1 1
Z T, (— - —) est absolument convergente.
= n n+1
o Afin d’utiliser la question 1, posons pour tout k € N*, ay, = x(k) et up = % Posons
également oy = 0 = x(0) et ug = 0.



n n n—1
) x(k
Alors, lorsque n € N*, Z % = 2 opu = —ulp + ; Ty (g — ugg1) + unT.
n n—1
x(k) T, 1 1
Ty=0, done 32 XB) T SRp 1y
0=0 onc; ’ n—i-kz:;kk 1

T,
La suite (7,,) est bornée d’apres la question précédente, donc — —+> 0. De plus la
n n—+oo
1
série Tn<

— x(k
que la suite de terme général Z x(k)
k=1

) est absolument convergente, donc elle converge. On en déduit

est convergente, ce qu’il fallait démontrer.

4 Comportement asymptotique

14°) Pour tout k& € N*, notons Dy, I'ensemble des entiers naturels qui divisent k.

Notons n = H p’r et m = H p"? les décompositions de n et m en produit de nombres

pePy pEPy
premiers, ou P; (respectivement : Py) désigne ’ensemble des nombres premiers qui

divisent n (respectivement m). n et m sont premiers entre eux, donc Py NPy = §).
Soit a € D,,,. Alors on sait que la décomposition de a en produit de nombres premiers

est de la forme a = H Pk, ot pour tout p € Py UP,, 0 < k, < v,. Ainsi, en
peP1UPy
posant b = H P et ¢ = H Pt on peut affirmer que a = bc avec b € D,, et ¢ € D,y,.
p€ePy pEPy

Réciproquement, il est évident que sib € D,, et ¢ € D,,, alors bc est un diviseur de nm.

D,xD,, — D.n,
(b,e¢) —— bc

est une surjection. C’est méme une bijection, car si be = b'c’ avec b,b' € D, et ¢, € D,,,

alors b | U'c’ et b A ¢ =1, donc d’apres le lemme de Gauss, b | b'. De méme on établit

que V' | b, donc b =1, puis ¢ = .

En utilisant cette bijection pour effectuer un Changement de variables, on obtient

fom = Z x(a) = Z Z Z ), d’aprés la propriété C.

En résumé, D,,,, = {bc /b € D, et ¢ € D,,}, donc I'application

a€Dnm (b,e)EDy, ><Dm beD,, c€EDy,
Ainsi, par distributivité généralisée, f,,, = ( Z X(b)) X < Z X(c)> = fufm-
beDy, €Dy,

15°) p étant premler les diviseurs de p® sont les p? avec 0 < 3 < av.

Ainsi, fpo = ZX ). De plus, pour tout 8 € N, x(p?) = x(p)?, donc fpe = ZX
p=0 B=0

D’apres la question 9, x(p) € {—1,0,1}.

Si x(p) =1, alors fpe = a+ 1.

Si x(p) =0, alors fye = 1.



«

. B B 5 1 — (_1)a+1
Il reste le cas o x(p) = —1. Alors fpa = ;(—1) Ry
nulle lorsque « est impair et elle vaut 1 lorsque « est pair.
a+1 six(p) =1
1 six(p)=0
0 si x(p) = —1 et  impair °
1 si x(p) = —1 et « pair

. Cette quantité est

En résumé, fpo =

16°) Comme n possede au plus n diviseurs dans N et que pour tout k£ € N, x(k) < 1,

on obtient que f,, < n.
q

La décomposition de n en produit de nombres premiers s’écrit : n = H p;*, ou les p;
i=1

sont des nombres premiers distincts et les «; des entiers au moins égaux a 1. D’apres la

question 14, généralisée par récurrence a un produit d’'un nombre fini d’entiers naturels

deux a deux premiers entre eux, comme les p;* sont premiers entre eux deux a deux,

q
fn = pr;w. Or d’apres la question précédente, pour tout p € P et a € N*, f,o > 0,

=1
donc f,, > 0.
q
17°) Reprenons les notations de la question précédente. Alors f,2 = H fp;ai. Or, ala

=1
question 15, avec «v pair, quelle que soit la valeur de x(p) € {—1,0,1}, fpa > 0. Donc
fn2 > 0. 0r f,2 est dans Z, f,2 > 1.

o Supposons que |z| > 1. Alors|fp2a™’| > |z[* — +o0, donc d’apres le prin-
18° S 1. Alors|fp2x™ | > |z|™ N d d’apres le pri
n—-+0oo

cipe des gendarmes, fnzx”2 ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +o0o. On en déduit
que f,x™ ne tend pas vers 0 lorsque n tend vers +oo, donc d’apres le cours, la série

Z fanx" est divergente.

n>1
o Supposons maintenant que |x| < 1.

1
D’apres la question 16, |f,2"| = O(n|z|"), donc | f,x"| = 0(—2> car, d’apres les crois-
n

sances comparées, n3|z|” — 0. Ceci montre que la série E fanx" est absolument
n——+00
n>1

convergente, donc elle converge.

19°) Soit z € [%, 1[. Soit M € N*. Pour tout n € N*, f,z" > 0, donc

M? M M M
anx” > anzajnz > Zx”2 = Zg(n), si 'on pose, pour tout t € [1,+o0],
n=1 n=1 n=1 n=1

g(t) = 2t = &M= g est continue et décroissante sur [1, 400, car Inz < 0.
n+1 n+1

g(n) dt > / o(t) dt.

Pour tout n > 1, on a donc : g(n) = /

n



M? M il M+1

Donc Y fa™ > / g(t) dt = / g(t) dt.
n=1 n=1Y" 1

Effectuons le changement de variable u = tv—1Inx :

M+1 (M+1)y/~1Inz M+1)\/flnx )
t) dt = o / % du, car
/1 9(t) \/—lnx v=Tnz vV—Inz

—Inz <In2.

Ainsi, pour tout M € N*, Z fax" > Z fnz"

(M+1) vV—Inz
/ e du.
\/ Inx

La suite

(M+1) —ln;r
o g d .y 1 .
U est donc majorée, or elle est croissante,
MeN*

\/ Inz

donc il existe L € R tel que

(M+1)v/=Inz , +o00
/ “du—>Letonaanx”ZL.

n——+oo

Vv — Inx

De plus ’application h : A —

2
e " du, de [1, +o00] dans R, est croissante

donc d’apres le théoreme de la limite monotone, il existe L' € R U {400} tel que
h(A) — L'. Alors par composition des limites, h((M + 1)v/—Inx) o L', mais
—+00

A—+o0
on vient de voir que h((M +1)v/—1Inx) i L, donc par unicité de la limite L' = L.
—+00
1 A
On a donc montré que f(z) > L' = ———— lim e du.

—In(z) A=+ ) /@)



